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Prélogo

El importante y fascinante tema de la probabilidad comenzo en el siglo
XVII con los esfuerzos de matematicos como Fermat y Pascal en resolver
preguntas relacionadas con los juegos del azar. Hasta el siglo XX se desarrolla
una teoria matemadtica rigurosa basada sobre axiomas, definiciones y teore-
mas. Con el correr de los afios, la teoria de probabilidad encuentra su cauce
en muchas aplicaciones, no solamente en ingenieria, ciencias y matematicas
sino también en campos como la agricultura, la administraciéon de empresas,
la medicina y la sicologia. En muchos casos las aplicaciones contribuyen al
desarrollo ulterior de la teoria.

El tema de la estadistica se originé con anterioridad al de probabilidad,
trata principalmente de la coleccién, organizacion y presentacion de los da-
tos en tablas y graficos. Con el advenimiento de la probabilidad se puso de
manifiesto que la estadistica podria emplearse en la extraccion de conclusio-
nes validas y en la toma de decisiones razonables sobre la base del andlisis de
datos, por ejemplo en la teoria de muestreo y prediccion.

El proposito del libro es presentar una introduccion moderna a la proba-
bilidad y la estadistica suponiendo un conocimiento del célculo. Por conve-
niencia el libro se divide en dos partes. La primera trata con probabilidad (y
en si puede utilizarse como introduccion al tema) y la segunda trata con es-
tadistica.

El libro se disefi6 para utilizarse como texto de un curso formal en pro-
babilidad y estadistica o como suplemento a los textos tipicos. También es
de considerable valor como libro de referencia para investigadores o para
aquellos interesados en el tema. El libro puede emplearse para un curso anual
o mediante una seleccion juiciosa de los temas para un curso semestral.

Agradezco al Ejecutor Literario del Sir Ronald A. Fisher, F. R. S., al doc-
tor Frank Yates, F. R. S., y a Longman Group Ltda., Londres, por el permi-
so para utilizar la tabla III de su libro Statistical Tables for Biological, Agri-
cultural and Medical Research (6a. edicion, 1974). Deseo aprovechar esta
oportunidad para agradecer a David Beckwith por su sobresaliente edicion y
a Nicola Monti por su habilidad artistica.

M. R. SPIEGEL

Septiembre 1975
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Capitulo 1

Conjuntos y probabilidad

EL CONCEPTO DE CONJUNTO

El concepto de conjunto es un pilar fundamental de la probabilidad y la estadistica y de la
matematica en general. Un conjunto puede considerarse como una coleccion de objetos, llamados
miembros o elementos del conjunto. En general, mientras no se especifique lo contrario, denota-
mos un conjunto por una letra mayuscula A, B, C, y un elemento por una letra minuascula a,b.
Sin6nimos de conjunto son clase, grupo y coleccion .

Si un elemento a pertenece a un conjunto C escribimos a € C. Sia no pertenece a C escribimos
e & C. Siay b pertenecen a C escribimos a, b € C. Para que un conjunto sea bien definido, como
siempre lo supondremos, debemos estar capacitados para determinar si un objeto especifico pertene-
ce o no al conjunto.

Un conjunto puede definirse haciendo una lista de sus elementos o, si esto no es posible,
describiendo alguna propiedad conservada por todos los miembros y por los no miembros. El
primero se denomina el método de extension y el segundo el método de comprension.

EJEMPLO 1.1. El conjunto de las vocales en el alfabeto puede definirse por el método de extensién como { g, e, i, 0,
u } o por el método de comprensiéon como { x | x es una vocal }, léase “el conjunto de los elementos x tales que x es
una vocal” donde la linea vertical | se lee “‘tal que” o ‘‘dado que”’,

EJEMPLO 1.2. El conjunto {x | x es un trizngulo en un plano } es el conjunto de los tridngulos en un plano,
Obsérvese que el método de extension no puede utilizarse aqui.

EJEMPLO 1.3. Si lanzamos un par de dados comunes los ‘‘niimeros” o “puntos” posibles que pueden resultar sobre
la cara superior de cada dado son elementos del conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

SUBCONJUNTOS

Si cada elemento de un conjunto A también pertenece a un conjunto B llamamos a A un
subconjunto de B, escrito A C B 6 B D A y leido “A esta contenido en B” o ‘B contiene a A”
respectivamente. Se sigue que para todos los conjuntos A tenemos A C A.

Si ACB y BC Allamamosa A y B iguales y escribimos A = B. En este caso Ay B tienen
exactamente los mismos elementos.

Si A no es igual a B, es decir si A y B no tienen exactamente los mismos elementos, escribimos
A # B.

Si A C B pero A # B llamamos a A un subconjunto propio de B.
EJEMPLO 1.4. { g, i, u} es un subconjunto propio de {a, ¢, i, 0, u }.

EJEMPLO 1.5. {i, o, a, u, e} es un subconjunto, pero no un subconjunto propio, de {q, e, i, 0, u}, puesto que los dos
conjuntos son iguales. Obsérvese que la sola redistribucién de los elementos no cambia el conjunto.

EJEMPLO 1.6. Al lanzar un dado los resultados posibles cuando el resultado es “par’’ son elementos del conjunto
{2, 4, 61, el cual es un subconjunto (propio) del conjunto de todos los resultados posibles {1, 2, 3, 4, 5, 6.

1



2 CONJUNTOS Y PROBABILIDAD [CAP. 1

El teorema siguiente es verdadero para cualesquiera conjuntos A, B, C.

Teorema 1-1: SiAC By BCC, entonces A CC.

CONJUNTO UNIVERSAL Y CONJUNTO VACIO

Para muchos propositos restringimos nuestra discusion a subconjuntos de algiin conjunto especi-
fico denominado el universo del discurso, o simplemente, universo. También se llama el conjunto o
espacio universal y se denota por U. Los elementos de un espacio se llaman los puntos del espacio.

Es Gtil considerar un conjunto que no tiene elementos. Este conjunto se denomina el conjunto
vacio o el conjunto nulo y se denota por @; es un subconjunto de cualquier conjunto.

EJEMPLO 1.7. Un conjunto importante que nos es familiar es el conjunto R de los niéimeros reales como 3, —2, \@,
f, que pueden representarse por puntos en una linea reai como el eje x. Sia y b son niimeros reales tales quea < b,
los subconjuntos {x | @ = x = b} y{x | a <x < b} de R (con frecuencia descritos simplementepora =x = bya<x
< b) se denominan intervalos cerrado y abierto respectivamente, Los subconjuntos tales como {x | @ = x < b} 6 {x
| a <x = b} se denominan intervalos semi-abiertos o semi-cerrados.

EJEMPLO 1.8. El conjunto de todos los nlimeros reales x tales que x? = —1, escrito {z | x2 = —1}, es el conjunto
nulo o vacio ya que no hay nfimeros reales cuyos cuadrados sean iguales a —1. Sin embargo, si incluimos los
nfimeros complejos el conjunto no es vacfo.

EJEMPLO 1.9. Si lanzamos un dado, el conjunto de todos los resultados posibles es el universo {1, 2, 3, 4, 5, 6}. El
conjunto de los resultados que consisten de las caras 7 u 11 sobre un solo dado es el conjunto nulo.

DIAGRAMAS DE VENN

Un universo U puede representarse geométrica- u
mente por el conjunto de puntos dentro de un rec-
tangulo. En tal caso los subconjuntos de U (como
A y B indicados y sombreados en la Fig. 1-1) se
representan por conjuntos de puntos dentro de los
circulos. Tales diagramas denominados diagramas
de Venn, sirven para darnos una intuicion geomé-
trica respecto a las posibles relaciones entre conjun-
tos. Fig. 1-1

OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

1. Union. El conjunto de todos los elementos (0 puntos) que pertenecen a A o a B, o tanto a A
como a B, se llama la unién de A y B y se escribe A U B (region sombreada en la Fig. 1-2).

U u U

>

AnB

Fig. 1-2 Fig. 1-3 Fig. 1-4

2. Interseccion. El conjunfo de todos los elementos que pertenecen simultaneamente a A y a B se

llama la intersecciéon dé' A y B y se escribe A N B (region sombreada en la Fig. 1-3).
|



CAP. 1] CONJUNTOS Y PROBABILIDAD 3

Dos conjuntos A y B tales que A N B = @, es decir, que no tienen elementos comunes, se llaman
conjuntos disjuntos. En la Fig. 1-1, A y B son disjuntos.

3. Diferencia. El conjunto que consiste en todos los elementos de A que no pertenecen a B se
llama la diferencia de A y B, escrita por A — B (region sombreada en la Fig. 1-4).

4. Complemento. Si B C A entonces A — B se llama el complemento de B relativoa Ay se escribe
B/ (region sombreada en la Fig. 1-5). 8i A = 7, el conjunto universal, nos referimos a Y — B
sencillamente como el complemento de By lo escribimos B' (region sombreada en la Fig. 1-6).

El complemento de A U B se escribe (A U B)'.

Fig. 1-6

ALGUNOS TEOREMAS RELATIVOS A CONJUNTOS

Teorema 1-2: @~ AUB = BUA ' Ley conmutativa de las uniones
Teorema 1-3: AU(BUC) = (AUB)UC = AUBUC Ley asociativa de las uniones
Teorema 1-4: ANB = BNA Ley conmutativa de las intersecciones
Teorema 1-5: AN(BNC) = (ANB)NC
Teorema 1-6: AN(BUC)

ANBNC Ley asociativa de las intersecciones

(ANB)U(ANC) Primera ley distributiva
Teorema 1-7: AU(BNC) = (AUB)N(AUC) Segunda ley distributiva
Teorema 1-8: A—-—B = AnpB

Teorema 1-9: Si ACB, entonces A’DB’ 6 B'CA’
Teorema 1-10: AUQ = A, ANQY = @

Teorema 1-11: AUU = U, ANU = A

Teorema 1-12a: (AUB)Y = A’'NB’ Primera ley De Morgan
Teorema 1-12b: (ANB)Y = A’UB’ Segunda ley De Morgan
Teorema 1-13: A = (ANB)U(ANB) Para cualquier conjunto A y B

Los teoremas 1-124, 1-12b y 1-13 pueden generalizarse (véanse Problemas 1.69 y 1.74).

PRINCIPIO DE DUALIDAD

Cualquier resultado verdadero relativo a conjuntos también es verdadero si remplazamos uniones
por intersecciones, intersecciones por uniones, conjuntos por sus complementos y si invertimos los
simbolos de inclusion Cy D.



4 CONJUNTOS Y PROBABILIDAD [CAP. 1

EXPERIMENTOS ALEATORIOS

Todos estamos familiarizados con la importancia de los experimentos en la ciencia y en la
ingenieria. Un principio fundamental es que si efectuamos tales experimentos repetidamente bajo
condiciones aproximadamente idénticas obtenemos resultados que son esencialmente los mismos.

Sin embargo, hay experimentos en los cuales los resultados no son esencialmente los mismos a
pesar de que las condiciones sean aproximadamente idénticas. Tales experimentos se denominan
experimentos aleatorios. Los siguientes son algunos ejemplos.

EJEMPLO 1.10. Si lanzamos una moneda el resultado del experimento es un “sello”, simbolizado por S (6 0), o una
“‘cara’, simbolizada por C (6 1), es decir uno de los elementos del conjunto {C, S} (6{0,1}).

EJEMPLO 1.11. Si lanzamos un dado el resultado del experimento es uno de los nimeros en el conjunto {1, 2, 3, 4,
5,6

EJEMPLO 1.12. Si lanzamos una moneda dos veces, el resultado puede indicarse por {CC, CS, SC, SS), es decir dos
caras, cara la primera y sello la segunda, etc,

EJEMPLO 1.13. Si tenemos una miquina que produce tornillos, el resultado del experimento es que algunos pueden
estar defectuosos. Asi cuando se produce un tornillo seri un miembro del conjunto {defectuoso, no defectuoso}.

EJEMPLO 1.14. Si un experimento consiste en medir “la vida” de las lamparas eléctricas producidas por una
compania, entonces el resultado del experimento es el tiempo ¢ en horas que se encuentra en algiin intervalo, por
ejemplo, 0 = t = 4000, donde suponemos que ninguna limpara eléctrica dura mas de 4000 horas.

ESPACIOS MUESTRALES

Un conjunto ~ que consiste en todos los resultados de un experimento aleatorio se llama un
espacio muestral y cada uno de los resultados se denomina punto muestral. Con frecuencia habra
mas de un espacio muestral que describe los resultados de un experimento pero hay cominmente
solo uno que suministra la mayoria de la informacion. Obsérvese que </ corresponde al conjunto
universal.

EJEMPLO 1.15. Si lanzamos un dado, un espacio o conjunto muestral de todos los resultados posibles se da por {1,
2,3,4,5,6}) en tanto que otro es {par, impar} Sin embargo, es Iogico que el @lltimo no seria adecuado para determi-
nar, por ejempio, si un resultado es divisible por 3,

Frecuentemente es util dibujar un espacio muestral graficamente. En tal caso es deseable utilizar
niimeros en cambio de letras siempre y cuando sea posible.

sellos y 1 para representar caras el espacio muestral (véase Ejemplo 1.12) puede
dibujarse por puntos en la Fig. 1-7 donde, por ejemplo, (0,1) representa sello en
el primer lanzamiento y cara en el segundo lunzamiento, es decit SC.

L]
(0, 1) {1,1)

Si un espacio muestral tiene un nimero finito de puntos, como en el
Ejemplo 1.16, se denomina espacio muestral finito. Si tiene tantos pun-
tos como numeros naturales 1, 2, 3, ..., se denomina espacio muestral
infinito contable. Si tiene tantos puntos como hay en alglin intervalo en
el eje x, tal como 0 = x = 1, se denomina espacio muestral infinito no contable. Un espacio mues-
tral que es finito o infinito contable frecuentemente se denomina espacio muestral discreto, en tan-
to que uno que es infinito no contable se llama espacio muestral continuo o no discreto.

EJEMPLO 1.16. Si lanzamos una moneda dos veces y utilizamos 0 para representar }

(0,0) Ai’l,l:l}

Fig. 1-7

SUCESOS

Un suceso es un subconjunto A del espacio muestral o, es decir es un conjunto de resultados
posibles. Si el resultado de un experimento es un elemento de A decimos que el suceso A ha
ocurrido. Un suceso que consiste de un solo punto de < frecuentemente se llama un suc¢eso
elemental o simple.
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EJEMPLO 1.17. Si lanzamos una moneda dos veces, el suceso que sblo resulte
una cara es el subconjunto del espacio muestral que consiste de los puntos (0, 1)
y (1, 0), como se indica en la Fig, 1-8.

Como sucesos particulares tenemos el suceso en si mismo, que es
el suceso cierto o seguro ya que un elemento de of debe ocurrir, y el
conjunto vacio @, que se llama el suceso imposible puesto que un
elemento de @ no puede ocurrir.

Fig. 1-8

Puesto que los sucesos son conjuntos es logico que las proposicio-
nes relativas a sucesos pueden traducirse en el lenguaje de la teoria de conjuntos e inversamente. En
particular tenemos un dlgebra de sucesos que corresponde al algebra de conjuntos indicada en la
pagina 3.

Empleando las operaciones de conjuntos en sucesos en &/ podemos obtener otros sucesos en /.
Asi si A y B son sucesos, entonces

1. AU Beselsuceso “A o B o ambos”’.
2. A N B es el suceso “tanto A como B”’
3. A’ eselsuceso“no 4”,

4. A— B es el suceso ‘““A pero no B”.

Si los conjuntos correspondientes a los sucesos A y B son disjuntos, es decir A N B = @,
frecuentemente decimos que los sucesos son mutuamente. excluyentes. Esto quiere decir que no
pueden ocurrir ambos.

EJEMPLO 1.18. Haciendo referencia al experimento de lanzar una moneda dos veces sea A el suceso “por lo menos
resulte una cara” y B el suceso “el segundo lanzamiento sea un sello”. Entonces A = {CS, SC, CC},B = {CS, SS )
asf tenemos

AUB=1{CS, SC, CC, SS}= of AN B={CS}
A’ = (S8} A—B={8C, cC}

EL CONCEPTO DE PROBABILIDAD

En cualquier experimento aleatorio siempre hay incertidumbre sobre si un suceso especifico
ocurrira o no. Como medida de la oportunidad o probabilidad con la que podemos esperar que un
suceso ocurra es- conveniente asignar un nimero entre 0 y 1. Si estamos seguros de que el suceso
ocurrira decimos que su probabilidad es 100% 6 1, pero si estamos seguros de que el suceso no
ocurrira decimos que su probabilidad es cero. Por ejemplo, si la probabilidad es de 1/4, diriamos que
hay un 25% de oportunidad de que ocurra y un 75% de oportunidad de que no ocurra. Equivale
a decir que la probabilidad contra su ocurrencia es del 75% al 25% ode 3a 1.

Existen dos procedimientos importantes por medio de los cuales podemos obtener estimativos
para la probabilidad de un suceso.

1. Enfoque’ clasico o a priori. Si un suceso puede ocurrir en h maneras diferentes de un niimero
total de n maneras posibles, todos igualmente factibles, entonces la probabilidad del suceso es
h/n.

EJEMPLO 1.19. Supéngase que deseamos la probabilidad de que resulte una cara en un solo lanzamiento de una
moneda. Puesto que hay dos maneras igualmente factibles del resultado de la moneda, simplemente ‘‘cara’’ y “sello”’
(suponiendo que la moneda no se pierda ni caiga verticalmente), y de estas dos maneras una cara puede aparecer en
una sola manera, razonamos que la probabilidad requerida es 1/2. Al llegar a este resultado suponemos que la
moneda es honrada, es decir que no esta cargada,

2. Enfoque como frecuencia relativa o a posteriori. Si después de n repeticiones de un experimen-
to, donde n es muy grande, un suceso ocurre h veces, entonces la probabilidad del suceso es h/n.
Esto también se llama la probabilidad empirica del suceso.
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EJEMPLO 1.20. Si lanzamos una moneda 1000 veces y hallamos que 532 veces resultan caras estimamos que la
probabilidad de una cara es 532/1000 = 0.532. -

Ambos enfoques el clasico y el de frecuencia presentan serias dificultades, el primero debido a la
vaguedad de las palabras ‘‘igualmente factibles’ y el segundo debido a la vaguedad incluida en un
“nimero muy grande”. A causa de estas dificultades los matematicos en los Gltimos afios se han
orientado a un enfoque axiomadtico utilizando conjuntos.

LOS AXIOMAS DE LA PROBABILIDAD

Supodngase que tenemos un espacio muestral of. Si of es discreto todos los subconjuntos corres-
ponden a sucesos y reciprocamente, pero si ¢ es continuo solamente subconjuntos especiales
(llamados medibles) corresponden a sucesos. A cada suceso A en la clase ( de sucesos asociamos un
n(mero real P (A), es decir P es una funcion de valor real definida en (. Asi P se llama la funcion de
probabilidad, y P(A) la probabilidad del suceso A, si se satisfacen los axiomas siguientes:

Axioma 1. Para cada suceso A en la clase

PA) =z 0 (1)
Axioma 2. Para el suceso cierto o seguro < en la clase C
Pf) =1 (2
Axioma 3. Para cualquier nimero de sucesos mutuamente excluyentes A, , B, . . . en la clase
P(AiUA:U:--:) = P(A)+PA) + -+ (3)
En particular, para solo dos sucesos mutuamente excluyentes A;, Az,
P(A;UA;) = P(A)) + P(Ay) (4)

ALGUNOS TEOREMAS IMPORTANTES SOBRE PROBABILIDAD

De los aviomas anteriores podemos demostrar varios teoremas sobre probabilidad que son
importantes en el estudio posterior.

Teorema 1-14: Si A, CA, entonces P(4:) = P(A;) y P(Ad:— A\ = P(A:) — P(Ay).

Teorema 1-15: Para cada suceso A
0 =PA) =1 5)

es decir la probabilidad de un suceso esta entre 0 y 1.

Teorenia 1-16: P@) =0 (6)

es decir el suceso imposible tiene probabilidad cero.

Teorema 1-17: Si A’ es el complemento de A entonces

P(4’) = 1- P(4) )

Teorema 1-18: Si A =A,UA,U---UA, y A A.,...,A. son sucesos mutuamente excluyen-
tes, entonces

P(A) = P(Ay) + P(A2) + - -+ + P(An) (8)

En particular si A = o, el espacio muestral, entonces
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P(A) + P(A3) + --- + P(4,) = 1 9)
Teorema 1-19: Si A y B son dos sucesos cualesquiera, entonces
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) (10)
Generalizando, si A,, A,, A; son tres sucesos cualesquiera, entonces

P(A1UA:UA;) = P(A) + P(As) + P(As)
— P(A1NA3) — P(A:N As) — P(AsN Ay)
+ P(A1NA;N As) (11)

También pueden hacerse generalizaciones a n sucesos. Véase Problema 1.79.

Teorema 1-20: Para dos sucesos A y B

P(A) = P(ANB) + P(ANB) (12)

Teorema 1-21: Si un suceso A debe resultar en uno de los sucesos mutuamente excluyentes A,,
A,,..., A, entonces X

P(4) = P(ANA,) + P(ANA4s) + --- + P(ANA,) 13)

ASIGNACION DE PROBABILIDADES

Si un espacio muestral </ consiste Gnicamente de los sucesos elementales A,, A,,..., 4,
entonces por el Teorema 1-18

P(A,) + P(4:) + - - + P(A,) = 1 (14)
Se concluye que podemos escoger arbitrariamente cualquier nimero no negativo para las probabili-
dades de estos sucesos simples siempre y cuando se satisfaga (14). En particular, si suponemos
probabilidades iguales para todos los sucesos simples, entonces

P = = k=12...n (15)

y si A es un suceso compuesto por h sucesos simples tenemos
P(4) = (26)

Esto equivale al enfoque clasico de la probabilidad dado en la pagina 5. Podriamos logicamente
emplear otros procedimientos para asignar probabilidades, como el de la frecuencia relativa de la
pagina 6.

La asignacion de probabilidades provee un modelo matemdtico y su éxito debe probarse experi-

mentalmente en forma muy similar a como las teorias en fisica u otras ciencias deben probarse
experimentalmente.

EJEMPLO 1.21. Se lanza solo un dado. Hallar la probabilidad de que resulte 2 6 5.

El espacio muestral es of ={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Si asignamos probabilidades iguales a los puntos muestrales, es decir
si suponemos que el dado es honrado, entonces

Pl) = P2 = --- = P®) = %




8 CONJUNTOS Y PROBABILIDAD [CAP. 1

El suceso que resulte 2 6 5 se indica por 2 U 5. Por tanto

P2us) = P(2) + P(5) =

S| =
JL
=
Il
o

PROBABILIDAD CONDICIONAL

Sean A y B dos sucesos (Fig. 1-9) tales que P(A) > 0. Denotamos por P(B| A) la probabilidad de
B dado que A ha ocurrido. Puesto que se sabe que A ha ocurrido, se convierte en el nuevo espacio
muestral remplazando el original of. De aqui llegamos a la definicion

(17)

6 P(ANB) = P(A)P(B|A) (18)

En palabras, la ecuacion (18) nos dice que la probabilidad de )
que tanto A y B ocurran es igual a la probabilidad de que A
ocurra tantas veces la probabilidad de que B ocurra dado que

A ha ocurrido. Llamamos a P(B | A) la probabilidad condicional

de B dada A, es decir la probabilidad de que B ocurra dado que 34

A ha ocurrido. Facilmente se demuestra que la probabilidad AnB
condicional satisface los axiomas en la pagina 6.

Fig. 1-9

EJEMPLO 1.22. Hallar la probabilidad de que en un sélo lanzamiento de un dado resulte un nimero menor que 4,
(a) no se da ninguna otra informacion, (b) se da que el lanzamiento result6 en un nimero impar.

(a) Si B denota el suceso { menor que 4}. Ya que B es la unién de los sucesos 1, 2 6 3 observamos por el teorema
1-18 que

+ o+

1
2

(=] N
=
| =

P(B) = PQ1) + P(2) + P@3) =

suponiendo probabilidades iguales para los puntos muestrales,

(b) Si A es el suceso {nimero impar} observamos que P(A) = 3/6 = 1/2. También P(A N B) = 2/6 = 1/3,
Entonces

P(AnB) _ 1/3

P(B|A) = P(A) = 12

aha
=3

Por tanto, el saber que el resultado del lanzamiento es un nfimero impar aumenta la probabilidad de 1/2 a 2/3.

TEOREMAS SOBRE PROBABILIDAD CONDICIONAL
Tecrema 1-22: Para tres sucesos cualesquiera A,, A,, A, tenemos
P(AiNA:NAs) = P(A)) P(A2| Ai) P(As| AiNAy) (19)

En palabras, la probabilidad de que A, y A, y A; ocurran es igual a la probabilidad de que A4,
ocurra tantas veces la probabilidad de que A, ocurra dado que A, ha ocurrido tantas vgces.la proba-
bilidad de que A; ocurra dado que A; y A, han ocurrido. El resultado se generaliza facilmente a n
sucesos,

Teorema 1-23: Siun suceso A debe resultar en uno de los sucesos mutuamente excluyentes A,,
A, ,..., A, entonces

2’

P(A) = P(A))P(A|A,) + P(A;)P(A1Ay) + - - - + P(A,)P(A| A,) (20)
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SUCESOS INDEPENDIENTES

Si P(B| A) P(B), es decir la probabilidad de que B ocurra no esta afectada por la ocurrencia o
no ocurrencia de A, entonces decimos que A y B son sucesos independientes. Esto es equivalente a

P(ANB) = P(A)P(B) (21)

como se deduce de (18). Inversamente, si se cumple (21) entonces A y B son independientes.
Algunas propiedades de la independencia estan dadas en los Problemas 1.91 y 1.92.

SiA,, A,, A; son independientes entonces deben ser independientes por parejas,
P(A;nA) = P(A)P(Ay)  j=k donde j,k=1,2,3 (22)

'y también debemos tener
P(AiNA:NA;) = P(A,) P(A:) P(As) (23)

Ni (22) ni (23) son suficientes por si solo. La generalizaciéon a mas de tres sucesos se hace facilmen-
te.

TEOREMA O REGLA DE BAYES

Supodngase que A,, A,, ..., A. son sucesos mutuamente excluyentes cuya union es el espacio
muestral ¢f, es decir uno de los sucesos debe ocurrir. Entonces si A es cualquier suceso tenemos el si-
guiente teorema importante:

Teorema 1-24 (regla de Bayes):

P(Ac| A) -P(Ak) P(A|Ay) (24)
> P(Ax) P{A| Aw)
k=1
Esto nos permite hallar las probabilidades de los diferentes sucesos A,, A4,, ..., 4. que pueden

causar la ocurrencia de A. Por esta razon con frecuencia se hace referencia al teorema de Bayes
como el teorema sobre la probabilidad de causas.

ANALISIS COMBINATORIO

En muchos casos el nimero de puntos muestrales en un espacio muestral no es muy grande y asi
la enumeracion o cuenta directa de los puntos del muestreo necesarios para obtener las probabili-
dades no es dificil. Sin embargo, surgen problemas cuando la cuenta directa se convierte en una
imposibilidad practica. En tales casos se emplea el andlisis combinatorio, que podria llamarse una
forma sofisticada de contar.

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE CUENTA. DIAGRAMAS ARBOL

Si una cosa puede realizarse en n, maneras diferentes y después de esto una segunda cosa puede
realizarse_en n, maneras diferentes, ..., y finalmente una k-ésima cosa puede realizarse en 7y
maneras diferentes, entonces todas las k cosas pueden realizarse en el orden especificado en n,
n, ... 7N, maneras dlferenbes

EJEMPLO 1.23. Si un hombre tiene 2 camisas y 4 corbatas entonces tiene 2 * 4 = 8 maneras de escoger una camisa
¥ luego una corbata.

Un diagrama, llamado diagrama drbol debido a su apariencia (Fig. 1-10), se emplea frecuente-
mente en conexion con el principio anterior.
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EJEMPLO 1.24. Si las camisas se representan por S;, S; v las
corbatas por Ty, Ty, T3, T, las diferentes maneras de escoger una
camisa y luego una corbata se indican en el diagrama arbol de la
Fig. 1-10,

PERMUTACIONES

Supongase que se dan n objetos diferentes y desea-
mos ordenar r de estos objetos en una linea. Puesto que
hay n maneras de escoger el primer objeto, y luego de
hacer esto n — 1 maneras de escoger el segundo obje-
to,..., y finalmente n — r + 1 formas de escoger el
r-ésimo objeto, se deduce por el principio fundamental
de cuenta que el nimero de ordenaciones, o permutacio-
nes diferentes como generalmente se les llama, esta dado Fig. 1-10
por

WP = nn—1)(n—2) - (n—r+1) (25)

donde se observa que el producto tiene r factores. Llamamos a »P: el nimero de permutaciones de n
objetos tomados deren r.

Para el caso particular cuando r = n, (25) se convierte en
wPo = nn—-1)(n—-2)---1 = n! (26)

que se denomina n factorial. Podemos escribir (25) en términos de factoriales como

n!

nPr = {?!‘__’.}'!‘

(27)

Si r = n observamos que (25) y (26) se satisfacen solo si tenemos que 0! = 1 y tomaremos
realmente esto como una definicion de 0!

EJEMPLO 1.25. El niimero de ordenaciones o permutaciones diferentes que consisten de 3 letras cada una y que
pueden formarse de las 7 letras A, B, C, D, E, F, G es

71 ul
Py = 47 = 17-6:5 = 210

Supongase que un conjunto que consiste de n objetos de los cuales n, son de un tipo (es de-
cir no se podrian distinguir entre si), n, son de un segundo tipo, . . ., nx son del k-ésimo tipo.
Aqui, logicamente, n = n, + n, + ...+ n,. Asi el nimero de permutaciones diferentes de los obje-
tos es

rrPrl My, . — L (28)

1+fz "k g lmg !l o !

Véase Problema 1.34.

EJEMPLO 1.26. El nimero de permutaciones diferentes de las 11 letras de la palabra M ISSISSIPPI que
consiste de 1M, 41, 4S y 2P es
11!

1Tararar — 34650

COMBINACIONES

En una permutacion estamos interesados en el orden de la distribucién de los objetos. Asi abc es
una permutacion diferente de bea. Sin embargo, en muchos problemas estamos interesados solamen-
te en seleccionar o escoger objetos sin interesar su orden. Dichas selecciones se llaman combina-
ciones. Por ejemplo abc y bea son la misma combinacién.
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El niimero total de combinaciones de r objetos seleccionados de n (también llamadas las combi-

naciones de n cosas tomadas de r en r) se denota por .C- 0 <7:> Tenemos (véase Problema 1.36)

(&) = © = sEmy )

que también puede escribirse como

—1)-(n—r4+1 P,
n\ _ nn—1)---(n—r+1) 0 P (30)
r 7l il
Facilmente se demuestra que
<n> = < ¢ > 6 2o = dOh—r (31)
T, M=
EJEMPLO 1.27. El nimero de maneras en las cuales 3 cartas pueden escogerse o seleccionarse de un total de 8

cartas diferentes es

8 8:7-6
¢Ca = <3> =u Sar-, IS 56

COEFICIENTES BINOMIALES

Los nimerds de (29) se les llama frecuentemente los coeficientes binomiales puesto que provie-
nen de la expansion binomial

n n n
T = n n—1 n—24,2 o ord n
(x+y)r = 2 + <1>x y + <2>x y? + + <n>y (32)
Tienen muchas propiedades interesantes.
EJEMPLO 1.28. @yt = o+ <f)’”3y * <3>"2”2 i <§>“1’3 & C)”‘

2 + 4x3y + 6x%y? + 4xy? +5°

APROXIMACION DE STIRLING A #!

Cuando n es muy grande la evaluacion de n! no es practica. En tales casos se utiliza la formula

aproximada
n! ~ V2rnnie " (39)

donde e = 2.71828. . . es la base de los logaritmos naturales. Véase Problema 1.48. El simbolo ~ en
(33) significa que la relacion del lado izquierdo al lado derecho se aproxima a 1 a medida que n - oo,
Por esta razon decimos que el lado derecho es una expansion asintotica del lado izquierdo. Para un
estudio mas detallado de la formula de Stirling véase el Apéndice A.

- Problemas resueltos

CONJUNTOS

1.1. Sea A el conjunto de todos los nimeros reales cuyos cuadrados son iguales a 25. Indique
como describir a A por (a) el método de comprension y (b) el método de extension.

(@) A={x|x?=25) que se lee “‘el conjunto de todos los elementos de x tales que x2 = 25,

(b) Puesto que x%2 =25 para x = 5 y x = —5, podemos escribir A = {5, —5}, es decir A se describé dando sus
elementos.
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1.2,

1.3.

1.4.

1.5.
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Sea A = {x | x es un entero impar}, B= {x | x> — 8x +.15 = 0). Demostrar que B C A.

Ya que x* —8x +15=0 5 (x —3)(x — 5) =0 sblo si x = 36x = b, tenemos B = {3, 5}. Puesto que los
elementos 3 y 5 son enteros impares, pertenecen a A. Asi cada elemento de B pertenece a A y por tanto BC
A, es decir B es un subconjunto de A.

¢Es cierto que {2} = 2?

No, 2 es un nimero real mientras que {2} es un conjunto que consiste del nimero real 2. Un conjunto como

{2} que consiste inicamente de un elemento algunas veces se llama conjunto singular o unitario y debe
distinguirse del elemento que contiene,

Determinar cuales de las proposiciones siguientes son verdaderas y corregir las que son falsas.

(@ {z]z+z} = {0}

(b) Si A = (z|2°=4,2>9} y B= (x| x=1)}, entonces BD A.

(@) La proposicién es falsa. Cualquier objeto particular se supone es igual a sf mismo. Asf, no hay objeto que
no sea igual a si mismo. Entonces {x | x # x} = (), el conjunto vacfo.
El error radica en escribir {Q} por @, puesto que {?} es un conjunto no vacio que consiste del conjunto
vacio,

(b) Obsérvese que esto se lee “A es el conjunto de x tal que x2 = 4 y x > 9%,

Puesto que no hay un nfimero x tal que x2 = 4 [6x = 2, —2] y x > 9, se sigue que A = (). Puesto que el
conjunto vacio es un subconjunto de cualquier conjunto, se deduce que AC B6 B D A y la proposicién
es verdadera.

Demostrar que siAC By B CC, entonces A CC.

Sea x cualquier elemento de A, es decir x € A. Entonces ya que A C B, es decir cada elemento de A ests en B,
tenemos x € B. Puesto que también B C C, tenemos que x € C, Asi cada elemento de A es un elemento de C
y por tanto A C C.

OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS,
DIAGRAMAS DE VENN Y TEOREMAS SOBRE CONJUNTOS

1.6.

Si el universo U = {4,0,n, 5,_—\/5, —4} y los subconjuntos de U estan dados por A = {—\/ﬁ,
™0}, B = {5,4,—V2,—4} y C = {},—~4}, encontrar(¢) AN B, (b) AUB, (c) (AUB)NC,
(& B'UC, () A-B, (f) (BNCY, (9) (ANC) U (BNC).

(@ ANB = {~VZr,0)n {5} V24 = (-V2}
() AUB = {(—V2,7,0} U {54 —V2,—4} = {—V2,7,0,5 4,4}
(¢ (AUB)NC = {—V/2,+0,5, 4, -4} n{},—4} = {4,—4)} utilizando el resultado de (b).

d B = conjunto de los elementos en U que no estin en B =- {0, }.
" = conjunto de los elementos en U que no estdn en C = {0,r, 5, —\/2 i

Entonces B' U C' = {0,s} U {0,7,5,—V2} = {0,7,5,—V2)}.
(¢) A — B = conjunto de elementos en A que no estin en B = [0, ).
Otro método. Por el Teorema 1-8, pigina 3, tenemos
A—B = AnB = {},0,7,5,~V2,—4} n {0,7} = {0,r}
(Hh BNC = {5,4,—V2,—4} n{},—4} = {4, —4}
Entonces (BNC)' = {0,7,5,—V2}.
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Obsérvese que este resultado conjuntamente con el de la parte (d) ilustra la segunda ley De Morgan,
Teorema 1-12b, pigina 3.

(g) AnC = {(—V/2,7,0} n {,—4} = @, el conjunto vacio,
BnC = {},—4} [Véase parte (/).
Entonces (ANC)U (BNC) = QU {L,—4 = {3,-4

1.7. (a) Demostrar la primera ley De Morgan, Teorema 1-12a, pagina 3: (A UB) = A' N B’ (b) Ilus-
trar el resultado de la parte (¢) empleando un diagrama de Venn.
(@) Tenemos
(AUBY = {x | € AUB) = {2 | x@A,x€B} = {¢ | x€EA’,z€EB} = A'n B
El resultado puede exteflderse a cualquier nimero finito de conjuntos (véase Problema 1.69).

(5) En el diagrama de Venn de la Fig. 1-11 la regién sombreada representa (A U B)'. En la Fig. 1-12, A’ se
indica por lineas diagonales paralelas construidas de izquierda a derecha en tanto que B’ se indica por
lineas diagonales paralelas construidas de derecha a izquierda. Luego A’ N B’ se representa por la re-
gion doblemente rayada en donde se encuentran ambos conjuntos de lineas, y se observa que esta region
es igual a la region sombreada de la Fig. 1-11.

. ‘u

3 ,/'
. . i i =
>
i6 = ' Regién doblemente rayada
Regi6n sombreada (AUB) — A'nB’
Fig. 1-11 Fig. 1-12

Obsérvese que un diagrama de Venn no suministra una prueba como la dada en la parte (a). Sin embargo,
sirve para suministrar relaciones posibles entre conjuntos que luego pueden probarse por métodos simila-
res al dado en (a).

1.8. Demostrar la primera ley distributiva, Teorema 1-6, pagina 3: AN (BUC) = (ANB)U(ANC).

Tenemos AN (BUQC) {x | x€ A, x€ BUC}
= {#| *x€EA, xEB 8 z€C}
= {x | x€A, x€EB 6 x€ A4, x€C}

{x | x€EANB 6 x€ AnCj}
= (AnB)uU(ANC)

Il

1.9. Demostrar que para cualquier conjunto A y B tenemos A = (ANB) U (ANB’).

Método 1.
A = {¢ | x€4) = {# | x€ANB 6 s €ANBY = (ANB)U(ANB)
Método 2.
Sea C = B’ en el Problema 1.8. Entonces
An(BUB) = (AnB) U (ANB')

AnTUY (AnB) U (ANB')
A = (AnB) UL (ANB’)

El resultado puede generalizarse (véase Problema 1.74).
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EXPERIMENTOS ALEATORIOS, ESPACIOS MUESTRALES Y SUCESOS

1.10. Se extrae una carta aleatoriamente de una baraja de 52 cartas. Describir el espacio muestral si
() no se tiene en consideracion el palo (b) si se tiene en cuenta el palo.

(a) Si no tenemos en cuenta los palos el espacio muestral consiste de as, dos, . . . , diez, jota, reina, rey, y

puede indicarse como {1, 2, .. ., 13}.

(b) Sitenemos en cuenta los palos el espacio muestral consiste del as de corazén, picas, diamantes y tréboles;

. ; rey de corazones, picas, diamantes y tréboles. Denotando corazones, picas, diamantes y tréboles
respectivamente por 1, 2, 3, 4, por ejemplo, podemos indicar una jota de picas por (11,2). Luego el
espacio muestral consiste de 52 puntos indicados en la Fig. 1-13,

T L] L] ° . L] L] . L] L] . L] ° L]
D ° ® . ° ° @ . ° . e ° - °
P L] ° L] ° ° . L] » L] . L L °
(o 5 L] ° ° L] . . ° L] . . . . .
1 1 (| 1 1 1 i A 1 1 ] 1 1
1 2 3 4 5 ] 7 8 9 10 11 12 13

Fig. 1-13

1.11. Refiriéndose al experimento del Problema 1.10 sea A el suceso {se extrae un rey} o sencilla-
mente {rey} y B el suceso {se extrae un trébol} o sencillamente {trébol}. Describir los sucesos
(@) AUB, (b) ANB, (c) AUB’, (d) A’UB’, (e) A—B, (f) A’— B, (9) (ANB) U (AN B).

112

(a)

()

(c)

(d)

(e)

0

@®)

A UB ={orey o trébol (o ambos, es decir rey de trébol)}

A N B = {rey y trébol} = {rey de trébol}

Puesto que B = {trébol}, B’ = {no trébol} = {corazén, diamante, pica}.

Luego A UB' = {rey o corazén o diamante o pica}.

A'UB' ={noreyono trébol} = {no rey de trébol} = { cualquier carta pero no el rey de tréboles}
También puede considerarse observando que A’ U B = (A N B) y utilizando (b).

A — B = {rey pero no trébol}

Es lo mismo que A N B = {rey y no trébol}.

A'-B = {no rey y no “no trébol”’} = {no rey y trébol } = { cualquier trébol excepto el rey}.
También puede considerarse observando que A’ — B’ = A'n(B’Y = A'nB.

(A NB)U (A NB')={(rey y trébol) o (rey y no trébol)} = {rey}.

También puede considerarse observando que (A NB)U (A N B') = A.

Emplear la Fig. 1-13 para describir los sucesos (a) A U B, (b) A'N B'.

Los sucesos requeridos se indican en el diagrama de Venn de la Fig.1-14. De una manera similar todos los
sucesos del‘Prol::lema 1.11 también pueden indicarse por los diagramas de Venn. Debe observarse de la Fig.
1-14 que A" M B’ es el complemento de A U B, de acuerdo con el Teorema 1-12a, pagina 3. ‘
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T | | e © ® ° ® ° ° 5 ° . .
- . l—AUB
D - ° ] L] [ L [ L) = L] L)
P [ ] . . - L] Y L] . ] . .
C - L L] [ ] L] .- L] L] L] . a L]
T——A'nB
] i ] 1 1 1 L L 1 1 1 [} i
i 2 3 4 B 6 T B 8 10 11 12 13
Fig. 1-14

TEOREMAS SOBRE PROBABILIDAD

1.13. Demostrar el (a) Teorema 1-14, (b) Teorema 1-15, (¢) Teorema 1-16, pagina 6.

(a) Tenemos A, = A; U(A, —A;)endonde A; y A, — A, son mutuamente excluyentes. Entonces por el
axioma 3, pagina 6,
P(A,) = P(Ay) + P(A;—Ay)
asi que P4,—A,)) = P(A,) — P(A))

Puesto que P(A, — A; ) = 0 por el Axioma 1, pigina 6, también se sigue que P(4,) = P(A; ).

(d) Con anterioridad sabemos que P(A) = 0 por el Axioma 1. Para demostrar que P(A) = 1 primero
observamos que A C f. Asf por el Teorema 1-14 [parte (a)] y el Axioma 2

P(A) = Plg) = 1
(c) Tenemos of = of UD. Puesto que ofND = O se sigue del Axioma 3 que
P(ef) = P) +P(@) 6 P(@) = 0

1.14. Demostrar (a) el Teorema 1-17 y (b) el Teorema 1-19.

(@) Tenemos A UA' =.f. Entonces puesto que A N A' = @ tenemos

P(AUA') = P(gf) o PA)+PA) = 1
es decir P(A') = 1 — P(A)

(b) Tenemos el diagrama de Venn de la Fig, 1-15

1) AUB :AU[B—(AQB)] AnEB
Entonces puesto que los conjuntos A y B — (A N ‘
B) son mutuamente excluyentes, tenemos usando

el Axioma 3 y el Teorema 1-14:
P(AuUB) = P(A)+ P(B— (ANB))

= P(4) + P(B) — P(AnB) -B — (ANnB)

Aunque hemos utilizado el diagrama de Venn el
resultado (1) puede establecerse directamente (véa-
se Problema 1.77). Fig. 1-15

CALCULO DE PROBABILIDADES

1.15. Una carta se extrae aleatoriamente de una baraja de 52 cartas. Encontrar la probabilidad de
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que sea (a) un as, (b) una jota de corazones, (¢) un tres de tréboles o un seis de diamantes, (d )
un corazon, (e) cualquler palo excepto corazones, (f) un diez o una pica, (g) ni un cuatro ni
un trébol.

Por simplicidad utilicemos C, P, D, T para indicar corazén, pica, diamante, trébol, respectivamente, y 1, 2,

, 13 por as, dos, ..., rey. Asi 3 N C significa tres de corazones, en tanto que 3 U C significa tres o
corazén. Empleemos el espacio muestral del Problema 1.10(b), asignando probabilidades iguales de 1/52
a cada punto muestral. Asf, por ejemplo, P(6 N T) = 1/562.

(0) PA)=P(1NC61NP61NDS1NT)

=P(1NC)+PANP)+P(1ND)+P1NT)

1 1 1 1 1

2Tt TR T B
También habia sido posible conseguir este resultado del espacio muestral del Problema 1.10(a) en
donde cada punto muestral, en particular “‘as’’ tiene una probabilidad de 1/13. También se hubiera
llegado a este resultado por un razonamiento sencillo de que hay 13 nimeros y asi cada uno tiene una
probabilidad de ser extraido igual a 1/13.

(b) PA1NC)= 51—2

) p(3nTasnD)=P(3nT)+P(snD)=l+51—2 = %
@) PC)=P1NC62NC5...13NC)= = +1—+ et gl 9
: e 52 52~ 52 4

También se habia podido llegar a este resultado observando que hay cuatro palos y cada uno tiene una
probabilidad igual de ser extrafdo, esto es 1/4.

(¢) P(C) =1—PC) =1 —% = % utilizando la parte (d) y el Teorema 1-17, pigina 6.
(f) Puesto que 10 y P no son mutuamente excluyentes tenemos del Teorema 1-19
P(10UP)=P(10) + PP)—P(10 N P)=1/183 +1/4 —1/52 = 4/13

(g) La probablhdad de no cuatro no trébol puede denotarse por P(4 N T'). Pero por el Teorema 1-12 (a),
pagina 3,4 N T' = (4 U TY. Por tanto

PA'NTHY=P(4UT)]=1—-PU4UT)

1—[P(4) + P(T)—P (4N T)]
j iyrp g e i SEASEC
[E+Z'§]"13
También podiamos obtener este resultado observando que el diagrama de Venn favorable a este suceso es
el complemento del suceso mostrado como la parte sombreada en la Fig. 1-16. Puesto que este comple-

mento tiene 52 — 16 = 36 puntos muestrales en él y cada punto muestral tiene una asignacién de
probabilidad 1/52, la probabilidad requerida es 36/52 = 9/13.

T G. L o f o) ® - . L] [ ] L] L ° .)
D} ° L] [ - . ° L] ® . L] ® ° °
PL ] L] . L] ] L] L] L] . L] L] ° °
ct ° . ° - . ° . ° . . . . .
1 i | AL L i 1 1 1 i i L i
1 2 8 4 b i3 T 8 9 10 11 12 13
Fig. 1-16

1.16. Una bola se extrae aleatoriamente de una caja que contiene 6 bolas rojas, 4 bolas blancas y 5

bolas azules. Determinar la probabilidad de que sea (a) roja, (b) blanca, (¢) azul, (d) no roja,
(e) roja o blanca.
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(a) Método 1.
Denbtese por R, B y A los sucesos de extraer una bola roja, blanca y azul, respectivamente. Entonces

P(R) = maneras de elegir una bola roja 6 6

maneras de elegirunabola 6+4 +5 15

2
5

Método 2.

Nuestro espacio muestral consiste de 6 + 4 + 5 = 15 puntos muestrales. Entonces si asignamos probabili-
dades iguales 1/15 a cada punto muestral observamos que P(R) = 6/15 = 2/5, debido a que hay 6 puntos
muestrales que corresponden a “bola roja’’,

4 4

®)PB) = §1345 " 15
_ 5 -5 _1
€ PA) = 55375 15~ 3
@) P(noroja) = P(R) = 1 — P(R) = 1—§ = ?7 por parte (a)

(e) Método 1.

maneras de elegir una bola roja o blanca
maneras de elegir una bola
6+ 4 10 2

6+4+5 15 38

P(roja o blanca) = P(R U B) =

También puede resolverse utilizando el espacio muestral como en la parte (a).

Método 2.
P(RUBY=PA')=1—PA)=1— % ~ % por parte (c).
Método 3.
Puesto que los sucesos R y B son mutuamente excluyentes se deduce de (4), pégina 6, que
2 4 2)
P(RUB)=PR)+P =K. = =
( ) (R) (B) 5 15 3

PROBABILIDAD CONDICIONAL Y SUCESOS INDEPENDIENTES

1.17. ‘Un dado honesto se lanza dos veces. Hallar la probabilidad de obtener 4, 5 6 6 en el primer
lanzamiento y 1, 2, 3 6 4 en el segundo lanzamiento.

Sean A; el suceso “4, 5 6 6 en el primer lanzamiento”” y A, el suceso “l, 2, 3 6 4 en el segundo
lanzamiento’’, Luego estamos buscando P(4; M A,).

Método 1.

P(A;nA,) = P(A)P(As]A) = P(A)P(Ay) = <%> <%> 0 %
Hemos empleado aqui el hecho de que el resultado del segundo lanzamiento es independiente del primero asf
que P(A, lA1 )= P(A,). También hemos usado P(A,;) = 3/6 (va que 4, 5 6 6 son 3 resultados de las 6
probabilidades igualmente factibles) y P(A,) = 4/6 (va que 1,2,3 6 4 son 4 resultados de las 6 probabilida-
des igualmente factibles).

Método 2.

Cada una de las 6 maneras en las cuales un dado cae en el primer lanzamiento puede asociarse con cada una
de las 6 maneras en que cae en el segundo lanzamiento, un total de 6-6 = 36 maneras, todas igualmente
factibles.

Cada una de las tres maneras en que A; ocurre puede asociarse con cada una de las 3 maneras en que A,
ocurre para dar 3. 4 = 12 maneras en que tanto A; como A, ocurren. Entonces

12 1

P(AlﬁAZ) = 36 = §
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1.18.

1.19.

CONJUNTOS Y PROBABILIDAD [CAP. 1

Esto indica directamente que A; y A, son independientes puesto que

Ve
6/\6

PA,NA,) = % = < > = P(A)PlA,)
Encontrar la probabilidad de no obtener un
total de 7 u 11 en ningund de los dos lanza-
mientos de un par de dados honrados.

El espacio muestral para cada lanzamiento de los
dados se muestra en la Fig, 1-17. Por ejemplo (5,2)
significa que el resultado del primer dado es 5 y el
del segundo 2. Puesto que los dados son honestos y
hay 36 puntos muestrales asignamos la probabilidad
1/36 para cada uno.

Segundo dado
L
1]

oo

Si A es el suceso “7 u 11” entonces A se indica por
la porcidén sombreada en la Fig. 1-17. Puesto que se 1+
incluyen 8 puntos tenemos que P(A) = 8/36 = 2/9,
Se deduce que la probabilidad de no 7 u 11 esti
dada por

Primer dado
PA) = 1-pPA) =1-2 E Wieh ¥

Utilizando subindices 1, 2 para indicar 1o. y 20. lanzamientos de los dados observamos que la probabilidad
de no 7 u 11 en el primero o seguado lanzamientos esta dada por

' o G , , 7\/1 49
2 = == = — = —
P(4Y) (4| A)) = P(4)) P(4)) <9>(9> =
empleando el hecho de que los lanzamientos son independientes,

Se extraen dos cartas de una baraja de 52 cartas. Hallar la probabilidad de que ambas sean
ases si la carta (a) se remplaza, (b) no se remplaza.

Método 1.

Sea A; suceso ‘‘as en la primera exiraccién’ y A, suceso “‘as en la segunda extraccién”. Entonces estamos
buscando P(A; N A,)=P(A,)P(A, | A,).

(a) Puesto que para la primera extraccién hay 4 ases en las 52 cartas, P(A;) = 4/52, También, si la carta se
remplaza para la segunda extraccidn, entonces P(4, | A;) = 4/52, puesto que también hay 4 ases en las
52 cartas para la segunda extraccion. Entonces

‘ 4\/ 4 1
P(A,NA,) = P(A)PA,' A) = (5—2><5—2> s

(b) Como en la parte (a), P(A; ) = 4/52. Sin embargo si ocurre un as en la primera extraccion quedarin 3 en
las 51 cartas restantes, asi que P(4,|A,) = 3/51. Entonces

Método 2.

(a) La primera carta puede extraerse en una de las 52 maneras posibles y ya que hay remplazamiento la
segunda carta también puede extraerse en una de las 52 maneras posibles, Asi que ambas cartas pueden
extraerse en (52)(52) maneras, todas igualmente factibles.

En este caso hay 4 maneras de sacar un as en la primera extraccidén y 4 maneras de sacar un as en la
segunda extraccion de tal forma que el nimero de maneras de sacar ases en la primera y segunda
extraccion es (4) (4). Asi la probabilidad requerida es

(44 _ 1
(52)(52) ~ 169

(b) La primera carta puede extraerse en una de las 52 maneras posibles y ya que no hay remplazamiento la
segunda carta puede extraerse en una de las 51 maneras posibles. Asi ambas cartas pueden extraerse en
(52) (51) maneras, todas igualmente factibles.
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En este caso hay 4 maneras de sacar un as en la primera extraccion y 3 maneras de sacar un as en la
segunda extraccién de tal forma que el nlimero de maneras de sacar ases en la primera y segunda
extraccion es (4)(3). Asi la probabilidad pedida es

4@ _ 1

(62)(51) 221

1.20. Se extraen tres bolas sucesivamente de la caja del Problema 1.16. Hallar la probabilidad de

que se extraigan en el orden roja, blanca y azul si las bolas (¢) se remplazan, (b) no se
remplazan.

Si R; = suceso “roja en la primera extraccién”, B, = suceso “blanca en la segunda extraccion', A3 = suceso
“azul en la tercera extraccién”. Requerimos P(R; M B, N Aj3).

(a) Si cada bola se remplaza, entonces los sucesos son independientes y

P(RyNBy NA3)=P(R,)PB; |R\)P(A;|R, NBy)
=P(R,)P(B2)P(A3)

's 6 4 5 _ 8
“ \6+4+5/\6+4+5/\6+4+5, ~ 225

(b) Sino se remplazan las bolas, entonces los sucesos son dependientes y

P(RyN By NA3)=P(R,)P(B,| R )P(A3| R N B,)

. 6 4 5 _ 4
T \6+4+5/\5+4+5/\5+3+565/ 91

1.21. Hallar la-probabilidad de obtener al menos un 4 en dos lanzamientos de un dado honrado.

Sea A; = suceso ‘‘4 en el primer lanzamiento’’ y A, = suceso “4 en el segundo lanzamiento’’. Asi
A;U A, = suceso ““4 en el primer lanzamiento o 4 en el segundo lanzamiento o ambos”’
= suceso “al menos un 4’
requerimos P(A; U A,).
Método 1.
Los sucesos A; y A, no son mutuamente excluyentes, pero son independientes. Por tanto, por (10) y (21)

P(A,UA))

P(A,) + P(A,) — P(A,nA,)
= P(A4,) + P(A,) — P(4;) P(4y)

Ll b G L yse S L
AR (6><6>‘36

P(al menos un 4) + P (ningiin 4) =1

Método 2.

Entonces P(al menos un 4) = 1 — P(ningiin 4)

1 —P(no 4 en ler. lanzamiento y no 4 en el 20, lanzamiento)
= 1 — P(A 1nA)) = 1 — P(A)) P(4))

6/\6/ 36
Método 3.

Ntimero total de maneras igualmente factibles en las que ambos dados pueden caer = 6 - 6 = 36.

También, niimero de maneras en las que A; ocurra pero no A, =5
nlimero de maneras en las que A, ocurra perono A; =5

niamero de maneras en las que tanto A; como A, ocurran = 1
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1.22.

1.23.

1.24.

CONJUNTOS Y PROBABILIDAD fcar. 1

Luego el nimero de maneras en las cuales por lo menos uno de los sucesos A; 6 A; ocurraes=5+5+1
= 11. Por tanto P(4, UA,)= 11/36.

Un talego contiene 4 bolas blancas y 2 bolas negras; otro contiene 3 bolas blancas y 5 bolas
negras. Si se extrae una bola de cada talego, hallar la probabilidad de que (a) ambas sean
blancas, (b) ambas sean negras, (¢) una sea blanca y una negra.

Sea B; = suceso “‘bola blanca del primer talego”’, B, = suceso ‘‘bola blanca del segundo talego’’.

4 3 1
(a) P@B; NB,)=P(B,)P(B3|B,)=P(B,)P(B;) = <2‘+ 2><3_+_5> =
(b) P(ByN BY) = P(P})P(B; | By) = P(B)P(B}) = 25 ) =2
gV 1 g e 2 4+2/\3+5 24
(¢) La probabilidad pedida es
1 _5 13
1—P(B1NBy)—P(BINBy) = 1 -3 —50 = o

Demostrar el Teorema 1-23, pagina 8.

Demostramos el teorema para el caso n = 2. Extensiones para valores mayores de n se obtienen ficilmente,

Si el suceso A debe resultar en uno de los dos sucesos mutuamente excluyentes A;, A, entonces

A = (AnA) U (AnA,)
Pero AN A; y AN A, son mutuamente excluyentes puesto que A, y A, lo son. Asi por Axioma 3
P(A) = P(ANA,) + P(AnA,)
= P(A,) P(A|A,)) + P(A,) P(A]Ay)

empleando (18), pagina 8.

La caja I contiene 3 bolas rojas y 2 azules en tanto que la caja II contiene 2 bolas rojasy 8
azules. Se lanza una moneda honrada. Si se obtiene cara se saca una bola de la caja I; si se ob-
tiene sello se saca una bola de la caja II. Hallar la probabilidad de sacar una bola roja.

Si R indica el suceso ‘“sacar una bola roja” mientras que I y II indican los sucesos escoger caja I y caja
II, respectivamente. Puesto que una bola roja puede resultar al escoger cualquiera de las cajas podemos em-
plear los resultados del Problema 1,23 con A = R, A; = I, A, = II. Asf la probabilidad de sacar una bola roja

€es
P(R) = POPR|D) + PUNPR|II) = <%><§-j’:—2> v <%><2—%> = %

TEOREMA DE BAYE»>

125.

1.26.

Demostrar el teorema de Bayes (Teorema 1-24, pagina 9).

Puesto que A resulta en uno de los sucesos mutuamente excluyentes 4,, A,, ..., A, tenemos por el Teorema
1-22 (Problema 1.23)

P(A) = P(AD)PA|A) + - + P(A,)P(A[4,) — 21 P(A)PA A 2
k=
Por tanto
. P@anA) P(A,) P(A]Ay)
P(A, | A) = PA) = =

kgl P(A,)P(AlA))

Supodngase en el Problema 1.24 que quien lanza la moneda no revela si resulta cara o sello (de
tal forma que la caja de la cual se sacé la bola no se revela), pero revela que se saco una bola
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roja. ;Cual es la probabilidad de que se escogiera la caja I (es decir que el resultado de la
moneda sea cara)?

Utilicemos la misma terminologia del Problema 1.24, es decir, A = R, A, = I, A, = II. Buscamos la
probabilidad de que se escoja la caja I y se conoce que se saco una bola roja. Empleando la regla de Bayes con
n = 2 esta probabilidad estid dada por

1 3
P <§><3+2>
) i & P PR|D) _ _3

POYP(R|I) + PUD PRID) 1 3\ (1)/_z2 4
2/\8+2 2/\2+8

Asi podemos dar una probabilidad de 3 a 1 que se escogi6 la caja I.

ANALISIS COMBINATORIO, CUENTA Y DIAGRAMAS ARBOL

1.27. Se va a conformar un comité de 3 miembros compuesto por un representante de los trabaja-
dores, uno de la administracion y uno del gobierno. Si hay 3 candidatos de los trabajadores, 2
de la administracién y 4 del gobierno, determinar cuantos comités diferentes pueden confor-
marse, empleando (a) el principio fundamental de cuenta y (b) un diagrama arbol.

(a) Podemos elegir un representante de los trabajadores en 3 maneras diferentes y luego un representante de
la administracioén en 2 formas diferentes. Asf hay 3 - 2 = 6 maneras diferentes de elegir un representante
de los trabajadores y de la administracidon. Con cada una de estas elecciones podemos escoger un
representante del gobierno de 4 maneras diferentes. Asf el nimero de los diferentes comités que pueden
formarsees 3 * 2 * 4 = 24,

(b) Represéntense los 3 candidatos de los trabajadores por Ly, Ly, L3; los candidatos de la administracién
por M;, M,; y los candidatos del gobierno por P,, P,, P3, P,. Entonces el diagrama arbol de la Fig. 1-18
muestra que hay en total 24 comisiones diferentes. De este diagrama irbol podemos listar todas las
comisiones, por ejemplo Ly M, P,, L, M, P,, etc.

-1, O - N

Fig. 1-18

PERMUTACIONES

1.28. ;De cuantas maneras diferentes pueden ordenarse 5 bolas en una fila?
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1.29.

1.30

1.31.

1.32.

CONJUNTOS Y PROBABILIDAD [CAP. 1

Debemos ordenar 5 bolas en 5 posiciones asi — — — — — . La primera posicion puede ocuparse por cualquiera
de las cinco bolas, es decir hay cinco maneras de llenar la primera posicion. Cuando esto se haya hecho hay
4 maneras de llenar la segunda posicion. Luego hay 3 maneras de llenar la tercera posicién, 2 maneras de
llenar la cuarta posicién, y finalmente sdlo 1 manera de llenar la Gltima posicion, Por tanto:

El namero de ordenaciones de las 5 bolas en una filaes = 5:4-.3:2:1 = 5! = 120
En general,
El nlimero de ordenaciones de n objetos diferentes en una filaes = n(n—1)(n —2)---1 = =u!

Esto se conoce como el niimero de permutaciones de n objetos diferentes tomados de n en n y se denota por
P

n n

¢De cuantas maneras pueden 10 personas sentarse en una banca si solo hay 4 puestos disponi-

bles?

El primer puesto puede ocuparse con cualquiera de las 10 personas y, cuando esto estd hecho, hay 9 formas
para ocupar el segundo puesto, 8 para ocupar el tercero y 7 para ocupar el cuarto. Por tanto:

El nimero de ordenaciones de 10 personas tomadasde 4endes = 10:9-8+7 = 5040
En general,
El nimero de ordenaciones de n objetos diferentes tomados de renres = n(n—1)---(n—» + 1)

Esto se conoce como el nimero de permutaciones de n objetos diferentes tomadosde r en r y se denota por
«P;. Obsérvese que cuando » = n, , P, = n! como en el Problema 1.28.

Hallar el valor de (a) s Ps, (b) sPs4, (c) 1sP1, (d) 3P
(a) 4Py = 8+7+6 = 336 (b) Py = 6-5-4-3 = 360 (c) 3P, = 15 (d) 4Py = 3:2-1 = 6

Se quieren sentar 5 hombres y 4 mujeres en una fila de modo que las mujeres ocupen los
sitios pares. ;De cuantas formas pueden sentarse?

Los hombres pueden sentarse de 5Ps5 formas y las mujeres de 4P4 formas. Cada ordenacidon de los hombres
puede asociarse con cada ordenacién de las mujeres. As{ pues,

El nimero de ordenaciones pedidoes = (Ps-,P, = 5'4! = (120)(24) = 2880

¢Cuantos nimeros de cuatro cifras pueden formarse con los 10 digitos 0,1,2,3,. . . ,9 si (a) los
nameros pueden repetirse, (b) si los nimeros no pueden repetirse, (c) si el Gltimo ntimero ha
de ser cero y los nimeros no pueden repetirse?

(a) La primera cifra puede ser cualquiera entre 9 (puesto que el 0 no tiene valor). La segunda, tercera y
cuaria pueden ser cualquiera de las 10. Entonces 9 * 10 - 10 * 10 = 9000 son los niimeros que pueden
formarse,

(9) La primera puede ser cualquiera entre 9 (el 0 no).

La segunda puede ser cualquiera entre 9 (no puede ser la que ocupé el primer puesto).

La tercera puede ser cualquiera entre 8 (no pueden ser ninguna de las que ocupan los dos primeros
puestos).

La cuarta puede ser cualquiera entre 7 (no pueden ser ninguna de las que ocupan los tres primeros
puestos).

Entonces 9 * 9 - 8 * 7 = 4536 son los niimeros que pueden formarse.
Otro método.

El primer nimero puede ser cualquiera entre 9 y los tres restantes pueden elegirse de gP3 formas,
Entonces 9 - gP3 =9 - 9 - 8 *+ 7 = 4536 son los niimeros que pueden formarse.
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1.33.

1.34.

1.35.

(¢) La primera cifra puede elegirse entre 9, la segunda entre 8 y la tercera entre 7. Entonces 9 * 8 * 7 = 504
son los niimeros que pueden formarse.

Otro método.

El primer digito puede elegirse de 9 maneras y los dos siguientes de gP2 formas. Entonces 9+ gP5 =9 * 8
= 7 = 504 seri el nimero pedido.

Cuatro libros distintos de matematicas, seis diferentes de fisica y dos diferentes de quimica se
colocan en un estante. ;De cuantas formas distintas es posible ordenarlos si (a) los libros de

cada asignatura deben estar todos juntos, (b) solamente los libros de matematicas deben estar
juntos?

(a) Los libros de matemaiticas pueden ordenarse entre ellos de 4P4 = 4! formas, los libros de fisica de gPg
= 6! formas, los libros de quimica de 2P = 2! formas y los tres grupos de 3P3 = 3! formas.

Entonces el nimero de ordenaciones pedido serda = 4!6!2!3! = 207 360

(b) Considerar los cuatro libros de matematicas como un solo libro. Entonces se tienen 9 libros que pueden
ordenarse de gP9 = 9! formas. En todos estos casos los libros de matematicas estin juntos. Pero los
libros de matematicas pueden ordenarse entre ellos de 424 = 4! formas.

Entonces el namero de ordenaciones pedido serd = 9!4! = 8709120

Se ordenan en una fila 5 bolas rojas, 2 bolas blancas y 3 bolas azules. Si las bolas de igual
color no se distinguen entre si jde cuantas formas posibles pueden ordenarse?

Supobngase que hay N diferentes ordenaciones. Multiplicando N por el niimero de ordenaciones (a) de las 5
bolas rojas entre si, (b) de las 2 bolas blancas entre si y (¢) de las 3 bolas azules entre si (es decir,
multiplicando N por 5! 2! 3!) se obtiene el nimero de ordenaciones de 10 bolas si todas ellas fuesen distintas,
es decir, 10!

Entonces t5!2! 31N =10t y N = 10!/(5!2!3!).

En general el niimero de ordenaciones diferentes de n objetos de los que n, son iguales, n, son iguales, . . . ,

) n!
ny son iguales es —————— donde, n, + ny,+ -+ + 0, = n.
! sl - oy ! <

¢De cuantas formas pueden sentarse 7 personas alrededor de una mesa, si (¢) pueden sentarse
de cualquier forma, (b) si dos personas determinadas no deben estar una al lado de la otra?

(a) Considérese una de ellas sentada en cualquier parte. Entonces las 6 restantes pueden sentarse de 6! =
720 formas, que es el total de casos que se dan en la ordenacién de 7 personas en un circulo.

(b) Considérense las dos personas que no han de ir juntas como una sola. Entonces hay 6 personas para
sentarse en circulo, que lo pueden hacer de 5! formas. Pero las dos personas consideradas como una sola
pueden ordenarse entre si de 2! formas. Asi pues, el niimero de ordenaciones de 6 personas sentadas
alrededor de una mesa con 2 determinadas de ellas sentadas juntas es de 5! 2! = 240.

Entonces, mediante (a), se tiene el nimero total de formas en que 6 personas pueden sentarse alrededor
de una mesa, de modo que dos de ellas no estén sentadas juntas es 720 — 240 = 480 formas.

COMBINACIONES

1.36.

(De cuantas formas pueden 10 objetos dividirse en dos grupos de 4 y 6 objetos respectiva-
mente?

Esto es lo mismo que el nimero de ordenaciones de 10 objetos de los cuales 4 objetos son iguales y los otros 6

! 0T FORRS LI
también son iguales entre si, Por el Problema 1.34 esto es 41‘06' = — g = 210
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1.37.

1.38.

1.39.

1.40.
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El problema es equivalente a encontrar el niimero de grupos de 4 objetos que se pueden formar con 10
objetos dados (o de 6 objetos con 10 objetos dados), no teniendo en cuenta el orden de los objetos dentro del
grupo. En general el nimero de grupos distintos de r objetos que se pueden formar con n objetos dados, se

llama niimero de combinaciones de los n objetos tomados de r en r y se denota por ,C, 6 <1:> y viene dado por
c. = (™) = n! _am—=1)--(n—r+1) b
A O A S T r! o

Hallar el valor de (a) 7C4, (b) 6Cs, (C) aCs.

71 Te6e5e4  Te6e5
(@ €y = gyg7 = Y el
6! 6+5°43+2 .
(b) ¢C5 = Br1l 51 =6, 6 ¢C5;=4C;=6.

(¢) 4Ca4 es el nimero de grupos de 4 objetos que se pueden formar con 4 objetos, lo que es evidentemente 1.
Entonces 4C4 =1,

v !
Notese que formalmente ,C, = ;1"1—0' =1 si sedefine 0! = 1.

¢De cuantas formas puede elegirse una comision de 5 personas de entre 9 personas?

9\ _ . _ 91 _ 9:8-7:6:5 _
<5> =0 =g T T = b8

De un total de 5 matematicos y 7 fisicos, se forma un comité de 2 matematicos y 3 fisicos.
¢De cuantas formas puede formarse, si (¢) puede pertenecer a él cualquier matematico y
fisico, (b) un fisico determinado debe pertenecer al comité, (¢) dos matematicos determina-
dos no pueden estar en el comité?

(a) 2 matemiticos de un total de 5 pueden elegirse de 5C2 formas.
3 fisicos de un total de 7 pueden elegirse de 7C3 formas.

Namero total de selecciones posibles = ;C,*;C; = 1035 = 350

(b). 2 matemiticos de un total de 5 pueden elegirse de 5 C2 formas.

2 fisicos restantes de un total de 6 pueden elegirse de ¢ C2 formas.

Niimero total de selecciones posibles = C,*¢C, = 1015 = 150

(c) 2 matemaiticos de un total de 3 pueden elegirse de 3C2 formas,
3 fisicos de un total de 7 dan 7C3 formas.

Namero total de selecciones posibles = ;C,¢;C; = 3:35 = 105

;Cuantas ensaladas pueden prepararse con lechuga, escarola, endibia, berro y achicoria?

Cada verdura puede tratarse de 2 formas, como si se escoge 0 como si se rechaza. Puesto que cada una de las
2 formas de considerar una verdura esti asociada con 2 formas de considerar cada una de las otras verduras, el
niimero de formas de considerar las cinco verduras es 2° formas, Pero las 25 formas incluyen el caso de no
seleccionar ninguna verdura. Por tanto

El nGmero de ensaladas es = 25 — 1 = 31

Otro método.

Puede seleccionarse 1 de las 5 verduras, 2 de las 5 verduras, . . ., 5 de las 5 verduras. Entonces el niimero re-
querido de ensaladas es

5C1-9-5C2+5C3+5C4+5CS = 54+104+10+5+1 = 31
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En general, para cualquier entero positivo n, ,C,+,Cy+ ,C3+ -+ +,C, = 2n—1.

1.41. Con 7 consonantes y 5 vocales diferentes, ;cuantas palabras pueden formarse, que consten de
4 consonantes y 3 vocales? No es necesario que las palabras tengan significado.

Las 4 consonantes pueden elegirse de 7C4 formas, las 3 vocales de 5C3 formas y las 7 letras resultantes (4
consonantes, 3 vocales) pueden ordenarse entre sf de 7P7 = 7! formas. Entonces:

El nimero de palabras es 7C4 * 5C3 * 7! = 35 * 10 * 5040 = 1 764 000

COEFICIENTES BINOMIALES

n\  /n-—1 n—1
1.42. Demostrar que <1_> = < = >+ <r—1>'

Tenemos que

n - n! _ nmnrn—1)!  (m—r+rmn-—1)!
r)  rim—-n! T rln—n! "~ r!(n—r)!
_ (n—r)n—1)! n rin—1)!
T rl(n—n)! rl(n—n)!
n—1)! (n—1)!

rie—r—1)!  (—1ln—n)!

CA G

El resultado tiene la siguiente aplicacién interesante. Si escribimos los coeficientes de la expansién binomial

de (x +y)» paran=20,1, 2, ... obtenemos la distribucién conocida como el tridngulo de Pascal:
n=0 1
n=1 ) 1
n =2 1 2 1
" n=3 1..8 g% 1
n=4 1 4 6 4 1
n=2>5 1 5 10 10 5 1
n==6 1 6 15 20 15 6 1
ete.

Un resultado en cualquier renglén puede obtenerse sumando los dos coeficientes del renglon anterior que se
encuentren inmediatamente a la izquierda y a la derecha. Asi 10 =4 + 6, 15 =10 + 5, etc.

« 12
1.43. Hallar el término constante en la expansion de <x2 +%> 5

De acuerdo al teorema del binomio

12 12 12—k 12
(++)" = &)™ - & ()

El término constante corresponde a aquel para el cual 3k — 12 = 0, es decir k = 4, y por tanto esta dado por

(12) _ 12-11:10-9

4 d-3-2-1 ~ 95
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PROBABILIDAD UTILIZANDO ANALISIS COMBINATORIO

1.44. Una caja contiene 8 bolas rojas, 3 blancas y 9 azules. Si se extraen 3 bolas aleatoriamente sin

1.45.

remplazamiento, determinar la probabilidad de que (a) las 3 bolas sean rojas, (b) las 3 bolas
sean blancas, (c¢) 2 sean rojas y 1 blanca, (d) al menos 1 sea blanca, (e) se extraiga una de cada
color, (f) las bolas sean extraidas en el orden rojo, blanco, azul.

(a) Método 1.

Sean R,, R;, R; los sucesos, “bola roja en la primera extraccién’’, ‘‘bola roja en la segunda extraccion”,
“bola roja en la tercera extraccién’, respectivamente. Asi R; N R, N R, representa el suceso “‘las 3
bolas extraidas son rojas”. De esta manera tenemos

P(R\NR,NR3) = P(R,) P(R;|R;) P(Ry| RyNRy)

- @)F)(5) = 2

Método 2.
i . . _ nOmero de grupos de 3 bolas entre 8 rojas _  sCy 14
Probabllided pedida nmero de grupos de 3 bolasentre 20  5,C; 285
(b) Empleando el segundo método indicado en la parte (a),
P(3 bolas blancas) = 223 — -1 _
T 0C; 1140

También puede utilizarse el primer método indicado en la parte (a).

(grupos de 2 entre 8 bolas rojas)(grupos de 1 entre 3 bolas blancas)
nGmero de grupos de 3 bolas entre 20

Il

(¢) P(2 bolas rojas y 1 blanca)

_ GCHCy) 7
o 20Cs ~ 9%
: 17Cs _ 34
(d) P(ningunablanca) = —5- = = . Entonces
2003
P(al menos 1 blanca) = 1_% = 2_3

(8C1GECHGLCY) 18

(e) P(1 de cada color) = +Cs = 5§

() P(extraer las bolas en orden rojo, blanco, azul) % P(1 de cada color)

_ 118} _ 3
= 6<95> = 95" usando (e)
Otro método.

P(Ry,NB, NA3)=P(R,)P(B; | Ry) P(A3 | R N By)
_ (B\(8)\98) _ 3
~ \20 19 /\18/ ~ 95

Se extraen 5 cartas de una baraja de 52 cartas. Hallar la probabilidad de extraer (a) 4 ases, (b)
4 ases y un rey, (c¢) 3 dieces y 2 jotas, (d) un 9, 10, jota, reina, rey en cualquier orden, (e¢) 3
de un palo y 2 de otro, (f) al menos 1 as.

(4CsCy) s 1
52Cs ~ 54146

WCIC) _ 1
20 649 740

(6) P(4 ases) =

(b) P(4 ases y 1 rey) =




_

CAP. 1] CONJUNTOS Y PROBABILIDAD 27
. . . (4C3)(4Cy) _ 1
(¢) P(3 dieces y 2 jotas) = +Cs = 108 290
o AL q _ GCIHLCHLCDCHGCY) 64
(d) P(nueve, diez, jota, reina, rey) = oCs = {62 435

(4°13Ca)(3+13Cy) 429
5205 - 4166

puesto que hay 4 formas de escoger el primer palo y 3 formas de escoger el segundo.

(e) P(3 de un palo, 2 de otro) =

C
4Cs _ 35673 _ . 35673 _ 18472
aCe . 5A145" Luego P(al menosunims)' = 1= imae = Seriag

(f) P(ningGn as) =

1.46. Determinar la probabilidad de tres seises en 5 lanzamientos de un dado honrado.

Represéntense los lanzamientos del dado por cinco espacios — — —— —. . Cada espacio tendri los sucesos 6 o
no 6 (6’). Por ejemplo, tres 6 y dos no 6 pueden ocurrir como 666’66 6 66’ 66’86, etc.

As{ la probabilidad del resultado 6 6 6’ 6 6’ es
mare : o = (1)*(5)’
P(666'66") = P(6) P(6) P(6') P(6) P(6') = §6° 686’8 " <6> <6>
puesto que suponemos que los sucesos son independientes. Andlogamente
_ /1\%/5\?
= ()

para todos los otros resultados en los cuales ocurren tres 6 y dos no 6. Pero hay 5C3 = 10 de estos sucesos y
son mutuamente excluyentes, Por tanto la probabilidad pedida es

: 1\%/5\2 5! 3/5\2 126
rassas s evsvss ) = (1) 6) - Fl) () - 2

En general, si p = P(A) y ¢ =1 — p = P(A’), por el mismo razonamiento anterior la probabilidad de obtener
exactamente x veces A en n ensayos independientes es

n
ACzpZq" T = < >p1q"‘=
x
1.47. Un estante tiene 6 libros de matematicas y 4 de fisica. Hallar la probabilidad de que 3 libros -
determinados de matematicas estén juntos.

Los libros pueden ordenarse eéntre si de 10P10 = 10! formas. Supongamos que los 3 libros determinados de
matemiticas se remplazan por 1. Asf tenemos un total de 8 libros que pueden ordenarse entre s de g Pg =
8! formas, Pero a su vez los 3 libros de matemiticas pueden ordenarse entre g de ;P3 = 3! formas. La

probabilidad pedida esti dada por
813! 1

10! 15

APROXIMACION DE STIRLING A n!
1.48. Hallar el valor de 50!

Para n muy grande, n! ~ V27nnre—". Por tanto
50! ~ V27(50)5050¢-5¢ = N
Para evaluar N utilizamos logaritmos de base 10. Asf
logN = log (V1007 5050¢—5%)

= %—loglOO + %logw + 50 log 50 — 50 log e
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log 100 + %log’S 142 + 50 log 50 — 50 log 2 718

(2) + %(0.4972) + 50(1.6990) — 50(0.4343) = 64.4836

[T T

de donde N = 3.04 X 1054, un nfimero que tiene 65 digitos.

PROBLEMAS DIVERSOS

1.49. Ay B juegan 12 partidas de ajedrez de las cuales A gana 6, B gana 4 y 2 terminan en tablas.

Acuerdan jugar un torneo consistente en 3 partidas. Hallar la probabilidad de que (a) A gane
las tres partidas, (b) dos partidas terminen en tablas, (c) A y B ganen alternativamente, (d)B
gane al menos una partida.
Denoétese por

Ay, A,, Aj los sucesos “A gana” la la., 2a., y 3a. partida respectivamente,

By, B,, B; los sucesos ““B gana” la 1a., 2a., y 3a. partida respectivamente,

Atendiendo a la experiencia que han tenido (probabilidad empirica) suponemos que

P(A gane una partida) = % = é P(B gane una partida) = % = %

2/\2/\2 8

suponiendo que los resultados de cada partida son independientes de los resultados de las otras, (Esta
suposiciébn no seria justificable si un jugador fuera influenciado sicolégicamente por los resultados
anteriores),

(a) P(A gane las tres partidas) = P(4,nA,nA;) = P(A,) P(A,) P(4,) = <l><l><l> =1

(b) En cualquier partida la probabilidad de no tablas (esto es A o B gana)esq = 1/2 + 1/3=5/6 y la
probabilidad de tablas es p = 1 — q = 1/6. Asi la probabilidad de 2 tablas en 3 partidas es (véase

Problema 1.46)
3Y 2g0-2 = afL)’(8) _ 5
<2>” T el 3<6> 6/ — T2

(¢) P(Ay B ganen alternativamente) = P(A gane, luego B, luego A o B gane, luego A, luego B)
= P(A;NBynA; + P(B,NnA,NBy)
= P(4,)P(By P(4y) + P(B,) P(4,) P(B))

HOG+ OO = &

(ad) P(B gane al menos una partida) = 1 — P(B no gane ninguna partida)
—~ 1 — P(BinBy;nBj)
= 1 — P(B) P(B,) P(B})

- (R - &

1.50 A y B juegan lanzando alternativamente un par de dados. Quien obtenga primero un total de

7 gana el juego. Hallar la probabilidad de que (a¢) quien lanza primero los dados gane, (b)
quien lanza segundo los dados gane.

(a) La probabilidad de obtener 7 en un s6lo lanzamiento de una pareja de dados, supuestamente honrados, es
1/6 como se determind en el Problema 1.18 y Fig. 1-17. Si suponemos que A es el primero en lanzar
entonces A ganara en cualquiera de los casos siguientes mutuamente excluyentes con las probabilidades
asociadas indicadas:

(1) Aganaen el ler. lanzamiento. Probabilidad = 1/6.
(2) A pierde en el ler. lanzamiento, luego pierde B, luego gana A. Probabilidad = (Z)(2)(}).
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1.52.

1.53.

(3) A pierde en el ler, lanzamiento, pierde B, pierde A, pierde B, gana A,
Probabilidad = (£)($)(3)(2)(}).

Asf la probabilidad de que A gane es
1 5\/5 1 5\/5\/6\/5\/1
6+ EEE) - BEEEE) -
i1 5\° 5)\* ! 1/6 = g
K E[1+<E> +<§> +] T T2 | 11

donde hemos utilizado el resultado 6 del Apéndice A con x = (5/6 )2.

(b) Anilogamente la probabilidad de que B gane el juego es

() @A) - - OO0 (]

[; S5/a6 0.5
1—(5/6)2 ~ 11
As{ irfamos 6 a 5 a que el primero que lance gana, Notese que la probabilidad de un empate es cero ya
que
6%, J5r'd ..
S

Esto no seria verdadero si el juego fuera limitado. Véanse Problemas 1,151 y 1.152,

Una maquina produce un total de 12 000 tornillos diarios de los cuales en promedio el 3%
son defectuosos. Hallar la probabilidad de que de 600 tornillos seleccionados aleatoriamente
12 sean defectuosos.

De 12 000 tornillos, el 3% 6 360 son defectuososy 11 640 no lo son. Asf

160C c
Probabilidad pedida = ﬂﬂg‘“’—m
12 000~ 600

Una caja contiene 5 bolas rojas y 4 blancas. Se extraen dos bolas sucesivamente de la caja sin
remplazamiento y se observa que la segunda es blanca. ;Cual es la probabilidad de que la
primera también sea blanca?

Método 1.

Si B;, B, son los sucesos ‘“blanca en la primera extraccién’’, “blanca en la segunda extraccion”, respec-
tivamente, estamos buscando P(B; | B, ). Este resultado se obtiene asf

_ P(B\NBy)  (4/9)3/8) _ 3
P(By|B;) = PE;) 49 = 3

Método 2.

Puesto que se sabe que la segunda bola es blanca solamente hay 3 formas de las restantes 8 para que la
primera sea blanca, de tal manera que la probabilidad es 3/8.

Las probabilidades de que un esposo y una esposa estén vivos dentro de 20 afios estan dadas
por 0.8 y 0.9 respectivamente. Hallar la probabilidad de que en 20 afios (a) ambos vivan; (b)
ninguno viva; (¢) al menos uno viva.

Sean H, W los sucesos que el esposo y la esposa, respectivamente, estén vivos en 20 afios. Entonces P(H) =
0.8, P(W) = 0.9. Suponemos que H y W son sucesos independientes, lo cual puede ser o no razonable.

(a) P(ambos vivan) = P(HNW) = PH)P(W) = (0.8)(0.9) = 0.72

(b) P(ninguno viva) = P(H'nW’) = PH'P(W') = (0.2)(0.1) = 0.02
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(¢) P(al menos uno viva) = 1 — P(ninguno viva)= 1 — 0.02 = 0.98

Una secretaria ineficiente coloca n cartas diferentes en n sobres con destinos diferentes aleato-
riamente. Hallar la probabilidad de que al menos una de las cartas llegue a la destinacion apro-
piada.

Denébtense por A, Ay, ..., A, los sucesos primera, segunda, . . . , n-ésima carta se encuentra en el sobre
correcto. Entonces el suceso al menos una carta en el sobre correcto es A; U A, U-..U A, y deseamos
hallar P(A; U Ay U : -+ U A,). A partir de la generalizacién de los resultados (10) y (11), pdgina 7, (véase
Problema 1.79) tenemos

(1) P(A,UA,U---UA,) = SPAY - SPA;nA) + SPANA;NAY
— v + (_1)11—1P(A10A20...0A")

donde T P(A,) esla suma de las probabilidades de Ay desde 1 hasta n, 2 P(Aj N Ap) es la suma de las
probabilidades de A; N Ay conjy k desde 1 hastan y k > j, etc. Tenemos por ejemplo lo siguiente:

@) P(Ay) = ;- y andlogamente P(4,) = ’11-
ya que de los n sobres solamente 1 tendri la direccion apropiada. También

1 1
€) P(A,nA4,) = P(A))P(4.14)) = <;><n_ 1>

puesto que si la primera letra estd en el sobre apropiado entonces sdlo 1 de los restantes n— 1 sobres estard
correcto. De una manera similar hallamos

@) P(4,nA;nAy) = P(A,) PlA,| A) P(Ay| A,nAy = <1><-1—>< ! >

n/j\n—1/\n~—~2
y asi sucesivamente, finalmente

(5) P(A;nA,n---NA,) = <%><nl 1><%> 3 %

Entonces en la suma T P(4; N Ay ) hay <;> = ,.C; términos que tienen el valor dado por (3).

Anilogamente en 2 P(A; N A; N Ay) hay <§> = ,C,términos que tienen el valor dado por (4). Por tanto la
probabilidad pedida es

P(4,UA, U+ UA,) = <;‘><%> ~ <;’><%><ni1> * <:><%><n11><n12>

— 1—%+%— Ty
Del cdlculo sabemos que (véase Apéndice A)
ef = l+x+—;—j+g—?+---
asi que parax =—1
Gy = 1—<1—%+31—!---->
6 1——21—!+%—~-- ==

Se deduce que si n es grande la probabilidad pedida es aproximadamente 1 —e! =0.6321, Esto quiere decir
que hay una buena probabilidad de que al menos una carta llegue al destino apropiado. El resultado es
asombroso ya que la probabilidad permanece casi constante para n > 10, Por tanto, la probabilidad de que al
menos una carta llegue a su destino apropiado es casi la misma sin es 10 6 10 000.
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1.55. Hallar la probabilidad de que n personas (n = 365) seleccionadas aleatoriamente tengan n dias
de cumpleafios diferentes.

Suponemos que solamente hay 365 dias en el afio y que todos los dias de cumpleafios son igualmente
probables, suposiciones que no se cumplen generalmente en la realidad.

La primera de las n personas tiene logicamente algiin cumpleafios con probabilidad 365/365 = 1. Entonces,
si la segunda persona tiene un cumpleaiios diferente, debe ocurrir en uno de los otros 364 dias, Asila
probabilidad de que la segunda persona tenga un cumpleaiios diferente de la primera es 364/365. Analoga-
mente la probabilidad de que lz tercera persona tenga un cumpleafios diferente de las dos primeras es
363/365. Finalmente, la probabilidad de que la n-ésima persona tenga un cumpléafios diferente de las otras
es (365 —n + 1)/365. Por tanto tenemos

365 364 363 365 —n—+1

P(n cumpleafios diferentes) = 365 365 365 365

) (3

1.56. Determinar cuintas personas se necesitan en el Problema 1.55 para que la probabilidad de
cumpleafios distintos sea menor que 1/2.

Il

Denotando la probabilidad dada por p y tomando logaritmos naturales hallamos

o e _=l. — . : _n—1
(1) np = ln<1 365>+1n(1 365>+ +ln<1 365>

Pero sabemos de cidlculo (Apéndice A, formula 7) que

2) mQk=dp), = == — = =

asi que (1) puede escribirse como

_ [i+2+ - +@-17] _fR+2+---+@=2121 |
@) 0N |: 365 :‘ ‘3[ (386 :!

Enipleando los hechos de que para n = 2, 3, . .. (Apéndice A, féormulas 1 y 2)

"7("12__)' 124224+ .. 4 (n—1)2 =

n(n —1)(2n —1)
6

(4) 1+2+ - +Mm—1) =
obtenemos para (3)

_nn—1) nm— HEn-—1)
730 12(365)2

(5) Inp =

Para n pequefio comparado con 365, por ejemplo n < 30, el segundo té&rmino y los términos superiores a la
derecha de (5) son despreciables comparados con el primer término, asi que una buena aproximacién en este

caso es

_ _nn—=1
(6) imp = 730
Parap =1/2,Inp =—In 2 =— 0.693. Por tanto tenemos

wn — 1)
730

asf que n = 23, Por tanto nuestra conclusién es que si n es mayor que 23 podemos decir con mayor seguridad
que al menos dos personas cumplen afios el mismo dia.

)

= 0693 b6 w2—-n—506 =0 & (n—23)n+22) =0

Problemas suplementarios

CONJUNTOS

1.57. Sea A el conjunto de los niimeres naturales entre 5 y 15 que son pares, Describir A de acuerdo al (a) método
de extensién, (b) método de comprension,

1.58. SeaA = {x | 22—3xz+2=0}, B = {z ' 22 = 16)}. Determinarsi A C B o no.
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1.59.

1.60.

1.61.

1.62,

CONJUNTOS Y PROBABILIDAD [CAP. 1

Demostrar que para cualquier conjunto A tenemos A C A,

Estudiar la verdad o falsedad de las proposiciones siguientes. (a) Si A y B son dos conjuntos cualesquiera,
entonces A CB, A DB, 6 A =B, (b) Six yy son dos nlimeros reales cualesquiera, entoncesx <y, x >y 6 x
=y,

Demostrar que cualquier subconjunto del conjunto vacfo debe ser el conjunto vacio.
Sea of el conjunto o clase de todos los conjuntos que no son elementos de ellos mismos. (a¢) Demostrar que

8i of €, entonces of €af. (b) Demostrar que si of €f, entonces of €of. La paradoja descrita se conoce
como la paradoja de Russell. .

OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS, DIAGRAMAS DE VENN Y TEOREMAS SOBRE CONJUNTOS

1.63.

1.64.

1.65.

1.66.

1.617.

1.68.

1.69.

1.70.

1.71.

1.72.

1.73.

Sea un universo U = {1,2,8,4,5} y supbngase que los subconjuntos de U son 4 ={1,5}, B = {2,5,3},
C = {4,2}. Encontrar (a) A U(BUC), (b) (AUB)UC, (c) An(BUC), (d) (AnB)uU (ANC), (e) A’Nn(B'NC",
(N (AUB) —(AUC), (g) (ANCYUB, (k) A— (B'UC)).

Sea U/ el conjunto de todos los enteros no negativos y considérense los subconjuntos

A = {x|xesunenteropar,1=x<6! ¥y B = {x]|xesun nfimero primo, 0 <x < 4)

Encontrar (a) AUB, (b) AnB, (¢) A'nB’, (d) A—B, (¢) B— A, (f) (A—B) U (B— A).

Emplear un diagrama de Venn para dibujar cada uno de los conjuntos siguientes:
(@ An(BUC) (¢) A’ n(BuC)Y (e) A’ — (BuC)
%) Au(BnC) (d A—(BnC)

¢Es (A —B) = A' — B'? Justificar la solucién.
Demostrar el (a) Teorema 1-2, pagina 3, (b) Teorema 1-3, pigina 3, (c) Teorema 1-4, pagina 3.

(a) Demostrar la segunda ley De Morgan, Teorema 1-12b, pigina 3, y (b) ilustrarla utilizando un diagrama de
Venn.

Generalizar las primera y segunda leyes De Morgan a cualquier nimero de conjuntos, (Véase Problema 1.7).
Tlustrar el principio de dualidad haciendo referencia a los teoremas de la pagina 3.

Demostrar que (A —B)U B = A sblo 8i B C A e ilustrarlo utilizando un diagrama de Venn.

Afirmar o negar: SiA —B = @, entonces A = B,

Demostrar que A UB = [A —(ANB)] U [B—(ANB)] U (AND) e ilustrarlo por un diagrama de Venn.

Generalizar el resultado del Problema 1.9.

EXPERIMENTOS ALEATORIOS, ESPACIOS MUESTRALES Y SUCESOS

1.76.

1.76.

Describir un espacio muestral para cada uno de los siguientes experimentos aleatorios: (a) 3 lanzamientos de
una moneda, (b) el nimero de fumadores en un grupo de 500 hombres, (c) lanzar una moneda hasta que
aparezca un sello, (d) el nimero de llamadas recibidas en una central telefénica, (e) el niimero de particulas
nucleares que entran a un contador Geiger, (f) lanzar una moneda y un dado.

Un experimento consiste en el lanzamiento de una moneda y un dado. Si A es el suceso “cara’ en el
lanzamiento de la moneda y B es el suceso “3 6 6’ en el lanzamiento del dado, formule en palabras el
significado de cada una de las operaciones siguientes: (a) A’, () B, (¢) AnB, (d) AnB’, (e A—B, (f) B
—A, (g) A’UB. .
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TEOREMAS SOBRE PROBABILIDAD

1.77. Completar la demostracién en el Problema 1.14(b) demostrando (sin emplear el diagrama de Venn) que
AuB = AU[B-(ANB)]

donde A y B — (A N B) son mutuamente excluyentes.
1.78. Demostrar el resultado (11), pagina 7.

1.79. Generalizar los resultados (10) y (I11), pagina 7, y asi{ demostrar el resultado (1) del Problema 1.54, pagina
30.

1.80. Demostrar que P(A'UB’Yy = 1 — P(ANnB).

CALCULO DE PROBABILIDADES

1.81. Determinar la probabilidad p, o un estimador de ella, para cada uno de los sucesos siguientes:

(z) La aparicién de un rey, as, jota de tréboles o reina de diamantes al extraer una sola carta de una baraja
comin de 52 cartas.

(b) La suma 8 aparezca en un solo lanzamiento de un par de dados honrados.

(¢) Encontrar un tornillo defectuoso si después de examinar 600 tornillos se han encontrado 12 defectuosos.

(d) Un 7 u 11 resulte en un solo lanzamiento de un par de dados honrados.

(e) Al menos aparezca una cara en tres lanzamientos de una moneda honrada,

1.82. Un experimento consiste en la sucesiva extraccion de tres cartas de una baraja. Sea A; el suceso “‘rey en la
primera extraccion®’, A, el suceso ‘“‘rey en la segunda extraccién”, y A, el suceso “rey en la tercera
extraccion’. Explicar el significado de cada una de las siguientes:

(@) P(A;nAY, (b) P(A;UAy), (¢) P(A1UAY), (d) P(ATnALNAY), () P(A;NnAy) U (A3NA4Ay)].

1.83. Se extrae una bola aleatoriamente de un caja que contiene 10 bolas rojas, 30 blancas, 20 azules y 15 naranjas.
Hallar la probabilidad de que sea (a) naranja o roja, (b) ni roja ni azul, (¢) no azul, (d) blanca, (¢) roja, blanca
o azul,

1.84. Se extraen dos bolas sucesivamente de la caja del Problema 1.83, remplazando la bola extraida después de
cada extraccién. Hallar la probabilidad de que (a) ambas sean blancas, (b) la primera sea roja y la segunda
sea blanca, (c) ninguna sea naranja, (d) sean rojas o blancas o de ambos colores (roja y blanca), (¢) la segunda
no sea azul, (g) al menos una sea azul, (h) maximo una sea roja, (i) la primera sea blanca pero la segunda no,
(j) solamente una sea roja,

1.85. Resolver el Problema 1.84 si no hay remplazamiento después de cada extracei6n,

PROBABILIDAD CONDICIONAL Y SUCESOS INDEPENDIENTES

1.86. Una caja contiene 2 bolas rojas y 3 azules. Hallar la probabilidad de que si dos bolas se extraen aleatoriamen-
te (sin remplazamiento) (a) ambas sean azules, (b) ambas sean rojas, (c) una sea roja y la otra azul,

1.87. Hallar la probabilidad de extraer 3 ases aleatoriamente de una baraja de 52 cartas si las cartas (a) se
remplazan, (b) no se remplazan,

1.88. Si al menos un hijo en una familia con dos hijos es un nifio ;cudl es la probabilidad de que ambos hijos sean
ninos?

1.89. Demostrar que la probabilidad condicional definida por (I7), pagina 8, satisface los axiomas de probabilidad
en la p4gina 6 y por tanto todos los teoremas sobre probabilidad.

1.90. Demostrar que si P(A)> P(B ) entonces P(A|B)>P(B | A). -
1.91. Si A esindependiente de B demostrar que (a) A es independiente de B', (b) A’ es independiente de B .

1.92. Si A, B, C son sucesos independientes, demostrar que (a)AyBUC, () AyBNC, (c)AyB—C,son inde-
pendientes.
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1.93.

1.94.

CONJUNTOS Y PROBABILIDAD [CAP. 1

Sea A; = suceso “niimero impar en el primer dado”’, A, = suceso ‘‘nimero impar en el segundo dado’’, 43 =
suceso “total impar en ambos dados”. Demostrar que Ay, A,;A,, A3; Ay, A3 son independientes pero que
A,;, A,;, A3 no son independientes.

La caja I contiene 3 bolas rojas y 5 blancas, en tanto que la caja II contiene 4 bolas rojas y 2 blancas. Se
escoge una bola aleatoriamente de la primera caja y se coloca en la segunda caja sin observar su color. Luego
se extrae una bola de la segunda caja. Hallar 1a probabilidad de que sea blanca.

TEOREMA O REGLA DE BAYES

1.95.

1.96.

1.97.

Una caja contiene 3 bolas azules y 2 rojas mientras que otra caja contiene 2 bolas azules y 5 rojas. Una bola
extrafda aleatoriamente de una de las' cajas resulta azul.;Cuil es la probabilidad de haberla extraido de la
primera caja?

Tres joyeros idénticos tienen dos compartimientos. En cada compartimiento del primer joyero hay un reloj
de oro. En cada compartimiento del segundo joyero hay un reloj de plata, En el tercer joyero en un
compartimiento hay un reloj de oro, en tanto que en el otro hay un reloj de plata. Si seleccionamos un joyero
aleatoriamente, abrimos uno de los compartimientos y hallamos un reloj de plata, ;cuil es la probabilidad de
que el otro compartimiento tenga un reloj de oro?

La urna I tiene 2 bolas blancas y 3 negras; la urna II, 4 blancas y 1 negra; y la urna III, 3 blancas y 4 negras.
Se selecciona una urna aleatoriamente y una bola extraida aleatoriamente es blanca. Hallar la probabilidad de
haber escogido la urna I,

ANALISIS COMBINATORIO, CUENTA Y DIAGRAMAS ARBOL

1.98.

1.99.

1.100.

Se lanza una moneda tres veces. Utilizar un diagrama arbol para determinar las diferentes posibilidades que
pueden suceder.

Se extraen tres cartas aleatoriamente (sin remplazamiento) de una baraja de 52 cartas. Utilizar un diagrama
&rbol para determinar el nimero de maneras en las que se puede extraer (a) un diamante y un trébol y un
corazdn en secuencia (b) dos corazones y luego un trébol o una pica.

¢De cuantas maneras pueden colocarse 3 monedas diferentes en 2 posiciones diferentes?

PERMUTACIONES

1.101.

1.102.

1.103.

1.104.

1.105.

1.106.

1.107.

1.108.

COMBINACIONES

1.109.

Hallar el valor de (a) 4 P,, (b) 7P5, (¢) 1oP3.
;Para qué valordenes ,,, P; = ,P,?
;De cuintas formas pueden 5 personas sentarse en un sofi si tiene solamente tres asientos?

¢De cuéntas formas pueden ordenarse 7 libros en un estante si (a) es posible cualquier ordenacion, (b) 3
libros determinados deben estar juntos, (¢) 2 libros determinados deben ocupar los extremos?

;Cuintos nlimeros de cinco cifras pueden formarse con los digitos 1, 2, 3, ..., 9 si (a) los nimeros deben ser
impares, (b) las primeras dos cifras de cada nlimero son pares?

Resolver el problema anterior si las cifras de los nimeros pueden estar repetidas.
;Cuintos niimeros diferentes de 3 cifras pueden formarse con 3 cuatros, 4 doses y 2 treses?
¢De cuintas formas pueden 3 hombres y 3 mujeres sentarse alrededor de una mesa si (a) no se impone

ninguna restriccién, (b) dos mujeres determinadas no deben sentarse juntas, (¢c) cada mujer debe estar entre
dos hombres?

Hallar el valor de (a) 5C;, (b) sC4, (€) 1Ca.
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1.110. ;Para qué valor de n se cumple que 3-,,,C; = 7+ ,C,?

1.111. ;De cuintas maneras pueden seleccionarse 6 preguntas de un total de 10?

1.112. ;Cuintos comités diferentes de 3 hombres y 4 mujeres pueden formarse con 8 hombres y 6 mujeres?

1.113. ;De cuintas formas pueden seleccionarse 2 hombres, 4 mujeres, 3 nifios y 3 nifias con 6 hombres, 8 mujeres,
4 nifios y 5 nifas si (a) no se impone ninguna restricciéon, (b) deben seleccionarse un hombre y una mujer

determinados?

1.114. ;De cuintas formas puede un grupo de 10 personas dividirse en (@) dos grupos de 7 y 3 personas, (b) tres
grupos de 5, 3 y 2 personas?

1.115. Con 5 estadistas y 6 economistas quiere formarse un comité de 3 estadistas y 2 economistas. ;Cuédntos
comités diferentes pueden formarse si (¢) no se impone ninguna restriccion, (b) dos estadistas determinados
deben estar en el comité, (¢) un economista determinado no debe estar en el comité?

1.116. Hallar el nimero de (a) combinaciones y (b) permutaciones de cuatro letras cada una que pueden formarse
con las letras de la palabra Tennessee,

COEFICIENTES BINOMIALES
11
1.117. Calcular. (a) ¢Cj3, (b) <4 >, () (3C2)4Cy)/1,C5.

1.118. Expandir (@) (z + )8, (b) (x —¥)%, (¢) (x — x5, (d) (x2+ 2)4

9
1.119. Hallar el coeficiente de x en <x 3k %> .

1.120. Demostrar que () <n> = <n> - <”> ot et (") — on
0 1 2 \n

on fos =G (T

n
1.121. Demostrar que (a) 3 j(,C;) = n<2"~}, (b) I (—1)i~1j(,C) = 0.
i=1

PROBABILIDAD UTILIZANDO ANALISIS COMBINATORIO

1.122. Hallar la probabilidad de obtener una suma de 7 puntos (a) una vez, (b) al menos una vez, (c) dos veces, en
dos lanzamientos de un par de dados honrados.

1.123. Se extraen dos cartas sucesivamente de una baraja de 52 cartas, Hallar la probabilidad de que (a) la primera
carta no sea un diez de tréboles o un as, (b) la primera carta sea un as pero la segunda no, (c¢) al menos una
carta sea un diamante, (d) las cartas no sean del mismo palo, (¢) no mas que una carta sea figura (jota, reina,
rey), (f) la segunda carta no sea una figura, (g) la segunda carta no sea una figura dadoque la primera si lo es,
(h) las cartas son figuras o picas o ambas.

1.124. Una caja contiene 9 tiquetes numerados del 1 al 9. Si se extraen 3 tiquetes de la caja uno a uno, hallar la
probabilidad de que alternativamente sean impar, par, impar o par, impar, par.

1.125. Las apuestas en favor de A de ganar un juego de ajedrez contra B son 3:2. Si se van a jugar tres juegos icudles
son las apuestas (a) en favor de A de ganar al menos dos de los tres juegos, (b) en contra de A de perder los
primeros dos juegos?

1.126. En un juego de naipes se reparte a cada uno de los 4 jugadores 13 cartas de una baraja de 52 cartas. Hallar la
probabilidad de que uno de los jugadores obtenga (a) 7 diamantes, 2 tréboles, 3 corazones y 1 pica; (b) un
palo completo.
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1.127.

1.128.

1.129.

1.130.

CONJUNTOS Y PROBABILIDAD [CAP. 1

Una urna contiene 6 bolas rojas y 8 azules. Se extraen cinco bolas aleatoriamente sin remplazamiento. Hallar
la probabilidad de que 3 sean rojas y 2 azules.

(a) Hallar la probabilidad de obtener la suma 7 en al menos uno de tres lanzamientos de un par de dados
honrados, (b) ;Cuintos lanzamientos se necesitan para que la probabilidad en (e¢) sea mayor que 0,95?

Se extraen 3 cartas de una baraja de 52. Hallar la probabilidad de que (a) las cartas sean de un palo, (b) al
menos dos sean ases.

Hallar la probabilidad de que un jugador tenga de 13 cartas 9 de un mismo palo,

APROXIMACION DE STIRLING A n!

1.131.
1.132.
1.133.

1.134.

¢De cudntas formas pueden seleccionarse 30 individuos de un total de 100?
Demostrar que aproximadamente ,,C, = 22%/y/zn, para valores de n grandes.
Hallar porcentaje de error en la formula de Stirling para n = 10.

Obtener una aproximacion al resultado del Problema 1.51.

PROBLEMAS DIVERSOS

1.135.

1.136.

1.137.

1.138.

1.139.

1.140.

1.141.

1.142,

1.123.

1.144.

1.145.

1.146.

1.147.

Un espacio muestral consiste de 3 puntos muestrales con probabilidades asociadas dadas por 2p, p2 v4p—1.
Hallar el valor de p.

Demostrar que si A C B’ entonces A NB = @,
Demostrar que A — (A NB)=A NB'.

;Cuintas palabras pueden formarse con 5 letras si (a) las letras son diferentes, (b) 2 letras son idénticas, (c)
todas las letras son diferentes pero dos letras determinadas no pueden estar juntas?

Cuatro enteros se eligen aleatoriamente entre 0 y 9 inclusive, Hallar la probabilidad de que (a) sean diferen-
tes, (b) maximo dos sean iguales.

Un par de dados se lanzan repetidamente. Hallar la probabilidad de que ocurra 11 por primera vez en el
sexto lanzamiento.

¢Cuil es el menor niimero de lanzamientos necesarios en el Problema 1.140 para que la probabilidad de
obtener 11 por primera vez sea mayor que (a) 0.5, (b) 0.95?

Estudiar lo siguiente: no hay tal cosa de que una moneda sea honesta puesto que en cualquier niimero de lan-
zamientos es extremadamente dificil que el niimero de caras y sellos sea igual.

Supdngase que al lanzar una moneda 500 veces hay una secuencia de 24 lanzamientos que resultan *“caras”,
;Puede considerarse la moneda como honrada? Explicar.

Demostrar que para cualesquiera sucesos Ay, A45,...,4,

P(A,UA,U---UA,) = P(A,) + P(Ay) + --- + P(4,)

Al lanzar un par de dados la suma puede ser 2,3, ..., 12. ;Podriamos asignar probabilidades de 1/11 a cada
uno de esos puntos? Explicar.

En un juego de poker hallar la probabilidad de obtener (a) una escalera flor, que consiste de diez, jota, reina,
rey y as del mismo palo; (b) un full que consiste en 3 cartas de un valor y 2 de otro (por ejemplo 3 dieces y
2 jotas, etc.); (¢) cartas diferentes, (d) 4 ases,

La probabilidad de que un tirador dé en el blanco es de 2/3. Si dispara al blanco hasta que le da la primera
vez, hallar la probabilidad de que necesite 5 disparos.
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1.148.

1.149.

1.150.

1.151.
1.152.

1.153.

1.154.

1.155.

1.156.

(@) Un estanque contiene 6 compartimientos separados.;De cuintas maneras pueden colocarse 4 bolas
idénticas en los compartimientos? (b) Resolver el problema si hay n compartimientos y r bolas. Este tipo de
problema se presenta en fisica en conexién con la estad istica Bose-Einstein.

(a) Un estante contiene 6 compartimientos separados. ;De cuintas formas pueden colocarse 12 bolas idénti-
cas en los compartimientos de tal manera que ningiin compartimiento quede vacio? (b) Resolver el problema
si hay n compartimientos y r bolas para r > n. Este tipo de problema se presenta en fisica en conexién con la
estadistica Fermi-Dirac.

Un jugador de poker tiene las cartas 2, 3, 4, 6, 8. Desea descartar el 8 y remplazarla por otra carta que
espera sea un 5 (en ese caso obtendrid una “escalera’’). ;Cuil es la probabilidad de que obtenga el 5
suponiendo que los otros tres jugadores en conjunto tienen (a) ur cinco, (b) dos cincos, (c) tres cincos, (d)
ningin 5? ;Puede resolverse el problema sin saber el ntimero de cincos que tienen los otros jugadores?
Explicar.

Resolver el Problema 1.50 si el juego se limita a 3 lanzamientos.
Generalizar el resultado del Problema 1.151.

Hallar la probabilidad de que en un juego de bridge (a) dos jugadores, (b) tres jugadores, (c) los cuatro
jugadores tengan un palo completo.

T .
Demostrar que <"> L <k><n ~ A> y dar una interpretacién combinatoria. (Sugerencia: Consi derar
r i=0 \ 7 r—j

(1 + x)k (1 + x)n~k y hallar el coeficiente de x/ en el producto).

2n /m\2  /n\2 n\2 . - X \
Demostrar que s I 1 A s y dar una interpretacién combinatoria.
n

Demostrar que la probabilidad para que la secretaria del Problema 1.54 obtenga exactamente a letras en los

n—a - k
sobres correctos es 1 S Gt O

20 A [Sugerencia: Denotando la probabilidad deseada como p,, (a), demostrar
. k=0 .

que p,(a) = % Pn—q (0) y luego emplear el resultado del Problema 1.54].



Capitulo 2

Variables aleatorias y

distribuciones de probabilidad

VARIABLES ALEATORIAS

Supéngase que a cada punto de un espacio muestral asighamos un nimero. Asi definimos una
funcién en el espacio muestral. Esta funcion se llama variable aleatoria (o variable estocdstica) o
mas precisamente funcién aleatoria (funcién estocdstica). Comunmente se denota por una letra
mayuscula como X 6 Y. En general una variable aleatoria tiene algin significado fisico, geométrico
u otro.

EJEMPLO 2.1. Supdngase que se lanza una moneda dos veces de tal forma que el espacio muestral es ~f = {CC,CS,
SC, SS}. Represéntese por X el nimero de caras que pueden resultar. Con cada punto muestral podemos asociar un
nfimero para X como se muestra en la Tabla 2-1. Asi en el caso de CC: (es decir 2 caras) X = 2 en tanto que para SC
(1 cara) X = 1. Se concluye que X es una variable aleatoria.

Tabla 2-1
Punto muestral ccC cs | SC SS
X 2 1 1 0

Debe observarse que también podrian definirse otras muchas variables aleatorias en este espacio muestral, por
ejemplo el cuadrado del nimero de caras, el nfimero de caras menos el nimero de sellos, etc.

Una variable aleatoria que toma un néimero finito o infinito contable de valores (véase pagina 4)
se denomina variable aleatoria discreta mientras que una que toma un niimero infinito no contable
de valores se llama variable aleatoria no discreta 6 continua.

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD DISCRETA

Sea X una variable aleatoria discreta y supongase que los valores posibles que puede tomar estan

dados por x,, x,, X3, . . . , ordenados en orden creciente de magnitud. Supongase también que los
valores se asumen con probabilidades dadas por
PX =x) = f(x) I=RIN2N (1)

Es conveniente introducir la funcién de probabilidad, también conocida como la distribucion de
probabilidad, definida por
PX=2) = f(x) (2)

Para x = z, (2) se reduce a (1) en tanto que para otros valores de x, f(x) = 0.
En general f(x) es una funcion de probabilidad si

1. f(x) =2 0
2. Yfx) =1

38
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donde la suma en 2 se toma sobre los valores posibles de x. Una grafica de f(x) se llama grdfica de
probabilidad.

EJEMPLO 2.2. (a) Hallar la funcién de probabilidad correspondiente a la variable aleatoria X del Ejemplo 2.1 y (b)
construir la grifica de probabilidad.
(a) Suponiendo que la moneda es honrada tenemos

PCcC) =1 Pes) =L Pso) =% piss) =3
Luego
P(X=0) = P(SS) = ; Tabla 2.2
P(X:l):P(CSUSC)=P(CS)-}—P(SC)_—-%—F%:—;— ® 0 1| 2

fe) | 174 | 1/2 | 1/4

P(X=2) = P(CC) :%

Asf, la funci6én de probabilidad esti dada en la Tabla 2-2.

(b) La grafica de probabilidad puede representarse como ‘se indica en la Fig. 2-1, o por un histograma, como
se indica en la Fig. 2-2. En la Fig. 2-1 la suma de las ordenadas es 1 mientras que en el histograma la
suma de las dreas rectangulares es 1. En el caso del histograma podemos considerar la variable aleatoria X
como continua, por ejemplo X = 1 significa que estd entre 0.5 y 1.5.

flzx) fiz)

@ ! 4 &
u 1 ' 0 1 2

Fig. 2-1 Espectro Fig. 2-2 Histograma

FUNCIONES DE DISTRIBUCION PARA VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

La funcién de distribucion acumulada, o simplemente la funcién de distribucion, para una
variable aleatoria X se define por

P(X=z) = F(z) 6]

donde x es cualquier nlimero real, es decir * = < x < e, La funcion de distribucion puede
obtenerse.de la funcion de probabilidad notando que

Fx) = PX=x) = 2 f(u) (4)

donde la suma a la derecha se toma para todos los valores de u para los cuales u = x. Reciprocamen-
te la funcion de probabilidad puede obtenerse de la funcién de distribucién.

Si X uUnicamente toma un namero finito de valores x,, x;, . . . , X, entonces la funcién de
distribucion esta dada por

0 —0 < <2
f(xl) T =W Xo
Flx) = 1 f(a1) + f(x2) ra =z <23 (5)

L f@) + - + /@)  anSa<e
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EJEMPLO 2.3. (¢) Hallar la funcién de distribucién para la variable aleatoria X del Ejemplo 2.2, (b) Obtener su
representacién grafica.

(a) La funci6n de distribucién es
F(z)
0 —o <z <0

0=2x2<1

4

3 =x <

& 1=2<2 il
1 2=x< »

Flx) =

(b) Larepresentacion grifica de F(x) se mues-
tra en la Fig. 2-3.

s
—
| S

——

Los aspectos siguientes acerca de la fun-
cion de distribucion anterior, que son verda-
deros en general, deben notarse.

1. Las magnitudes de los saltos en Q, 1, 2 =3
son 1/4, 1/2, 1/4 corresponden exac- ’
tamente a las ordenadas en la Fig, 2-1. ' L ! x
Este hecho permite obtener la funcién 0 !
de probabilidad a partir de la funcién
de distribucion.

-

(5]

Fig. 2-3

2. Debido a la apariencia de la grafica de la Fig. 2-3 frecuentemente se le llama funcion escalera
o funcién paso. El valor de la funcion en un entero se obtiene del paso superior, asi el valor
en 1 es 3/4 y no 1/4. Esto se expresa matematicamente estableciendo que la funcion de
distribucion es continua por la derecha en 0, 1, 2.

3. A medida que procedemos de izquierda a derecha (es decir subiendo la escalera) la funcion
de distribucion permanece igual o aumenta, tomando valores desde 0 hasta 1. Debido a esto
se dice que es una funcion monoténicamente creciente.

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

Si X es una variable aleatoria continua, la probabilidad de que X tome un valor determinado
generalmente es cero. Por tanto no podemos definir una funcion de probabilidad en la misma forma
que para una variable aleatoria discreta (pagina 38). Para llegar a una distribucion de probabilidad
para una variable aleatoria continua notamos que la probabilidad de que X se encuentre entre dos
valores diferentes tiene significado.

EJEMPLO 2.4, Si se selecciona aleatoriamente un individuo de un grupo numeroso de hombres adultos, la probabi-
lidad de que su estatura X sea precisamente 147 centimetros seria cero. Sin embargo hay una probabilidad mayor
que cero de que X esté entre 145 y 150 centimetros, por ejemplo.

Estas ideas y la analogia de las Propiedades 1 y 2, pagina 38, nos conducen a postular la
existencia de una funcion f(x) tal que

1. fx) =0

2. J: f(x)de = 1

donde la segunda es una proposicién matemaitica del hecho que una variable aleatoria de valor real
debe ciertamente encontrarse entre — o e . Entonces definimos la probabilidad de que X se
encuentre entre a y b como

Pla<X<b) = fbf(.x) o (6)
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Podemos demostrar que esta definicion satisface los axiomas de probabilidad dados en la pagina 6.

Una funcién f(x) que satisface los requisitos anteriores se llama funcién de probabilidad o
distribucion de probabilidad para una variable aleatoria continua, pero con mayor frecuencia se
denomina funcion de densidad de probabilidad o simplemente funcién de densidad. Cualquier
funcion que satisface las propiedades 1 y 2 anteriores automaticamente es una funcion de densidad
y las probabilidades pedidas pueden obtenerse a partir de (6).

EJEMPLO 2.5. (a) Hallar la constante ¢ para que la funcién

cx? 0<x<3
W 0 de otra forma

sea una funci6n de densidad y (b) calcular P(1 < X < 2).

(a) Ya que f(x) satisface la propiedad 1 si ¢ = 0, debe satisfacer la propiedad 2 para ser una funcién de
densidad. Entonces

o 3 313
I fx)de = f ex?de = 2o = 9
- 0 3 0
y puesto que esto debe ser igual a 1 tenemos ¢ = 1/9.
2 2
o 4 Lovge - 221° - 8 1 7
L B 3020 = f, 9" oy, T @ T T ow;

En el caso de que f(x) sea continua, lo que supondremos al menos se establezca otra cosa, la
probabilidad de que X sea igual a cualquier valor determinado es cero. En tal caso podemos
remplazar cualquiera o ambos de los signos < en (6) por =. Asi, en el Ejemplo 2.5,

P1=X=2) = P1=X<2) = PI<X=2) = P(1<X<2) = 27—7

FUNCIONES DE DISTRIBUCION PARA VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS

Por analogia con (4), pagina 39, definimos la funcién de distribucién F(x) para una variable a-
leatoria continua por

F(z) = PX=2) = P(-o<XZzx) = f F(u) du 7)
En los puntos de continuidad de f(x), el signo = en (7) puede remplazarse por < si se desea.

EJEMPLO 2.6. (¢) Hallar la funcién de distribucién para la variable aleatoria del Ejemplo 2.5. (b) Emplear el
resultado de (@) para hallar P(1 < x = 2).

(a) Tenemos

Fz) = PX=2x) = fz f(2) du

Si x < 0 entonces F(x) = 0. Si 0 = z < 3 entonces

F(x) " fuy @ fxl 24 Cad

= u = —u2du = —
9 = [Trwa = 3 z
Si # = 3 entonces

F(x) = ﬁaf(u)du+ J:f(u)du = J;a%)u2du+ J;Iodu =" 1l

Por tanto la funcién de distribucién pedida es

0 r<0
F(z) = 23/27 0=x<3
1 - aiei=a3

Obsérvese que F(x) aumenta monoténicamente desde 0 hasta 1 como lo requiere una funcion de distribu-
cién. También debe observarse que F(x) en este caso es continua.
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(b) Tenemos

Pl<X=2 = PX=2 — P(X=1)
= F(@) — FQ)
I LE s
T 2T T o2

como en el Ejemplo 2.5.

La probabilidad de que X se encuentre entre x y x + Ax esta dada por

T+Azx
Pr=X=z+az) = f f(u) du (8)
asi que si Ax es pequefio tenemos aproximadamente
Px=X=z+az) = f(x)az 9)
También observamos de (7) que al diferenciar ambos lados
dF(x) _
= f(x) (10)

para todos los puntos donde f(x) es continua, es decir la derivada de funcion de distribucién es la
funcion de densidad.

REGLA DE LEIBNIZ

Para obtener (10) hemos empleado el hecho familiar del calculo de que

d I
2 wyau = fa) (11)
Este es un caso especial de la regla de Leibniz para diferenciacién de una integral:
d ay(x) _ ay(zx) 3F @ o %
., Fead = [ %au + Fuo), ) G ~ Flaa), =) g (12)

donde a,, @, y F se suponen derivables con respecto a x.

INTERPRETACIONES GRAFICAS

Si f(x) es la funcion de densidad para una variable aleatoria X entonces podemos representar y
= f(x) graficamente por una curva como en la Fig. 2-4. Puesto que f(x) = 0, la curva no puede
caer por debajo del eje x. El area total limitada por la curva y el eje x debe ser 1 debido a la
propiedad 2 en la pagina 40. Geométricamente la probabilidad de que X esté entre a y b, es decir
P(a < X < b), se representa por el area sombreada de la Fig. 2-4.

f(z) F(z)

Fig. 2-4 Fig. 25
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La funcion de distribucién F(x) = P(X = x) es una funcién monotdnicamente creciente que

aumenta desde 0 hasta 1 y se representa por una curva como en la Fig. 2-5.

DISTRIBUCIONES CONJUNTAS

Las ideas anteriores se generalizan facilmente a dos o mas variables aleatorias. Consideramos el

caso tipico de dos variables aleatorias que son ambas discretas o ambas continuas. En los casos
donde una variable es discreta y la otra continua, se hacen facilmente modificaciones apropiadas.
También pueden hacerse generalizaciones a mas de dos variables.

1.

Caso discreto.

Si X, Y son dos variables aleatorias discretas definimos la funcién de probabilidad conjunta por
PX=zY=49) = f(zv) (13)
donde 1. flz,y) =20
2. > Sflxy)y =1
x v
es decir la suma sobre todos los valores de x, y es uno.

Supéngase que X puede tomar cualquiera de los m valore§ x,, x,,..., X, ¥ Y puede tomar
cualquiera de los n valores y,, y,,..., ¥,. Entonces la probabilidad del suceso X = x;; Y
= ¥, esta dada por

PX =z, Y=uy) = f(x;yx) (14)
Una funcién de probabilidad conjunta para X, Y puede representarse por una tabla de pro-

babilidad conjunta como en la Tabla 2-3. La probabilidad de que X = x; se obtiene sumando
todas las entradas en la fila correspondiente a x; y esta dada por

P(X=1x;) = fi(z;) = .21 (s yx) (15)
Paraj = 1, 2,..., m estas se indican por la entrada de totales en la columna o margen del

extremo derecho como se indica en la Tabla 2-3. Analogamente la probabilidad de que Y = y,
se obtiene sumando todas las entradas en la columna correspondiente a y, y estia dada por

P(Y=yx) = fa(yr) = ,ZI 15, yx) (16)
Para k = 1, 2,..., n estas se indican por la entrada de totales en la fila 0 margen inferior de la
Tabla 2-3.
Tabla 2-3
b
) Y Totales
X\\\ Yy Ya 41 Yn l«
Ly f(wy, 1) flxy, 92) e f(xy, yn) fi(zy)
Zy flaxy, 4y) flxg, y4) A flxz, yn) fi ()
Lyn f(xmv 1/1) f(xm: y2) SATs f(xm’ yu) fl.'(xm)
Totales — falyy) folys) J R fa(y,) 1 « Gran Total
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Debido a que las probabilidades (15) y (16) se obtienen de los margenes de la tabla frecuente-

mente nos referimos a f, (x;) y f,(¥,) (0o simplemente f,(x) yf.(y)) como las funciones de
probabilidad marginal de X, Y respectivamente. También debe notarse que

nM;

) = 1 3 falw) = 1 (17)

que puede escribirse como

if(xn y) =1 (18)

||M§

Esto es sencillamente la proposicion de que la probabilidad total de todas las entradas es 1. El
gran total de 1 se indica en la esquina inferjor a la derecha de la tabla.

La funcién de distribucién conjunta de X, Y se define por

Fz,y) = PX=x,Y=y) = 3 3 fwv) (19)

u=sr v=y

En la Tabla 2-3, F(x,y) es la suma de todas las entradas paralasque ;= y ¥ = 9.
Caso continuo,

El caso donde ambas variables son continuas se obtiene facilmente por analogia con el caso
discreto al remplazar las sumas por integrales. Asi la funcién de probabilidad conjunta para las
variables aleatorias X, Y (o, como mas comunmente se llama, la funcion de densidad conjunta
de X, Y) se define por

1 flz,y) =

T f—i j‘_i flz,y)dxdy =

Graficamente z = f(x, ¥) representa una superficie, lamada la superficie de probabilidad, como
se indica en la Fig. 2-6. El volumen total limitado por esta superficie y el plano xy es igual a 1 de
acuerdo con la propiedad 2 anterior. La probabilidad de que X esté entrea y b en tanto que Y
esté entre ¢ y d estd dada graficamente por el volumen sombreado de la Fig. 2-6 y matematica-
mente por

b d
P(a<X<b,c<Y<d):f f f(z, ) dit dy (20)

N

——z = flz,y)

4, y
L

W (

/ N

Fig. 2-6

Generalizando, si A representa cualquier suceso existira una region R, del plano xy que corres-
ponde a él. En tal caso podemos hallar la probabilidad de A efectuando la integracion sobre
R, es decir
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§Y 1w 9 away (21)
Ra

La funcion de distribucion conjunte de X, Y en este caso se define por

F(z,y) = PX=<z, Y=y f f f(u, v) du do (22)
Se deduce en analogia con (10), pagina 42, que
o*F
3z 3y flz, ) (23)

es decir, la funcion de densidad se obtiene derivando la funcién de distribucién con respecto a
x, y.

De (22) obtenemos

PX=z) = Fi@) = f f v) du dv (24)
P(Y=y) = Fi(y) = f f Fu, vy dudv (25)

Llamamos a (24) y (25) las funciones de distribucién marginal, o simplemente las funciones de
distribucién, de X y Y, respectivamente. Las derivadas de (24) y (25) con respecto a x, y se
llaman las funciones de densidad marginal, o simplemente las funciones de densidad, de X y Y y
estan dadas por

pe = 7 fewde Ao = fwpd (26)

VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES

Supodngase que X, Y son variables aleatorias discretas. Si los sucesos X = x, Y = y son sucesos
independientes para todo x, y, entonces decimos que X, Y son variables aleatorias independientes.
En ese caso

P X=x,Y=y) = PX=2x)P(Y=vy) (27)
o lo que es igual
fx,y) = fi(x) f2(y) (28)

Inversamente, si para todo x, y la funcién de probabilidad conjunta f(x, y) puede expresarse como
el producto de una funcion de x y una funcion de y (que son entonces las funciones de probabili-

dad marginal de X, Y), X y Y son independientes. Si f(x, ¥) no puede expresarse asi entonces Xy Y
son dependientes,

Si X, Y son variables aleatorias continuas decimos que son variables aleatorias independientes si
los sucesos X = x, Y = y son sucesos independientes para todo x, y. En tal caso podemos escribir

PX=z,Y=y) = PX=2)P(Y=y) (29)
o lo que es igual
F(x,y) = Fi(x)Fa(y) (30)

donde F, (x) y F, (y) son las funciones de probabilidad (marginal) de X y Y respectivamente. Inversa-
mente, X, Y son variables aleatorias independientes si para todo x, y su funcion de distribucion
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conjunta F(x, y) puede expresarse como el producto de una funcién de x y una funciéon de y (las
cuales son las distribuciones marginales de X, Y). Si F(x, y) no puede expresarse asi, entonces Xy Y
son dependientes.

Para variables aleatorias independientes continuas también es cierto que la funciéon de densi-
dad conjunta f(x, y) es el producto de una funcion de x, f,(x), por una funcién de y, f; (y), y estas
son las funciones de densidad (marginal) de X, Y respectivamente.

CAMBIO DE VARIABLES

Dadas las distribuciones de probabilidad de una o mas variables aleatorias con frecuencia
estamos interesados en hallar las distribuciones de otras variables aleatorias que depende de ellas en
alguna manera determinada. Los procedimientos para obtener estas distribuciones se presentan en
los teoremas siguientes para el caso de las variables discretas y continuas.

1. Variables discretas.

Teorema 2-1: Sea X una variable aleatoria discreta cuya funcién de probabilidad es f(x). Supongase
que se define una variable aleatoria discreta U en términos de X por U = ¢ (X),
donde a cada valor de X corresponde uno y solamente un valor de U e inversamente,
asi que X = ¢ (U). Entonces la funcion de probabilidad para U esta dada por

9(w) = fly(w) (31)

Teorema 2-2: Sean X, Y variables aleatorias discretas que tienen una funcion de probabilidad
conjunta f(x, y). Supongase que se definen dos variables aleatorias discretas Uy V en
términos de X, Y por U = ¢, (X, Y), V= ¢, (X, Y), donde acada pareja de valores de
X, Y corresponde una y solamente una pareja de valores U, V e inversamente, asi
que X = ¢, (U, V), Y=y, (U, V). Entonces la funcion de probabilidad conjunta
de Uy V esta dada por

g(u,v) = fly,(u,), y,(u, v)] (32)

2. Variables continuas.

Teorema 2-3: Sea X una variable aleatoria continua con densidad de probabilidad f(x). Definamos
U = ¢ (X) donde X = Y (U) como en el Teorema 2-1. Entonces la densidad de
probabilidad de U esta dada por g(u) donde

9@ |du| = f(z)]dz (39
6 o = f@)|F| = My (34)

Teorema 2-4: Sean X, Y variables aleatorias continuas que tienen una funcion de densidad conjun-
ta f(x, y). Definamos U=¢,(X, Y),V=9¢,(X, Y)dondeX =y, (U, V), Y=y,
(U, V) como en el Teorema 2-2. Entonces la funcién de densidad conjuntade Uy V
esta dada por g(u, v) donde

g(u,v)|dudv! = f(x,y)|dxdy| (35)
5 o) = fle,0) | X2 = iy, w0 vl o)) E

En (36) el determinante Jacobiano, o sencillamente el Jacobiano, esta dado por
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DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD DE
FUNCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS

Los Teoremas 2-2 y 2-4 especificamente incluyen funciones de probabilidad conjunta de dos
variables aleatorias. En la practica con frecuencia se necesita hallar la distribucion de probabilidad
de alguna o varias variables aleatorias determinadas. Cualquiera de los teoremas siguientes es frecuen-
temente util para este proposito.

Teorema 2-5: Sean X, Y variables aleatorias continuas y sea U = ¢, (X, Y), V=X (lasegunda
seleccién es arbitraria). Entonces la funcion de densidad para U es la densidad
marginal obtenida de la densidad conjunta de U y V tal como se hallo en el Teorema

2-4. Un resultado analogo es valido para las funciones de probabilidad de las varia-
bles discretas.

Teorema 2-6: Sea f(x, y) la funcion de densidad conjunta de X, Y. Entonces la funcion de densi-

dad g(u) de la variable aleatoria U = ¢, (X, Y) se encuentra derivando con respecto
a u la funcion de distribucion dada por

Gw) = Plax.V)=u = ([ fay)dedy (38)
£
donde R es la region para la cual ¢,(x, y) = u.

CONVOLUCIONES

Como consecuencia particular de los teoremas anteriores podemos demostrar (véase Problema
2.23) que la suma de dos variables aleatorias continuas X, Y, es decir de U = X + Y, que tengan
como funcion de densidad conjunta a f(x, y) estd dada por

g(uw) = fj f(z,u—2z)dx (39)
En el caso especial donde X, Y son independientes, f(z,y) = fi(z)f2(y) y (39) se reduce a
g(u) = f_w f1(x) f2(u — x) dz (40)

que se conoce como la convolucién de f, y f,, abreviado f, * f, .
Las siguientes son algunas propiedades importantes de la convolucion:
1. fi*fa = f2*fi
2. [h*(f*f)) = (h*f)*fs
3. fi*(fe+fs) = fLi*fat fi*fa

Estos resultados demuestran que f,, f,, f1, obedecen las leyes conmutativa, asociativa y distrib:'’iva
del algebra con respecto a la operacion de la convolucion.
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DISTRIBUCIONES CONDICIONALES

Con anterioridad sabemos que si P(4) > 0
P(ANB
P(B|A) _(F"h(“f"T) (41)

Si X, Y son variables aleatorias discretas y tenemos los sucesos (A: X = x), (B: Y = y), entonces
(41) se convierte en

P(Y=y|X=2) = ’;(—x(xy)—) (42)

donde f(x, y) = P(X = x, Y = y) es la funcién de probabilidad conjunta y f, (x) es la funcién de
probabilidad discreta para X. Definimos

f(z,y)
fi(x)

y la llamamos funcién de probabilidad condicional de Y dada X. Analogamente la funcion de
probabilidad condicional de X dada Y es

fly|z) = (43)

fely = LY (44)

Algunas veces denotaremos a f(x|y) y f(y|x) por fi(x|y) ¥ f:(y|z)respectivamente.

Estas ideas se amplian facilmente al caso en que X, Y son variables aleatorias continuas. Por
ejemplo, la funcion de densidad condicional de Y dada X es

_ f(x,y)
flylz) = A (45)

donde f(x, y) es la funcion de densidad conjunta de X, Y, f, (x) es la funcion de densidad marginal
de X. Utilizando (45) podemos por ejemplo hallar que la probabilidad de que Y esté entre c y d
dado que ¢ < X < x +dx es

Plc<Y<d | z<X<z+dz) = fdf(ym)dy (46)

También se dispone de la generalizacion de estos resultados.

APLICACIGNES A LA PROBABILIDAD GEOMETRICA

Varios problemas en probabilidad surgen de las consideraciones
geométricas o tienen interpretaciones geométricas. Por ejemplo,
supongase que tenemos un objetivo en la forma de una region plana
de area K y una porcion de ella con area K, . Entonces es razonable
suponer que la probabilidad de pegar a la region de area K, es pro-

porcional a K. Por tanto definimos @
K,

P(pegar en la region de area K,) = Ve (47)

donde se supone que la probabilidad de pegar al objetivo es 1. Logi-
camente pueden plantearse otras suposiciones. Por ejemplo, puede
ser menos probable pegar a areas externas, etc. El tipo de suposicion
empleado define la funcion de distribucion de probabilidad. Fig. 2-7
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Problemas resueltos

VARIABLES ALEATORIAS Y DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD DISCRETAS

2.1.

Supdngase que se lanza un par de dados honrados y que la variable aleatoria X denote la suma
de los puntos. (¢) Obtener la distribucién de probabilidad para X. (b) Construir una grafica
para esta distribucion de probabilidad.

(a) Los puntos muestrales para los lanzamientos de un par de dados estin dados en la Fig. 1-17, pagina 18, La
variable aleatoria X es la suma de las coordenadas para cada punto. Asi para (3,2) tenemos X = 5.
Utilizando el hecho de que los 36 puntos muestrales son igualmente probables, asi que cada punto
muestral tiene probabilidad 1/36, obtenemos la Tabla 2-4. Por ejemplo, para X = 5 corresponden los
cuatro puntos muestrales (1,4), (2,3), (3,2), (4,1) asi que la probabilidad asociada es 4/36.

Tabla 2-4

x 2 3 4 5 6 Tl w8 9 10 11 12

|
flx) 1/36 | 2/36 ] 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

(b) Podemos emplear un espectro o un histograma como los dados en la Fig. 2-8 o en la Fig. 2-9, de acuerdo
con si deseamos considerar a X como variable discreta o continua, Nétese que en la Fig, 2-8 la suma de
las ordenadas es 1 en tanto que en la Fig. 2-9 la suma de todas las d@reas rectangulareses 1.

f(z)

6/36 |-
5436
4/36

3/36 -
2/36
1/86

g 4

flz)

5 6 T B 9 10 11 12

Fig. 2-8

6/36

5/36

4/36

3/86

2/36 |-

1/36

L3
g3
da
o
-3
=
w

10 11 12

Fig. 2-9
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2.2, (a) Hallar la distribucioén de probabilidad de nifios y nifias en familias con 3 hijos, suponiendo
iguales probabilidades para nifios y nifias. (b) Representar graficamente la distribucién en (a).
(a) El Problema 1.46 trat6 el caso de n intentos mutuamente independientes, donde cada intento tenfa dos

resultados posibles, A y 4’, con probabilidades p y ¢ = 1 —p respectivamente. Se encontré que la
probabilidad de obtener exactamente x veces A en los n intentos es ,C,p*q"~=. Este resultado se
aplica a este problema bajo la suposicién de que los nacimientos sucesivos (los “intentos’’) son indepen-
dientes en cuanto se refiere al sexo del hijo. Por tanto, si A es el suceso “nific”, n = 3, yp=4q=1/2,
tenemos
1 x 1 3-x 1 3
P(exactamente x nifios) = P(X =z) = 3C,<§> <§> = 3C,<§>

donde la variable aleatoria X representa el niimero de nifios en la Tabla 2-5
familia. (Obsérvese que X se define sobre el espacio muestral de
tres intentos). La funcién de probabilidad para X, 17 0 1 2 3

1\3 f(x) | 1/8 | 3/8 | 3/8 | 1/8

flx) = 3C:<§>
se indica en la Tabla 2-5, ;
fl=x)
(b) La grafica puede representarse como en la Fig. 2-10 o en la

Fig. 2-11, dependiendo sobre si deseamos considerar a la -
variable X como discreta o continua, Obsérvese que el cero L
del eje x se ha desplazado. 2Rl

FUNCIONES DE DISTRIBUCION DISCRETA i

2.3. (a) Hallar la funcion de distribucién F(x) para la varia- 0 1 2 3 a
ble aleatoria X del Problema 2.1 y (b) representar grafi- Nimero de nifios X = z
camente esta funcién de distribucion. Fig. 2-10
(a) Tenemosque F(zx) = P(X=x) = 3 f(u). Entonces de

WS flz)
los resultados del Problema 2.1 hallamos
0 —x < <2 Al
1/36 2=2<3
2/8 -
3/36 3=x<4
Fx) = A 6/36 4=z<5 1/8
: ; s T
35/36 11 = < 12 Namero de nifios X = z
1 12 =z < = Fig. 2-11
(b) Véase Fig. 2-12,
F(z)
1} L me—————
33/36 | e
30/36 | —_—
27/36 | ]
24/36 | |
21/36 1 ——
18/36 :
15/36 |- —_—
12/36 | |
9/36 |- e
6/36 |- ———
8/36 | ———
- 2 . A 1 5 A . £
2 3 4 5 ¢ q 8 u 10 1 12

Fig. 2-12
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2.4,

(a) Hallar la funcién de distribucién F(x) para la variable aleatoria X del Problema 2.2 y (b)
representar graficamente esta funcion de distribucion.

(a) Utilizando la Tabla 2-5 del Problema 2.2 obtenemos

0 —m <z <0
1/8 0=2<1
Fz) = 1/2 1=a<P
5/8 2=a<3
1 3= < =

(b) La grifica de la funcidn de distribucion de (a) se muestra en la Fig. 2-13.

F(x)
1 =
|
8 |
6/8 :
5/8 ,..—'
4/8 [ '-—-——J
3/8 |- :
2/8 ;
1/8 + I_.——.i
J L 1 L x
0 1 2 3
Fig. 2-13

VARIABLES ALEATORIAS Y DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CONTINUAS

2.5.

2.6.

Una variable aleatoria X tiene la funcion de densidad f(x) = ¢/(#*+1), donde —o <z <,
(a) Hallar el valor de la constante c. (b) Hallar la probabilidad de que X* esté entre 1/3 y 1.

(@) Debemos tener que f f(x}dx = 1, es decir

° edx
ey = ctan—1%

@

SRR

V3
3

asf que ¢ = 1/x.

(b) Si%§X2§1,entonces§§X§l 6 —

II/\

X

1A

. Por tanto la probabilidad pedida es
_l_f_ﬁ’s dx+1f 2 t dx
rJ 2+ 1 3/3x2+1 )y, 1
2 V3
== -1 — 1) (AL
ﬂ_[tan 1) tan <3 >]
= 2fz_=z=} _ 1
T 7\4 6/ 6

Hallar la funcion de distribucion correspondiente a la funcion de densidad del Problema 2.5.

Fz) = f;ﬂu)du - lf u2+1/= %[ta"_l“,;]

1 1‘ I
£ =l o —1(— = 1
- [tan—!2x — tan—1 (—=)) tan~1zx + I 2

= L + l1;an—la:
2 T
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2.7. La funcion de distribucion para una variable aleatoria X es

l—e?>® zx=0
E@ =0 <0

Hallar (@) la funcion de densidad, (b) la probabilidad de que X > 2, y (c) la probabilidad de
que -3 < X =4.

d (2e—21 x>0
(@ fa) = HFO = 1y Lo,

0

(b) PX>2) = f 2e-2udy = —g—2u
2

2
Otro método.
Por definicion P(X =2) = F(2) = 1— e~4. Por tanto,

PX>2) = 1—(1—e %) = e 4

4 0 4
P(-3<X=4) = du = 0du + f 2e~2u d
(©) ( ) = f swan = f odu+ f2eta
4
= —e—2u = 1 —¢8
0
Otro método.
P(-3<X=4) = P(X=4) — P(X=-3)
= F@) — F(-3)
= (1-e8—(0) = 1—e8

DISTRIBUCIONES CONJUNTAS Y VARIABLES INDEPENDIENTES

2.8. La funcion de probabilidad conjunta de dos variables aleatorias discretas X, Y esta dada por
f(®,y) = c¢(2x +y), donde x, y pueden tomar todos los valores enteros tales que 0 =
x =2 0=y=3,y f(x,y) = 0 de otra forma.

(a) Hallar el valor de la constante c. (c) Hallar P(X =1, Y =2),
(b) Hallar P(X =2,Y=1).

(¢) Los puntos muestrales (x, y) para los cuales las probabilidades son diferentes a cero se indican en la Fig.
2-14. Las probabilidades asociadas con esos puntos, dadas por ¢(2x + y), se indican en la Tabla 2-6.
Puesto que el gran total, 42c, debe ser igual a 1, tenemos que ¢ = 1/42,

Tabla 2-6 v
I - | 3 L ] L ]
S Y Totales
| e 0 | 3
XN [ b
- | 2 L] °
0 0 | ¢ 2¢ 3¢ 6¢c
1
1 2 | 8 | 4¢ | 5¢ 14c i % -
2 4c 5¢ 6¢ Te 22¢c2 1l - * x
| sn 7w : | ! 0] 1 2
6c | 12 5
Totales = c | 9¢ f c | 15¢ | 42¢ Fig. 214
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(b) De la Tabla 2-6 determinamos que
P(X=2,Y=1) = 5¢c = —

(¢) De la Tabla 2-6 determinamos que
PX=1Y=2)

> 22 flx, y)

=1 v=

(2¢ + 3¢ + 4¢) + (4¢ + bc + 6¢)

24 4

= 24c -7

como se indica por las entradas sombreadas en la tabla.

2.9. Hallar las funciones de probabilidad marginal (¢) de X y (b) de Y para las variables aleatorias
del Problema 2.8,

(a) La funcién de probabilidad marginal para X esti dada por P(X =) = f;(x) y puede obtenerse de los
totales del margen en la columna derecha de la Tabla 2-6. De estos vemos que

6c = 1/7 =0
PX==z) = filx) = 14¢ =1/3 x=1

1 1 11 22¢ =11/21 =z =2
Verificacion: 7 = 3 aF 21 = 1

(b) La funcién de probabilidad marginal para Y esti dada por P(Y =y) = f,(y) y puede obtenerse de los
totales del margen en la Gltima fila de la Tabla 2-6. De estos vemos que

( 6e=1/T y =0
e =38/14 y=1
PY=y) = f) = {
12¢ =211 ¥y =2
| 16e = 5/14 y =3
Veriﬁca’cio.’m:l+i-‘r-2-}-i =1

7714777 14

2.10. Demostrar que las variables aleatorias X, Y del Problema 2.8 son dependientes.

Si las variables aleatorias X, Y son independientes debemos tener, para todo x, y,
PX==x2,Y=y) = PX=x)P(Y =y)

Pero, como se determina de los Problemas 2.8 (b) y 2.9,

—oy=1 = 3 —gy = 1 -1 = 3
PX=2Y=1) = 12 PX=2) = 21 P(Y=1) = 14
asf que PX=2Y=1) # PX=2)P(Y=1)

El resultado también se deduce del hecho de que la funcién de probabilidad conjunta, (2x + y)/42, no
puede expresarse como una funcion de x veces una funcion de y.

2.11. La funcidén de densidad conjunta de dos variables aleatorias continuas X, Y es

{cxy 0<ax<4 1<y<5b
fl@y) = 0 de otra forma
(a) Hallar el valor de la constante c. (c) Hallar P(X =3, Y =2).

(b) Hallar P(1<X <2, 2<Y <38).

(a) Debemos tener la probabilidad total igual a 1, es decir

f_i J‘_: fw,y)dedy = 1
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Empleando la definicién de f(x, y), la integral tiene el valor

1 5 4 5
f- f cxydxdy = cf [f xydy]dz
=0 y=1 r=0 L/ y=1
4 2 |3 4
zy 25 =«
= ¢ === der = ¢ f (———-— dx
-[::o 2 |y=1 r=o \ 2 2>

4 4
= @ f 122dx = ¢(6x2)
r=0

Entonces 96¢c =1 y ¢ = 1/96,
(b) Utilizando el valor de ¢ hallado en (a) tenemos

2Y ax d

-[: 1f 2 96 4

5 i g 2y
= ). l[f ””d”:] 96f

i 5_z,,x - L(ﬁ)

P1<X<22<Y<3)

96 J,., 2 92\ 2 128
4 2
(c) PXz3Y=2 = f f ;gdxdy
=3 1
4 4 2 2
= —L [f xydy:'dx = lf xy_ dx
96 =3 y=1 96 =3 2 y=1
_ 1 (* 32, _ 1
= %), 2% T 12

2.12. Hallar las funciones de distribucién marginal (a) de X y(b) de Y del Problema 2.11.

(a) La funcién de distribucién marginal para X si 0 < z < 4 es

Fyz) = PXsz) = erfi_ e

—dd
f.,- f 1 96

_ e
96 o [f= uvdv]du = e

Para z = 4, F (x) = 1; para x < 0, F(2) = 0. Por tanto
0 rxr<0
Fi(x) = x2/16 0=2x<4
1 x=4

Puesto que F;(x) es continuaenx = 0y x = 4, podrfamos remplazar en la expresién anterior < por=.

(b) La funcién de distribucién marginal para Y si 1 = y<5es

f__w f flu, v) du dv
J; oj; lgé-dudv = %

Fy(y) = P(Y=y)
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Para y = 5, F,(y) = 1. Para y < 1, F,(y) = 0. Por tanto

0 y<1
Foty) = (¥y¥2—1)/24 1=y <5
1 y=5

Puesto que F, (y) es continua en y = 1, y = 5, podriamos remplazar en la expresién anterior < por =.

2.13. Hallar la funcion de distribucion conjunta para las variables aleatorias X, Y del Problema 2.11.

Del Problema 2.11 se observa que la funcién de densidad conjunta para X, Y puede escribirse como el
producto de una funcidn en x veces una funcién en y. En efecto, f(x,¥) = f, (%) fo(y), donde

cr 0<zx<4 oy 1<y<5
f1(x) = falw) =
0 de otra forma 0 de otra forma

y ¢jc; = ¢ = 1/96. Se deduce que X, Y son independientes, de tal manera que su funcién de distribucién
conjunta estd dada por F(x,y) = F,(x)F,(y). Las distribuciones marginales F; (x) y F,(y) se determinaron
en el Problema 2.12; la Fig. 2-15 muestra la definicién por trazos de F(x, y) resultante.

v

Flz,y) =0 - Fle9) = Pz, y) = 1
- 22
- 16
L 0
i Flx,y) = v — 1

Flz, ¥} =0 T z2(y? — 13 File,¥) = T
- (16)(24) v

i i i i i i y - i x
Fiz, 0 =0 Flz, ) =0 Filx,y) =0
=4
Fig. 2-15
2.14. En el Problema 2.11 hallar P(X + Y < 3). ¥
En la Fig. 2-16 hemos indicado la regién cuadrada 0 < x < 2

4,1 < y < 5 dentro de la cual la funcién de densidad
conjunta de X, Y es diferente de cero. La probabilidad
pedida estd dada por

PX+Y<3 = fff(x, y) dx dy
R

donde R es la parte del cuadrado sobre el cual x +y < 3,
regidn sombreada en la Fig. 2-16. Puesto que f(x, y) =
xy /96 sobre R, esta probabilidad esti dada por

2 3—zx %y
—=dx dy
J;:o -I'_‘,:l 96

1 2 3—x I
. L ydy |dz .
96 .J.-0 [J:Fl oy ”:] - Fig. 2-16
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S U 7. P | f” o _ 1
96,9 2 |y=1 = = 153 . (%8 =) — 2]dx = o

CAMBIO DE VARIABLES

2.15.

2.16.

2.17.

Demostrar el Teorema 2-1, pagina 46.
La funcién de probabilidad para U esti dada por
glu) = P(U w) = Plp(X)=u! = P X=yu) = flgp)]

En una manera aniloga puede demostrarse el Teorema 2-2, pagina 46, Véase Problema 2.66.

Demostrar el Teorema 2-3, pagina 46.

Primero considere el caso donde u = ¢(x) 6 x = Y(u) es una
funcién creciente, esto es, ¥ aumenta a medida que x aumenta
(Fig. 2-17). Entonces, como puede deducirse de la figura,

tenemos /
(1) Plu, U<u,) = Plx;<X <) s

_ u= glx)
; (]
o uy b o=l

(@) "uzg(u) A |- f fl) iz | =

Remplazando x = Y/(u) en la integral al lado derecho, (2) puede
escribirse como Fig. 2-17

[Totan = [ rively e du

Juy

Esto es vilido ps:a todo u; y u, solamente si los integrandos son idénticos, es decir
gw) = flpla)iyp'(n)

Este es un caso especial de (34), pagina 46, donde W' (u) > 0 (es decir la pencdiente es positiva). Para el caso
donde l,l/ (u) = 0, esto es, u es una funcién decrecnente de x, tamblen podemos demostrar que (34) se cumple
(véase Problema 2.67). El teorema también se puede demostrar si \1/ (u)yz0ao dz w)y<o.

Demostrar el Teorema 2-4, pagina 46.

Primero suponemos que a medida que x, y crecen, ¥ y v también crecen. Igual que en el Problema 2.16
podemos demostrar que

Plu, <U<up, v <V<vy) = Pla;<X<uxy, y <Y <yp)

uy Uy
o r f g(w, v) du dv
<y vy

Remplazando x = Y;(u, v), ¥ = Y, (x4, v) en la integral de la derecha tenemos por un teorema de cilculo

avanzado 'que
Uy Uy
f J 9(u, v) dudv
uy Yy

donde J =

Iy Vs
f f@.y) de dy
X

1 Yi

f i f " Flpae ), gali, v))J du dv

d(x, y)
a(u, v)
es el Jacobiano. Por tanto

g(u,v) = flya(u, v), polu, v)]J

que es (36), pagina 46, para el caso donde J >0, Anilogamente podemos demostrar (36) para el caso donde
J<O0.
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2.18. La funcion de probabilidad de una variable aleatoria X es

4 {2—’ 3 =0l 72,855 5 ¢
U s 0 de otra forma
Hallar la probabilidad para la variable aleatoria U = X* + 1.

Puesto que U = x* 4+ 1 la relacién entre los valores de u y x de las variables aleatorias U y X est4 dada por
u=x2*+1 6 x=1Vu—1, donde u =2,17,82,...y se ha tomado la raiz real positiva. Entonces la funcién
de probabilidad pedida para U es

4
2-Vu-l 34 =2,17,82, ...
g(u.) 0 ~ de otra forma

utilizando el Teorema 2-1, pigina 46, o el Problema 2.15.

2.19. La funcion de probabilidad de una variable aleatoria X esta dada por
z?/81 -3<x<6
fl) =
0 de otra forma
Hallar la densidad de probabilidad para la variable aleatoria U = 3(12 — X).

Tenemos u =1/3(12 — x) 6 x = 12 — 3u. As{ para cada valor de x hay uno y solamente un valor de u y
reciprocamente, Los valores de u que corresponden a x= — 3 yx = 6 son 4 = b y u = 2 respectivamente.
Puesto que w'(u) = dx/du = — 3 se deduce por el Teorema 2-3, pégina 46, o por el Problema 2,16 que la
funcién de densidad para U es

(12—3u)2/27 2<u<b
o {0 de otra forma
5 8
b acl (12—-38w2 , _ (12— 3u)
Verificacién: J; 7 du = 2 A 1
2.20. Hallar la densidad de probabilidad de la va- “

riable aleatoriaU = X? donde X es la varia-
ble aleatoria del Problema 2.19.

Tenemos u = x2 & « = *\/u. Asi para cada va-
lor de x corresponde uno y solamente un valor de
u pero para cada valor de u ¥ 0 corresponden dos
valores de x. Los valores de x para los cuales — 3 <
x < 6 corresponden a los valores para los cuales 0 =
u < 36 como se muestra en la Fig. 2-18.

Como se observa en esta figura el intervalo — 3 < x
=3 corresponde a0 =« =9 e1 tantoque 3 <x< 6
corresponde a 9 < u < 36. En este caso no podemos
emplear el Teorema 2-4 directamente pero podemos
proceder de la manera siguiente. La funcién de
distribucién para U es

Gu) = P('T=u) Fig. 2-18

Entonces si 0 = u = 9 tenemos

Gu) = PU=u)

I
Ja
A
&
[

P(—Vus XS Va)

I
I >
by
=
,
&

Pero si 9 < u < 36 tenemos
Vu
Gu) = PUsSu) = P(-3<X<Vu) = f f(x) d=
3
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Puesto que la funcién de densidad g(u) es la derivada de G(u) tenemos, usando la regla de Leibniz (12),
fVw) + f(=Vu)

0O=u=9
2V
gw) = < fVu)
2Vl 9 <u<36
0 de otra forma
Utilizando la definicién dada de f(x) esto se convierte en
[ Va/81 0=u=9
glv) = < Vu/162 9.< u < 36
L0 de otra forma
9 36 9 36
. . Vu J‘ m _ 2u3r2 ud/’2 i
Verificacién : J; 81 du -+ 3 162”"' = o4y , + 243 |, 1

2.21. Si las variables aleatorias X, Y tienen funcioén de densidad conjunta

2y/96 0O0<x<4,1<y<5b
flx,y) =
0 de otra forma
(véase Problema 2.11) hallar la funcién de densidad de U = X + 2Y.
Método 1.
"Sea u = x + 2y, v = x, escogiendo arbitrariamente la

segunda relacién. Entonces la solucidén simultinea
resulta x = v, y = 1/2(u — v). Por tanto la regién 0
<z < 4, 1< y<5 corresponde a la region 0 < v <
4, 2 < u — v < 10 que se muestra sombreada en la
Fig. 2-19.

El Jacobiano estid dado por

oz 0w ‘
J = Ju dv i
%y 9y
Jou dv
0 1
Fo ey ;
2 2 A
1 g
E— Fig. 2-19
2 g
Entonces por el Teorema 2-4 la funcién de densidad conjuntade Uy Ves
v(u — v)/384 2<u—v<10, 0<v<4
slenl o= 0 de otra forma
La funcion de densidad marginal de U esti dada por
r u—2 vl — t'}
e <
LG 384 dv 2<u<é6
4
f W’;T‘lv)dv 6<u<10
giw) = <4 =0
4
v(u—v)
————dv 10<u<14
.[, =u-10 384
0 de otra forma
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como se determina refiriéndose a las regiones sombreadas 1, /I, III de la Fig. 2-19. Desarrollando las integra-
ciones encontramos

(e — 2)2 (u + 4)/2304 2<u<6

(3u — 8)/144 6<u<10
710 =) 348y —us—2128)/2804 10 <u < 14

0 de otra forma

Puede efectuarse una verificacion al demostrar que la integral de g, (u) es igual a 1.

Método 2.
La funcion de distribucién de la variable aleatoria X + 2Y est4 dada por

PX+2Y Sw) = fj‘ iR Gy ff 2 i dy

T+ = u r+2y = u
0<z<4
1<y<$

Para 2 < u < 6 observamos al referirnos a la Fig. 2-20 que la Gltima integral es igual a

u—2 (u— :)/2 :(u_x)z
f W f segdzdy = [ 768 192]"”

Al derivarla con respecto a u se encuentra (u — 2)? (u + 4)/2304. De una manera aniloga podemos obtener el
resultado del método 1 para 6 < u < 10, etc.

\y . w=v

Fig. 2-20 Fig. 2-21

2.22. Si las variables aleatorias X, Y tienen la funcion de densidad conjunta

zy/96 0<zx<4, 1<y<b

fl,y) =
0 de otra forma

(véase Problema 2.11) hallar la funcion de densidad conjunta de U = XY2, V = X*Y.

Considérese u = xy?2, v = x2y. Al dividir estas ecuaciones obtenemos y/x = u/v asi que y = ux/v. Esto nos
conduce a la solucién simultdnea x = v2/3u—1/3, y = y2/3y=1/3, La imagen de 0 <x < 4,1 <y <5 enel pla-
no uv estd dada por

0 < ¥23y~1/3 < 4 1 < u23p-13 < §

que son equivalentes a
v2 < 64u v < u? < 126v

Esta region se muestra sombreada en la Fig. 2.21.

El Jacobiano esta dado por
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A3

_%,,z/su—ua %v—l/au—x/a
i, = = _lu—z/av—zls
Eu—n/sv—m —1 . 23y-us3 ¥
3 gutv
Asi la funci6én de densidad conjunta de Uy V es, por el Teorema 2-4,

(v2/3 4~ 1/3)(u2/3p—1/3)

Gk 96 (Ju—23v-2/3) v2 < 64u, v < u2 < 126v
g, v) = <

0 de otra forma

o
=
=
<
~
Il

 [u—1/3v=1/3/288 v2 < 64u, v < u2 < 126v
0 de otra forma

CONVOLUCIONES

2.23. Sean X, Y variables aleatorias que tienen una funcion de densidad conjunta f(x, y). Demostrar
que la funcion de densidad de U'= X + Y es

g(u) = ‘f_: f(v, u—v)dv

Método 1.

Sea U= X + Y, V = X, donde arbitrariamente hemos agregado la segunda ecuacion. A estas ecuaciones
corresponden u=x+y, v=x6 x =v, y = u— v. El Jacobiano de la transformacion estid dado por

9z 9z
J ou Jv . 0 1 1
| s 1 -1
du av

Asi por el Teorema 2-4, pagina 46, la funcioén de densidad conjuntade Uy V es
g(u, v) = flv,u—v)
Se deduce de (26), pégina 45, que la funcién de densidad marginal de U es

ow) = f_ fv, u—v) dv

Método 2.

La funcidn de distribucién de U = X + Y es igual a la integral
doble de f(x, y) tomada sobre la regién definida porx +y = u,
esto es

6w = [f ewizay v

Tty =u

Puesto que la regidn estd por debajo de la Ifnea x + y = u, como
se indica por la parte sombreada en la Fig. 2-22, vemos que

Guw) = L:_” [j::_: f(x,y)dy]dx

La funcién de densidad de U es la derivada de G(u) con respec-
to a u estd dada por

glu) = fle, u— z) dz

—a

utilizando la regla de Leibniz (12) primero en la integral de x y
luego en la integral de y. Fig. 2-22
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2.24. Resolver el Problema 2.23 si X, Y son variables aleatorias independientes que tienen funcio-
nes de densidad f, (x), f; (¥) respectivamente.

En este caso la funcion de densidad conjunta es f(x, y) = f; (x) f, (), asi que por el Problema 2.23 la funcién
de densidadde U= X + Y es

00 = [ f@fw-vd = f0

que es la convolucién de f; y f,.

2.25. Si X, Y son variables aleatorias independientes que tienen funciones de densidad

f1(@) 2e%= =0 L) e ¥ y=0
X = =
. o z<0 A 0 y<0

hallar la funcion de densidad de su suma, U= X + Y.
Por el Problema 2.24 la funcion de densidad pedida es la convolucién de f; y f, y estd dada por

0w = fi*h = [ fa—v)do
En el integrando f; se anula cuando v < 0 y f, se anula cuando v < u. Por tanto

o) = fo " (26-20)(36-30u-v)) dy

u
= 6e~3u f evdv = 6e duler—1) = 6(e 28— e 3u)
0
siuz=z0ygu)=0siu<0.

Verificacién: f gluwydu = 6 fﬂ (=M —e ) du = 6<% i %) e
—w (]

2.26. Demostrar que f,*f, = f,* f, (Propiedad 1, pagina 47).

Tenemos

fr*fs = f:_ f1() fa(u—v) dv

Haciendo w = u — v de tal manera que v = 4 — w, dv = — dw, obtenemos

fi* e = f= fi(w—w) fplw)—dw) = f=_ f) fiu—w)dw = fp*fy

DISTRIBUCIONES CONDICIONALES

2.27. Hallar (a) f(y¥ 12), (b) P(Y = 1|X = 2) para la distribucion del Problema 2.8.
(a) Empleando los resultados en los Problemas 2.8 y 2.9 tenemos

_ fzy) _ (Cx+y)/42
s = 3@ = A
asf que con x = 2
_ 4+wa2 _ 4+y
fwld = 531 = 3

(b) PY=1|X=2) = f1]|2) = 2;‘2
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2.28. Si X, Y tienen la funcion de densidad conjunta

34+2y O0<z2<1 0<y<l1
fle,y) =

0 de otra forma

hallar (a) f(y|z), (b) P(Y >34 |4 <X <3}+dx).

(@) Para 0 < x <],
1
3 3
aw = (Z+xu>dy = it

[ 3 + dxy
S e e 0<y<1
y flylz) = flz,y) l 3+ 2»
f:‘:]
10 otra y
Para otros valores de x, f(x]y) no esta definida.
", '3+ 2y 9
b P(Y > <X<3}+dr) = f U = f 3+, - 3%
®) Y>414% 3 +dz) S hdy | =

2.29. La funcion de densidad conjunta de las variables aleatorias X, Y esta dada por
82y 0=z=1 0=y=z
fle,y) =
0 de otra forma
Hallar (a) la densidad marginal de X, (b) la densidad marginal de Y, (c) la densidad condicio-
nal de X, (d) la densidad de Y.

La regidon sobre la cual f(x, y) es diferente a cero se muestra
sombreada en la Fig, 2-23.

(a) Para obtener la densidad marginal de X fijamos x e integramos con v

respecto a ¥ desde 0 hasta x como se indica por la franja verticalen
la Fig, 2-23, El resultado es

filz) = f 8xydy = 4a8
v=0 !

para 0 < x < 1, Para los otros valores de x, f, (x) = 0. 4,4‘
A =
(b) Anilogamente, la densidad marginal de Y se obtiene fijandoa y e g=1
integrando con respecto a x desde x = y hasta x = 1, como se
indica por la franja horizontal en la Fig. 2-23. El resultado es para 0 ;
<y<1, z
1
Lo = f swdr = 41—y
IT=y
Para los otros valores de y, fo(y) = 0. Fig. 2-23

(¢c) La funcién de densidad condicional de X es, para 0 <y <1,
{2:!:/(1——112) y=x=1

- &)
flely) = G5

La funcién de densidad condicional no esti definida cuando f3 (y) = 0.
(d) La funcién de densidad condicional de Y es, para 0 <x <1,

o8 W) SRRy S S
foyla) = fri®) {0 otra y

0 otra x

La funcién de densidad condicional no estd definida cuando fy (x) = 0.
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1 1 1 1
Verificacién: f filx)dx = f 4r3dx = 1, f foy)dy = f dy(l—y2dy = 1
0 0 0 0

2.30. Determinar si las variables aleatorias del Problema 2,29 son independientes.

En la region sombreada de la Fig. 2-23, f(x,y) = 8xy, fi(x) = 423, f,(y) = 4y(1 —y?). Por tanto f(z,¥)
# f1(2) fo(y), y asi X, Y son dependientes.

Debe anotarse que no puede deducirse a partir de f(x, y) = 8xy, que f(x, y) puede expresarse como una
funcién de x por una funcién de y. Esto se debe a la restriccién 0 = y = x. Si esta se remplazari por alguna
restriccion en y no dependiente de x (como en el Problema 2.21), tal conclusion seria verdadera.

APLICACIONES A LA PROBABILIDAD GEOMETRICA

2.31.

2.32.

Una persona jugando a los dardos encuentra que la
probabilidad de que el dardo caiga entre r y r + dr es

Pr=R=r+4+dr) = c[l— <£>2:'dr

Aqui, R es la distancia del impacto desde el centro del
objetivo, ¢ es una constante y a es el radio del objetivo
(véase Fig. 2-24). Hallar la probabilidad de pegar en el
blanco, que se supone tiene radio b. Suponer que siem-
pre se hace impacto en el objetivo.

La funcién de densidad estd dada por

fr) = c[l - <£>ZJ Fig. 2-24

Puesto que siempre se hace impacto en el objetivo, tenemos

i s

de lo cual ¢ = 3/2a. Entonces la probabilidad de pegar en el blanco es

y _ 8 (" r\2 _ b(3a2— b
J;f(r)dr = EEJ; [1—<;> ]d'r = T @

Dos puntos se escogen aleatoriamente en el intervalo 0 = x = 1. Determinar la probabilidad
de que la suma de sus cuadrados sea menor que 1.

Denétense por X, Y las variables asociadas con los puntos dados. Puesto que se supone que intervalos iguales
tienen probabilidades iguales, las funciones de densidad de X, Y estin dadas respectivamente por

1 0=x=1 1 0=sy=1
(1) file)y = {o f2(y) J

de otra forma - |0 deotra forma

Entonces ya que X, Y son independientes, la funcién de densidad estd dada por
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0=z=1,0=y=1 ¥

de otra forma

N 1
(2) flz,y) = fi(@foly) = {0

Se deduce que la probabilidad pedida est4 dada por

(€)) P(X2+Y2=1) = jfd:t dy
]

o

donde R es la regi6n definida por x24y%2 =<1, 2=0, y 20, o0 seaun
cuadrante de una circunferencia de radio 1 (Fig. 2-25). Entonces puesto que
(3) representa el drea de R observamos que la probabilidad pedida es 7/4. Fig. 2-25

PROBLEMAS DIVERSOS

2.33. SupOngase que las variables aleatorias X, Y tienen la funcion de densidad conjunta

c2z+y) 2<x<6, 0<y<5
0 de otra forma

fl,y) = {

Hallgr () la constante ¢, (b) las funciones de distribucion marginal para X y Y, (c¢) las
funciones de densidad marginal para Xy Y, (d)P(3< X< 4,Y > 2), (¢) P(X> 3), (H P(X +
Y > 4), (g) la funcion de distribucidn conjunta, (k) si X, Y son independientes.

(

2xy +
<10a: + 2?

(a) La probabilidad total estd dada por
8 5 5
I f o(2x+ y)dx dy
=2 Jy=9

dx
0

6 2
A
=2 2
[
f c 5>dx = 210¢
z=2

Para que esto sea igual a 1, debemos tener ¢ = 1/210,

(b) La funcién de distribucién marginal para X es

Fi(z) = PX=s2) = J;____“j;:_mf(u,v)dudv

x 0
f f Odudv = 0 x <2
=—w JV=—x

z 5
2u+ v 222 4 bz — 18
dudy = ————— Sx<8
-’;:z ~£=o 210 84

[} 5
2u +v
dudv = 1 =6
~£=2 fv-—ro 210

La funcidn de distribucidon marginal para Y es

v
f f(u, v) du dv
= - v=—m>
R ’
f f Odudv = 0 y<0
UH=—w V=—ow
6 y
2u + v y? + 16y |

= = sy <
= <£=2£=0 210 du dv 105 0=y<5

] 5
2u + v -
Ljr:=2 j;:o 310 dudv = 1 ¥y=5b

F,y) = P(Y=y) = f

v
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(¢) La funcion de densidad marginal para X es, de la parte (b),
d (4 +5)/84 2<z<6
fi@) = ZF@ = 1,

de otra forma

La funcién de densidad marginal para Y es, de la parte (b),

d 2y +16)/106 0<y<5
f2ly) = WFz(y) T de otra forma
1 3
(d) P(3<X<4,Y>2) = 2—10—£=3£=2(2x+u)dxd1/ = 2
AR e f 3 _ 28
(e) PX>3) = 210];:3 o 2z +y)dxdy = 28
) PX+Y>4) = f flz, y) dx dy

R
donde R es la regién sombreada de la Fig, 2-26. Aunque se puede encontrar de esta forma, es mis facil
utilizar el hecho de que -

PX+Y>4) = 1 - PX+Y=4) = 1—f fl ) didy

donde R’es la regidn doblemente rayada de la Fig. 2-26. Tenemos

4 4—zx
PX+Y=4) = ?iEf 2f CGztydedy = g
Al

Por tanto P(X +Y > 4) = 33/35.

ol
o

-

COO

\_

Yoo

€2,

c:ae

IR
5 )

2

I
f"r_;c_c

1%

T
Fig. 2-26 Fig. 2-27
(g) La funcidn de distribucion conjunta es
x y
Fx,y) = PX=zY=y = f f f(u, v) du dv
U=—o0 Juv=—o

En el plano uv (Fig. 2-27) la regién de integracion es la interseccién del plano en el primer cuadrante u
=x, v=yyelrectingulo 2<u<6,0<v<5[en el cual f( u, v)no es cero]. Parala localizacion de (x,
¥) como se muestra en la figura, tenemos

2utv Y4 _ 16y + y?
Fv) fu 8 f 210 ¥ = g
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2.34.

2.36.

VARIABLES ALEATORIAS Y DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD [CAP. 2

Cuando (x, ) se encuentra dentro del rectingulo, obtenemos otra expresién, etc. Los resultados comple-
tos se muestran en la Fig, 2-28.

¥ | |
i |
[ Fiz,u) = |
Flz.0) =0 | svvge—18 | Fzy =1
| |
Ll o0 B DAFSAIE LS I I_ma L f o At
= F(z,y) =
Fz,¥) =0 222y + zyzy— 8y — 22 Fy) = V’TTSIGV
= 420
i L L 1 x
| |
F(x,y) =0 : F(z,y) =0 : F(x,y) =0
| |
| |
Fig. 2-28
(h) Las variables aleatorias son dependientes ya que
flx,y) # f1(2) fa(y)
o, lo que es equivalente F(xz,y) = F,(z) Fy(y).
Si X tiene la funcion de densidad
6rx(l—2) 0<z<1
flx) =
0 de otra forma
Hallar la funcion Y = h(X) que tenga la funcion de densidad
1281—-9) O0<y<l1
9y = f
0 de otra forma

Suponemos que la funcién desconocida h es tal que los intervalos X = x, Y = y = h(x) tienen una
correspondencia uno a uno en una forma continua, Entonces P(X = x) = P(Y = y), es decir las funciones de
distribuci6bn deben ser iguales. Por tanto, para 0 < z,y < 1,

x Y
f 6u(l —u)du = f 1293(1 — v2) dv
()} 0

o 3x2 — 223 = 3yt — 295

Por inspeccién, *x = y2 6 y = h(x) = +V/x es una solucidén, y esta solucién tiene las propiedades deseadas.
Por tanto Y = +VX.

Hallar la funcion de densidad de U = XY si la funcion de densidad conjunta de X, Y es f(x, ¥).

Método 1.

Sea U= XY, V= X, alas cuales corresponde u = xy, v =x 6 x = v, ¥y = u/v. Entonces el Jacobiano esta da-
do por
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o9z dx
. ou  ov 0 1 !
— = = —v
9y 9y vl —uv—2
ou v

Por tanto la funcién de densidad conjunta de U, V es

gwv) = T:)—'f(v, %)

a partir de la cual se obtiene la funcién de densidad marginal de U.
@ = [ owwdw = [ gi(ot)m
N W - JL I\ T

La funcién de distribucion de U es

Método 2.

Gw = f f ey aray

TY=u

Para u = 0 la regidn de integracién se muestra sombreada en la Fig. 2-29. Observamos que

0 0 ES u/z
cw = [ [ [ rmnana+ [ revray |as
— u/z 0 — 0
Derivando con respecto a u utilizando la regla de Leibniz, obtenemos
0 © ®
e e w 1 2\g = f L, < u
gu) = f.w <T>f<x,x)dx + J; xf<ac, x>d:¢: = " [.’clf 2 dx

El mismo resultado se obtiene para u < 0, cuando la regién de integracion estd limitada por la hipérbola a
trazos en la Fig. 2-29,

- zy—u>10

z

-—

Fig. 2-30

2.36. Un piso tiene lineas paralelas a distancias iguales ! entre si. Una aguja de longitud a </ cae
aleatoriamente al piso. Hallar la probabilidad de que la aguja intersecte una linea. (Este
problema es conocido como el problema de la aguja de Buffon).

Sea X una variable aleatoria que da la distancia del punto medio de la aguja a la linea més cercana (Fig. 2-30).
Sea ® una variable aleatoria que da el dngulo agudo entre la aguja (o su prolongaci6n) y la linea, Denotamos
por x y O cualquier valor determinado de X y ©. Se observa que X puede tomar cualquier valor entre 0 y /2,
asf que 0 = x = /2. También © puede tomar cualquier valor entre 0 y 7/2. Se deduce que
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2.317.
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Pe<XSz+ds) = Sde

P(e < 8 = ¢+ de) :Eda

v

es decir, las funciones de densidad de X y © estin dadas por f,(x) = 2/l, f,(6) = 2/n. Como verificacién
notamos que
2 S
f -?—dx 1
0

w2
f 2] de
0 T

Puesto que X y © son independientes la funcién de densidad conjunta es

Il
ot

_ 2.2 _ 4

filzig) = Izl TG

De la Fig. 2-30 se observa que la aguja realmente toca la linea cuando X = (a/2) sen ©. La probabilidad de
este suceso esta dada por

/2 (a/2)sent
- S e
(2]

=0 Jz=0 lr

Cuando la expresion anterior se iguala a la frecuencia de caidas observadas en experimentos reales, se
obtienen valores precisos de 7 Esto indica que el modelo de probabilidad descrito es apropiado.

Dos personas acuerdan encontrarse entre las 2:00
P. M. y las 3:00 P. M. con el convenjo de que no
se esperaran mas de 15 minutos. ;Cual es la pro-
babilidad de que se encuentren?

ey ]

tante de llegada, medido en fracciones de hora después de
las 2:00 P. M., de las dos personas. Suponiendo que a
intervalos de tiempo iguales corresponden probabilidades
de llegada iguales las funciones de densidad de X, Y estdn
dadas respectivamente por

i =g s
fi(e) =
0 de otra forma 3 |

1 =y=1
f2ly) = {

0 de otra forma

Sean X, Y las variables aleatorias que representan el ins- I

Fig. 2-31
Entonces, puesto que X, Y son independientes, la funcién
de densidad conjunta es

0=x=1 0=y=1

1
() flz,y) = filx) foly) = {0

de otra forma

Puesto que 15 minutos = 1/4 de hora, la probabilidad pedida es

@) P<}X—Y|§%> = ffdxdy
£

donde R es la region sombreada que se muestra en la Fig, 2-31, El lado derecho de (2) es el irea de esta
regibén, que esiguala 1 —($)(§) = &, ya que el cuadrado tiene drea 1, en tanto que los dos tridngulos de las
esquinas tienen dreas 3(§)(4) cada uno. Por tanto la probabilidad pedida es 7/16.
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Problemas suplementarios

VARIABLES ALEATORIAS Y DISTRIBUC IONES DE PROBABILIDAD DISCRETAS

2.38. Una moneda se lanza tres veces. Si X es la variable aleatoria que indica el nimero de caras que resultan, (a)
construir una tabla que muestre la distribucién de probabilidad de X y (b) representar graficamente la
distribucidn,

2.39. Una urna tiene 5 bolas blancas y 3 negras. Si se extraen dos bolas aleatoriamente sin remplazamiento y X
denota el nGmero de bolas blancas, (¢) hallar la distribucion de probabilidad para X y (b) representar
graficamente la distribucién,

2.40. Resolver el Problema 2.39 si se extraen las bolas con remplazamiento.

2.41. Sea Z la variable aleatoria que representa el nimero de caras menos el nfimero de sellos en dos lanzamientos
de una moneda honrada. Hallar la distribucién de probabilidad de Z, Comparar los resultados con los
Ejemplos 2.1 y 2.2.

2.42. Sea X la variable aleatoria que representa el ntimero de ases extraidos aleatoriamente en 4 cartas de una

baraja de 62 cartas. (a) Construir una tabla que muestre la distribucién de probabilidad de X y (b)
representar grificamente la distribucién,

FUNCIONES DE DISTRIBUCION DISCRETA

2.43. La funcién de probabilidad de una variable aleatoria X ge muestra en la Tabla 2-7. (¢) Construir una tabla que
indique la funcién de distribucién de X y (b) representar grificamente esta funcién de distribucién.

Tabla 2-7 Tabla 2-8
x 1 2 3 x 1 2 3 4
f(x) 1/2 | 1/3 | 1/6 F(x) 1/8 | 3/8 | 3/4 1

2.44. Obtener la funcién de distribucién y su grifica para el (a) Problema 2.38, (b) Problema 2.39, (c) Problema
2.40,

2.45. Obtener la funcibén de distribucién y su grifica para el (a) Problema 2.41, (b) Problema 2.42,

2.46. La Tabla 2-8 muestra la funcion de gdistribucidn de la variable aleatoria X. Determinar (a) la funcion de
probabilidad, (b)) PA =X =<8), (¢) P(X=2), (d) P(X<3), (e) P(X>14).

VARIABLES ALEATORIAS Y DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CONTINUAS

2.47. Una variable aleatoria X tiene funcioén de densidad
ce 3t x>0
f@® =1, 2=0
Hallar (a) la constante ¢, (b) P(1< X <2), (c) P(X=3), (d) P(X<1).

2.48. Hallar la funcion de distribucion para la variable aleatoria del Problema 2.47. Representar graficamente las
funciones de densidad y distribucion, describiendo la relacién entre ellas,

2.49. Una variable aleatoria X tiene funcién de densidad
ex? 1=z=2
fx) = cx 2<x<3

0 de otra forma
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2.50.

2.51.

2.52.

2.53.

VARIABLES ALEATORIAS Y DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD 5 [CAP. 2

Hallar (a) la constante ¢, (b) P(X > 2), (¢) P(1/2 <X < 3/2).
Hallar la funcion de distribucién para la variable aleatoria X del Problema 2.49.

La funcion de distribucion de una variable aleatoria X estd dada por
(ex? 0=z<3
F(zx) = 1 1 =3
| 0 r< 0
Si P(X = 3) = 0 hallar (e) 1a constante ¢, (b) la funcidén de densidad, (¢) P(X > 1), (d) P(1 <X <2).

¢Puede ser la funcion

c(l — x2) 0=zx=1
F =
@) 0 de otra forma

una funcion de distribucién? Explicar.

Sea X una variable aleatoria que tiene una funcién de densidad

cx 0=x=2
flx) = {

0 de otra forma

Hallar (a) el valor de la constante ¢, (b) P(1/2 < X < 3/2), (¢) P(X > 1), (d) la funcién de distribuci6n.

DISTRIBUCIONES CONJUNTAS Y VARIABLES INDEPENDIENTES

2.54.

2.55.

2.56.

2.57.

2.58.

2.59.

La funcién de probabilidad conjunta de dos variables aleatorias discretas X, Y est4 dada por f(x, y) = cxy
parax =1, 2,3,y =1, 2, 3, cero de otra forma. Hallar () la constante ¢, (b) P(X=2,Y =3), (¢) PA=X=
2,Y=2), (d) P(XZ2), (¢ P(Y<2), (fy P(X=1), (9) P(Y=3).

Hallar las funciones de probabilidad marginal de (a) X y (b) Y para las variables aleatorias del Problema 2.54,
(¢) Determinar si X, Y son independientes.

Demostrar que las variables aleatorias discretas X, Y sonindependientes solo si para todos los valpres de x, y
su funcién de probabilidad conjunta puede expresarse por el producto de una funcién en x y una funcién en
y.

Sean X, Y variables aleatorias continuas que tienen funcion de densidad conjunta

e(x2+y?) O0=x=1 0=y=1
flz,y) =

0 de otra forma

Determinar (a) la constante ¢, (b)) P(X <}, Y > 1), (o) P(} <X <4), (d P(Y<]), (e) si X Y son inde
pendientes.

Hallar las funciones de distribucién marginal (a) de X, (b) de Y para la funcion de densidad del Problema
2.57.

Demostrar el resultado del Problema 2.56 para el caso donde las variables son continuas.

DISTRIBUCIONES CONDICIONALES Y FUNCIONES DE DENSIDAD

2.60.

Hallar la funcién de probabilidad condicional (a¢) de X dada Y, (b) de Y dada X, para la distribucion del
Problema 2.54.
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2.61.

2.62,

2.63.

2ty 0=z=1 0=y=1
0 de otra forma

Si fx,y) = {

Hallar la funcién de densidad condicional de (a) X dada Y, (b) Y dada X.

Hallar la densidad condicional de (a) X dada Y, (b) Y dada X, para la distribucién del Problema 2.57,

Sea : f(x, y)

e Tty =0, y=0
{0 de otra forma

la funcion de densidad conjunta de X, Y. Hallar la funcién de densidad condicional de (a) X dada Y, (b) Y
dada X,

CAMBIO DE VARIABLES

2.64.

2.65.

2.66.

2.67.

2.68.

2.69.

2.70.

2.71.

2.72.

Si X tiene funcion de densidad

e T x>0
fla) = {o £=0

Hallar la funcion de densidad de Y = X2,

(a) Si la funcién de densidad de X es f(x) hallar la funcién de densgidad de X3. (b) Ilustrar el resultado en la
parte (a) escogiendo
1722 2 =0
fla) = {o <0

y verificar la solucidn.

Demostrar el Teorema 2-2, pagina 46,

Demostrar el Teorema 2-3, pagina 46, para los casos (a) y'(u) < 0, (b) ¢/(u) =0, (c) v'(w) = 0.

Si X tiene funci6n de densidad f(x) = (2r)~1/2¢~z/2, —w < x < =, hallar la funcién de dénsidad de ¥ = X2.
Verificar que la integral de g,(x) en el método 1 del Problema 2.21 es igual a 1.

Si la densidad de X es f(x) = 1/#(x2+ 1), —= < x < =, hallar la densidad de ¥ = tan—1 X,

Combpletar la labor necesaria para hallar g,(xz) en el método 2 del Problema 2.21 y verificar su respuesta.

Sea la densidad de X
I 1/2 -1<z<1
flxy = 10

de otra forma

Hallar la densidad de (a) 3X —2, (b) X3+ 1.
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2.78. Verificar por medio de integracion directa la funcién de densidad conjunta hallada en el Problema 2.22.

2.74. Si X, Y tienen funcién de densidad conjunta

flz,y)

e~ (ztw =0, yZ0
{0 de otra forma

y U=X/Y, V=X + Y, hallar la funcién de densidad conjunta de Uy V.
2.76. Emplear el Problema 2.22 para hallar la funcién de densidad de (a) U = XY2, (b) V = X?Y.

2.76. Sean X, Y variables aleatorias que tienen funcion de densidad conjunta f(x,%) = (27)~le= @), —w < g <w,
—w <y < ®, SiRy O son nuevas variables aleatorias tales que X = R cos ©, Y = R sen © demostrar que la
funcion de densidad de R es

re=r/2 r =0
g(r) = {

0 r<9

1 0=xz=10=y=s1
2.77, Sea flz, y)

0 deotra forma

la funcién de densidad conjunta de X, Y. Hallar la funcién de densidad de Z = XY.

CONVOLUCIONES

2.78. Sean X, Y variables aleatorias independientes distribuidas idénticamente con funcién de densidad

1 0=t=1
fty = {

0 de otra forma

Hallar la funcién de densidad de X + Y y verificar su solucion.

2.79. Sean X, Y variables aleatorias independientes distribuidas idénticamente con funcién de densidad

e”t t=Z0
ftty = {

0 de otra forma

Hallar la funcién de densidad de X, Y y verificar su solucion.
2,80. Demostrar que (a) f1*(fy+f3) = f1*fat fr*fs (B) fL*U2*fa) = (f1*f)" fa

2.81. Resolver el Problema 2.21 primero efectuando la transformacién 2Y = Z y luego utilizando convoluciones
para hallar la funcién de densidad de U= X + Z.

2.82. Si las variables aleatorias independientes X; y X, estdn distribuidas idénticamente con funcién de densidad

te=t t=0
o = {0 t<0

hallar la funcién de densidad de X; + X;.

APLICACIONES A LA PROBABILIDAD GEOMETRICA

2.88. Dos puntos se seleccionan aleatoriamente sobre un segmento de limea cuya longitud es ¢ > 0, Hallar la
probabilidad de que los tres segmentos de lfnea formados de esta manera puedan ser los lados de un tridngulo.
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2.84.

2.85.

Se sabe que un bus llega a una estacién determinada entre las 3:00 P, M. y las 3:30 P. M. Una persona decide
ir a esta estacion entre estos tiempos aleatoriamente y esperar por el bus méximo 6 minutos. Si no lo toma,
tomara el metro, ;Cuél es la probabilidad de que tome el metro?

Dos segmentos de linea, AB y CD tienen longitudes de 8 y 6 unidades respectivamente. Dos puntos PyQse
escogen aleatoriamente sobre AB y CD respectivamente, Demostrar que la probabilidad de que el irea de un
triangulo de altura AP y base CQ sea mayor que 12 unidades cuadradas es igual a (1 —In 2)/2. °

PROBLEMAS DIVERSOS

2.86.

2.87.

2.88.

2.89.

2.90.

2.91.

2.92.

Supéngase que f(x) = ¢/3%, x =1, 2, ..., es la funcién de probabilidad para una variable aleatoria X. (a)
Determinar c. (b) Hallar la funcién de distribucién. (c) Representar grificamente la funcién de probabilidad y
la funcién de distribucién. (d) Hallar P(2 = X < 5). (e) Hallar P(X > 3).

Supdngase que
cxe= 2z x =0
flx) = {

0 de otra forma

es la funcién de densidad para una variable aleatoria X. (a) Determinar c. (b) Hallar la funcién de distribu-
cién, (c) Representar graficamente la funcién de densidad y la funcién de distribucién, (d) Hallar P(X = 1).
(e) Hallar P(2 = X < 3).

La funcién de probabilidad de una variable aleatoria X estd dada por

{2;3 z=1
p r=2
fl®) =
de x=3
L0 de otra forma

donde p es una constante. Hallar (a) P(0 = X < 3), (b)P(X>1).

(a) Demostrar que para una constante ¢ apropiada,

0 =0
Blayy = {0(1—8—1)2 x>0

es la funcién de distribucién para una variable aleatoria X, encontrar ¢. (b) Determinar P(1 <X < 2).

Una variable aleatoria X tiene funcién de densidad

8(1—x% 0=z=1
flx) =
0 de otra forma

Hallar la funcién de densidad de la variable aleatoria Y = X? y verificar su solucién.

Dos variables aleatorias independientes, X, Y tienen funciones de densidad respectivas

ce~? x>0 } coye™ y >0
fley = 0 x=0 o) = 0 y=0

Hallar (@) c1 yc2, (B) P(X+Y > 1), (¢) PA<X<2,YZ1), (d P1<X<2), (¢) P(Y=1)

En el Problema 2.91 ;cuil es la relacion entre las soluciones (¢), (d) y (e)? Justificar su respuesta,



74

2.93.

2.94.

2.95.

2.96.

2.97.

2.98.

2.99.

2.100.

2.101.

2.102,

2.103.

VARIABLES ALEATORIAS Y DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD [CAP. 2

Sean X, Y variables aleatorias que tienen funcién de densidad conjunta

fc(2x+y) 0<z<l1 0<y<2
fleyy)y = 10

de otra forma

Hallar (@) la constante c. (b) P(X > 1/2, Y < 8/2), (c) la funcién de densidad (marginal) de X, (d) la funcién
de densidad (marginal) de Y.

En el Problema 2.93 se cumple que P(X > 1, Y <§)=PX>}) P(Y <3). ;Por qué?
En el Problema 2,91 hallar la funcién.de densidad de @ X2, b)X+Y.

Si X, Y tienen funcién de densidad conjunta
1/y 0<zx<y 0<y<1

flx,y) = {

0 de otra forma

(@) Determinar si X, Y son independientes. (b) Hallar P(X > 1/2). (¢) Hallar P(X < 1/2,Y > 1/3). (d) Hallar
P(X+Y>1/2).

Generalizar (a) el Problema 2.78 y (b) el Problema 2.79 a tres o mis variables.

Sean X, Y variables aleatorias independientes distribuidas idénticamente y con funcién de densidad flu) =
(27)~1/2¢—u¥2 —w < y < =. Hallar la funcién de densidad de Z == X2 + Y2,

La funcién de probabilidad conjunta para las variables X, Y esti Tabla 2-9
dada en la Tabla 2-9. (a) Hallar las funciones de probabilidad margi- [
nal de X y Y. (b) Hallar P(1 = X< 3, Y = 1). (c) Determinar si X 4 0 1 2
y Y son independientes. X

0 1/18 1/9 1/6

Supéngase que la funcién de probabilidad conjunta de las variables

aleatorias X, Y estd dada por 1 1/9 1/18 1/9
cxy 0S2=2 0Sy=gx 2 1/6 | 1/6 | 1/18
- 0 de otra forma

(a) Determinar si X, Y son independientes. (b) Hallar P(1/2 < X < 1), (¢) Hallar P(Y = 1). (d) Hallar P(1/2
<x<1,Y=z1).

Sean X, Y variables aleatorias independientes cada una con funcién de densidad

Ave—Rr
u!

donde A > 0. Demostrar que la funcién de densidad de X + Y es

u) =

u=012...

(2)\)11 6—2)«

gu) = ”

u=0,12,...

;Cuidl es el andlogo del teorema de la convolucién para variables aleatorias discretas? Ilustrarlo usando el
Problema 2.101.

Una estaca de longitud L se rompe en dos partes. ;Cuil es la probabilidad de que una parte tenga una
longitud mayor que el doble Jde la otra? Indicar claramente qué suposiciones se hicieron. Estudiar si consi-
dera que estas suposiciones son realistas y cémo podria mejorarlas si no lo son.
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2.104.

2.105.

2.106.

2.107.

2.108.

2.109.

Un piso esti construido de cuadrados de lado I. Una aguja de longitud 6 <! se lanza al piso. Demostrar que la
probabilidad de que la aguja intersecte al menos un lado, es igual a a(4] — a)/1rlz o

Para una aguja de longitud dada ;cuil debe ser el lado del cuadrado en el Problema 2.104 para que la
probabilidad de intersecci6n sea mdxima? Explicar su solucién.

Y228 0<zx<1l 0<y<l 0<z<1
Si flx,v,2)

0 de otra forma

es la funci6n de densidad conjunta de tres variables aleatorias X, Y, Z. Hallar (a) P(X> 1, Y <},Z>}), (b)
PZ<X+Y).

Un haz cilindrico de particulas de radio a, se dirige hacia un objetivo hemisférico ABC con centro en O como
se indica en la Fig. 2-32. Supéngase que la distribucién de las partfculas est4 dada por

l/a 0<r<a
flry = {

0 de otra forma

donde r es la distancia desde el eje OB. Demostrar que la distribucién de las partfculas a lo largo del objetivo
esta dada por

cosd 0<0o<z/2
90 = 0 de otra forma

donde 0 es el dngulo que la linea OP (desde O a cualquier punto P del objetivo) forma con el eje.

)

\
—t=

Fig. 2-32

En el Problema 2.107 hallar la probabilidad de que una partfcula pegue al objetivo entre 8 = 0 y § = m/4.

Supéngase que las variables aleatorias X, Y, Z tienen funcién de densidad conjunta
1 — cos 7z cos 7y cos 7z 0<2<1 0<y<l1 0<z<1
flx,y,2) =

0 de otra forma

Demostrar que aunque cualesquiera dos de estas variables aleatorias son independientes, es decir sus factores
funcién de densidad marginal, las tres no son independientes,



Capitulo 3

Esperanza matematica

DEFINICION DE LA ESPERANZA MATEMATICA
Un concepto muy importante en probabilidad y estadistica es el de la esperanza matemadtica,

valor esperado o brevemente esperanza de una variable aleatoria. Para una variable aleatoria discreta
X que puede tener los valores x, . . ., x,, la esperanza de X se define como

EX) = onPX=2) + -+ + 2sP(X=2,) = i z; P(X = ;) (1)
o igualmente, si P(X = x;) = f(x)),
EX) = mf(z) + - + 2af(z) = Z 2if(z;) = 2 zf(x) (2

donde la Gltima suma se toma sobre todos los valores apropiados de x. Para el caso especial de (2)
cuando las probabilidades son iguales, tenemos

o r 405 AT 220 aF dor
T

EXX) =

(3)

que se llama la media aritmética o simplemente la media de x,, x,, ..., X,.

Para una variable aleatoria continua X que tiene una funcién de densidad f(x) la esperanza de X
se define como

EX) = f " 2 f(x)da (4)

donde debe notarse la analogia con (2).

A la esperanza de X frecuentemente se le llama la media de X y se denota por ux, o simplemente
# cuando se sobreentiende la variable aleatoria determinada. :

La media o esperanza de X da un valor tipico o promedio de los valores de X y por esta razén se
le llama medida de centralizacién. Otras medidas se consideran en la pagina 84.

EJEMPLO 3.1. Supdngase un juego con un dado. En este juego el jugador gana $20 si obtiene 2, $40 si obtiene 4,
pierde $30 si obtiene 6; en tanto que ni pierde ni gana si obtiene otro resultado. Hallar la suma esperada de dinero
ganado.

Sea X la variable aleatoria que representa la cantidad de dinero ganada en cualquier lanzamiento. Las posibles
cantidades de dinero ganado cuando el dado resulta 1, 2,...,6s0nx;,x,,. .., Xs respectivamente con probabili-
dades f(x;), f(x2), . . ., f(x4). La funcién de probabilidad para X se indica en la Tabla 3-1. Asi el valor esperado

O esperanza es
EX) = (0)<15> + (20)<%> + (0)(%) + (40)<1§> + (0)(%) + (—30)<%> = 5

76
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Tabla 3-1
z; 0 +20 0 +40 0 —30
f(xj) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Se deduce que el jugador puede esperar una ganancia de $5. Por tanto en un juego honrado es de esperarse pagar $5
por jugar.

EJEMPLO 3.2. La funcién de densidad de una variable aleatoria X esta dada por

1z 0<x<2
flx) {

0 de otra forma
El valor esperado de X es

A% 2 2 2
- _ \ 1 ol 22 . x8 _ 4
E(X) = J‘_w zf(x)de = J(; z<2x> de = J; = de = = 3

FUNCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS

Sea X una variable aleatoria. Entonces Y = g(X) también es una variable aleatoria y se deduce
que

P(Y=y) = ¥ PX=u)
(x| gtz)=vy}
1. Si X es una variable aleatoria discreta con funcion de probabilidad f(x), entonces
Elg(X)] = g(xy) f(x1) + g(a2) f(x2) + - + g(xn) f(2n)

3 @i = 3 o@ i) %)

2. Si X es una variable aleatoria.con funcion de densidad f(x), entonces
Elgx)] = [ g()f()de (6)

Generalizaciones a funciones de dos o mas variables aleatorias se hacen facilmente. Asi por
ejemplo si X, Y son dos variables aleatorias continuas con funcidn de densidad conjunta f(x, y),
entonces la esperanza de g(X, Y) se obtiene por

Box.v) = § [ g i) dody @)

EJEMPLO 3.3. Si X es la variable aleatoria del Ejemplo 3.2,

EBX>—2X) - J:(sx’ - 2x) fix) dx = fo (312—2x)(§x> dx = 1?0
ALGUNOS TEOREMAS SOBRE ESPERANZA
Teorema 3-1: Si c es cualquier constante, entonces
E(cX) = cE(X) ! (8)
Teorema 3-2: Si X, Y son variables aleatorias, entonces
EX+Y) = EX) + E(Y) 9)

Teorema 3-3: Si X, Y son variables aleatorias independientes, entonces
E(XY)=E(X)E(Y) (10)

Generalizaciones de estos teoremas se hacen facilmente.
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LA VARJANZA Y LA DESVIACION TIPICA

Anteriormente en la pagina 76, anotamos que la esperanza de una variable aleatoria X fre-
cuentemente se le llama la media y se le denota por u. Otra cantidad de gran importancia en
probabilidad y estadistica se llama la varianza y se define por

Var(X) = E[(X —u)] (11)

La varianza es un nimero no negativo. A la raiz cuadrada positiva se le llama la desviacién tipica y

estd dada por
o = VVar® = VE[X—p] (12)

Donde no exista lugar a confusion, la desviaciéon tipica se denota por ¢ en cambio de ox, ¥y la
varianza por o2,

Si X es una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad f(x), entonces la varianza es

ox = E[(X—-up) = ; @—pflz) = X (- w?f(=) (13)
En el caso especial de (13) donde-las probabilidades son todas iguales, tenemos
= [(T—p)+ (2= p)+ - + (@a—p)]/n (14)
que es la varianza de un conjunto de n niimeros x,, . . ., x,.

Si X es una variable aleatoria continua con funcion de densidad f(x), entonces la varianza es
ot = E[(X—p) = j: (@ — u)? f(2) dz (15)

La varianza (o la desviacion tipica) es una
medida de la dispersion o variacién de los va- vidiacts palide
lores de la variable aleatoria alrededor de u. Si /
los valores tienden a concentrarse alrededor
de la media, la varianza es pequeiia; en tanto
que i los valores tienden a distribuirse lejos de varianza grande
la media, la varianza es grande. La situacion se
representa graficamente en la Fig. 3-1, para el
caso de dos distribuciones continuas con la . =
misma pu.

Fig. 3-1

EJEMPLO 3.4, Hallar la varianza y la desviacién tipica de la variable aleatoria del Ejemplo 3.2.
De acuerdo con el Ejemplo 3.2 la media es 4 = E(X) = 4/3. Entonces la varianza se encuentra por

e el()] = fL (e = (e - 3

2 _ V2

y la desviaci6n tipica es o = 3= 5

Obsérvese que si X tiene ciertas dimensiones o unidades, por ejemplo centimetros (cm), enton-
ces la varianza de X tiene unidades cm? en tanto que la desviacion tipica tiene las mismas unidades
que X, es decir cm. Es por esta razon que con frecuencia se utiliza la desviacion tipica.

ALGUNOS TEUREMAS SOBRE VARIANZA
Teorema 3-4: o = E[(X—p)*] = E(X?) — u? = E(X?) — [E(X)]? (16)
donde . = E(X).
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Teorema 3-5: Sic es una constante
Var (¢X) = c¢? Var (X) (17)
Teorema 3-6: La cantidad E [(X — a@)? ] es minima cuando a = p = E(X).

Teorema 3-7: Si X, Y son variables aleatorias independientes,
Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) 6 o2,y = ok + o] (18)
Var(X—Y) = Var(X)+ Var(Y) O oi_, = o} + o} (19)

Generalizaciones del Teorema 3-7 a mas de dos variables independientes se hacen facilmente. En
palabras, la varianza de la suma de variables independientes es igual a la suma de sus varianzas.

VARJABLES ALEATORIAS NORMALIZADAS

Sea X una variable aleatoria con media p y desviacion tipica ¢ (0 > 0). Entonces podemos
definir una variable aleatoria normalizada como

X* = & (20)

Una propiedad importante de X* es que tiene media cero y varianza 1, asi teniendo en cuenta el
nombre de normalizada, es decir

E(X*) =0 Var(X*) = 1 (21)

Otra propiedad importante de X* es que es una cantidad adimensional o sin dimensiones, esto es,
no tiene unidades aunque X las tenga.

Los valores de una variable normalizada se denominan algunas veces referencias tipificadas y X
se dice esta expresada en uridades tipificadas (es decir, o se toma como unidad al medir X — u).

Las variables normalizadas son Utiles para comparar diferentes distribuciones.

MOMENTOS

El momento r de lina variable aleatoria X alrededor de la media p, también conocido como el
momento central r, se define como

g, = E[(X—w)] (22)

donde r=1,2,.... Sededuce que o = 1, u; = 0y u, = 02, es decir el segundo momento central
o segundo momento alrededor de la media es la varianza. Tenemos

n

o = z(x,-—y)'f(a:,-) = > (x—p) f(x) (variables discretas) (23)

i=1
p, = ’m (x — p)" f(x) de (variables continuas) (24)
£l momento'r de X alrededor del origen se define como
o= EX) (25)
donder = 0,1, 2, ...y en este caso hay formulas analogas a (23) y (24) en las cuales u = 0.

La relacion entre estos momentos se expresa por

in ST .
pe = B <1>#$._1M e (—1)’<]->ﬂi_,-u’ + o+ (L (26)
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Como casos especiales tenemos, utilizando u; = u y up = 1,
By = phi — pt
py = ph— Bppp + 24° (27)
my = py — duhp + 6’ — 3

FUNCION GENERATRIZ DE MOMENTOS

La funcion generatriz de momentos se define como

M, (1) = E(e™X) (28)
e decir 4
My(t) = 3 ef(x) = > et*f(x) (variables discretas) (29)
=1
M (t) = f e*f(z) dx (variables continuas) (30)
Podemos demostrar que la expansion en serie de Taylor es [Problema 3.15 (a)]
2 tr
M,(t) = 1+yt+u’22-!+"'+p.;?'!+'~' (31)

Puesto que los coeficientes en esta expansion nos permiten hallar los momentos, la justificacién del
nombre funcion generatriz de momentos es logica. De la expansion podemos demostrar que [Pro-
blema 3.15(b)]

d ;
o= =M (32)

es decir, u, es la r-ésima derivada de M (t) evaluada en t = 0. Donde no exista lugar a confusion
escribimos M(t) por M, (t).

ALGUNOS TEOREMAS SOBRE LA FUNCION GENERATRIZ DE MOMENTOS

Teorema 3-8: Si My (t) es la funcion generatriz de momentos de la variable aleatoria X yay b (b #
0) son constantes, entonces la funcion generatriz de momentos de (X + a)/b es

M - e‘“”’MxG)—) (33)

(X+a)/b(t)

Teorema 3-9: Si X, Y son variables aleatorias con funciones generatrices de momentos M « () y
My (t) respectivamente, entonces

M, () = M(t) My(t) (34)
Generalizaciones del Teorema 3-9 a mas de dos variables aleatorias independientes se hacen facil-

mente. En palabras, la funcion generatriz de la suma de variables aleatorias independientes es igual al
producto de sus funciones generatrices de momentos.

Teorema 3-10 (Teorema de la unicidad): Supongase que X, Y son variables aleatorias con funcio-
nes generatrices de momentos My (t) y M, (t) respectivamente. Entonces X, Y tienen
la misma distribucion de probabilidad solo si M .. (t) == My (t) idénticamente.

FUNCIONES CARACTERISTICAS

Si remplazamos t = iw, donde i es la unidad imaginaria, en la funcion generatriz de momentos
obtenemos una funcion importante llamada la funcién caracteristica. La denotamos por
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pxlo) = My(in) = E(e“%) (85)

Se deduce que . \
bylw) = ,Z;e"“’ f(x) = 3 ewsf(x) (variables discretas) (36)
2% = f " ewsf(x)dz (variables continuas) (37)

Los resultados correspondientes a (31) y (32) son

2 o

oxlo) = 1+ ipo — poy+ o AW (38)

. dr
donde w = (FL)ET g= (o) |, (39)

Cuando no exista lugar a confusion escribimos ¢(w ) por ¢,(«).

Los teoremas para las funciones caracteristicas correspondientes a los Teoremas 3-8, 3-9 y 3-10
son los siguientes.

Teorema 3-11: Si ¢,(w) es la fgncién caracteristica de la variable aleatoria X y a, b (b # 0) son
constantes, entonces la funcion caracteristica de (X + a)/b es

(0]

¢(X+a)/b(w) o eaiw/b¢x<3> (40)

Teorema 3-12: Si X, Y son variables aleatorias independientes con funciones caracteristicas ¢, (w) y
¢y (w) respeetivamente, entonces

bx+ Y(“’) = ¢x("’) ‘f’y(“’) (41)

En general, la funcion caracteristica de la suma de variables aleatorias es igual al producto de sus
funciones caracteristicas.

Teorema 3-13 (Teorema de la unicidad): Supongase que X, Y son variables aleatorias con funcio-
nes caracteristicas ¢,(w), ¢, (w) respectivamente. Entonces X, Y tienen la misma
distribucion de probabilidad solo si ¢, (w) = ¢, (w) idénticamente.

Una razon importante de introducir la funcion caracteristica es que (37) representa la trans-
formada de Fourier de la funcién de densidad f(x). De la teoria de transformadas de Fourier
podemos determinar ficilmente la funcion de densidad a partir de la funcion caracteristica. En
efecto,

f@) = 5 f e ylo)de (42)

que con frecuencia se denomina la férmula de inversién o la transformada inversa de Fourier. De
una manera semejante podemos demostrar en el caso discreto que la funcion de probabilidad f(x)
puede obtenerse de (36) empleando la serie de Fourier, que es el analogo de la integral de Fourier
para el caso discreto, Véase Problema 3.39.

Otra razon para utilizar la funcidon caracteristica es que siempre existe mientras que la funcion
generatriz de momentos puede no existir.

VARIANZA PARA DISTRIBUCIONES CONJUNTAS. COVARIANZA

Los resultados anteriores para una variable pueden ampliarse para dos o mas variables. Asi, por
ejemplo, si X, Y son dos variables aleatorias continuas con funcién de densidad conjunta f(x, y), las
medias o esperanzas de X, Y son
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= BX = § ai@ndedy, w=B0=f [ yfeuda 3
y las varianzas son

Blx =) = §_f @-mii@wdsay

U}( =
SR A (44)
= EB¥-wr=f [ w-wricyda
Otra cantidad que aparece en el caso de dos variables X, Y es la covarianza definida por
Oxy — Cov (X’ Y) = E[(X— I"‘x)(Y = F"y)] (45)
En términos de la funcion de densidad conjunta f(x, y) tenemos
o = S @ mdw—m) @y dzdy (46)

Consideraciones semejantes pueden hacerse para dos variables aleatorias discretas. En tal caso
(43) y (46) se remplazan por

b = 22 2@y w = X2 Yf0) (47)
Oxy — ; ; (x — f"x)(y — .“‘y)f(x! y) (48)
donde las sumas se toman sobre todos los valores discretos de X, Y.

Los siguientes son algunos teoremas importantes sobre covarianza.
Teorema 3-14: oxy = E(XY) - EX)E(Y) = E(XY) — pypy (49)

Teorema 3-15: Si X, Y son variables aleatorias independientes,

oy, = Cov(X,Y) = 0 (50)

Teorema 3-16: Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) =2 Cov(X, Y) (51)
0 Oxey = Ox T 0y = 204, (52)

Teorema 3-17: logyl = oyoy (53)

El inverso del Teorema 3-15 no es necesariamente cierto. Si X, Y son independientes, el
Teorema 3-16 se reduce al Teorema 3-7.

COEFICIENTE DE CORRELACION

Si X, Y son independientes, entonces Cov(X, Y) = oxy = 0. De otra parte si X, Y son depen-
dientes completamente, por ejemplo X = Y, entonces Cov(X, Y) = oxy = oxoy.De esto llegamos
a una medida de la dependencia de las variables X, Y dada por

0 - UXY (54)

Ox%y

que es una cantidad adimensional. Llamamos a p el coeficiente de correlacion. Del Teorema 3-17
observamos que — 1 = p = 1. En el caso donde p = 0 (es decir, la covarianza es cero) decimos que las
variables X, Y no estdn relacionadas. Sin embargo, en este caso las variables pueden ser indepen-
dientes o no. Estudio posterior de la correlacion se amplia en el Capitulo 8.
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ESPERANZA, VARTANZA Y MOMENTOS CONDICIONALES

Si X, Y tienen funcion de densidad conjunta f(x, y), entonces de acuerdo con lo visto en el
Capitulo 2 la funcion de densidad condicional de Y dada X es f(y | x) = f(x, ¥)/f. (x) donde f, (x)
es la funcion de densidad marginal de X. Definimos la esperanza condicional o media condicional de
Y dada X por

BY|X=2) = [ ufw|o)dy (55)

donde “X = x’’ debe entenderse como x < X = x + dx en el caso continuo. Los Teoremas 3-1, 3-2
y 3-3 también son validos para la esperanza condicional.

Observamos las propiedades siguientes:
1. E(Y|X=2x) = E(Y) siX, Y sonindependientes.

2. E(Y) = f" E(Y|X = 2)fi(z) da

Con frecuencia es conveniente calcular las esperanzas empleando la Propiedad 2 y no directamente.

EJEMPLO 3.5. El tiempo promedio de viaje a una ciudad lejana es ¢ horas en automévil o b horas en bus. Una
persona no puede decidir si conducir o tomar el bus, asf que lanza una moneda. ;Cuil es su tiempo de viaje
esperado?

Aqu{ estamos considerando la distribucién conjunta del resultado del lanzamiento, X, y el tiempo de viaje, Y,
donde Y = Y, 8i X = 0; Y = Y},,,o5i X = 1. Presuntamente, Y,u1o ¥ Ypus 80n independientes de X, as{ que por
la Propiedad 1 anterior

EY|X=0 = E(Vquo| X =0) = E(Yuto) = ¢
y EY|X=1) = E(Ypu X =1) = E(Yp,,) = b
Entonces la Propiedad 2 da (con la integral remplazada por una suma), para una moneda honrada,
E(Y) = E|X=0P(X=0)+ BEY|X=1PX=1 = ¢£2

De una manera semejante podemos definir la varianza condicional de Y dada X como

B(Y-w)|X=2] = [ (=n)fw|o)dy (56)

donde p, = E(Y | X = x). También podemos definir el momento condicional r de Y dada X
alrededor de cualquier valor @ como

B(¥-ay|X=2) = [ (w~orfwlz)dy (57)

Los teoremas comunes para varianza y momentos se amplian a la varianza y momentos condiciona-
les.

DESIGUALDAD DE CHEBYSHEV

Un teorema importante en probabilidad y estadistica que revela una propiedad general de las
variables aleatorias discretas con media y varianza finitas se conoce con el nombre de desigualdad de
Chebysheuv.

Teorema 3-18 (Desigualdad de Chebyshev): Supongase que X es una variable aleatoria (discreta o
continua) son media p y varianza o® finitas. Entonces si € es cualquier nimero posi-
tivo,

(12
P(X-uzq = 5 (58)
o,cone = i, WA ' 1
P(|X—pzke) = = (59)
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EJEMPLO 3.6. Si k = 2 en la desigualdad de Chebyshev (59) vemos que
P(IX~pu Z20) = 0256 &6 P(X—p<2) Z 0.7

Literalmente, la probabilidad de que X difiera de su media en mis de 2 desviaciones tipicas es menor que o igual a
0.25; equivalente, la probabilidad de que X se encuentre dentro de 2 desviaciones tipicas de su media es mayor que
o igual a 0.75. Esto es bastante extraordinario si se tiene en cuenta que alin no se ha especificado la distribucién de
probabilidad de X.

LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

El teorema siguiente, llamado la ley de los grandes niimeros, es una consecuencia interesante de
la desigualdad de Chebyshev.

Teorema 3.19 (Ley de los grandes numeros): Sean X,, X,, . . ., variables aleatorias mutuamente
independientes (discretas o continuas), cada una con media u y varianza o? finitas.
Entoncessi S, = X1+ Xo+ - + X, (n=12,...),

|
lim P<i%—u

;:) =0 (60)

Puesto que S, /n es la media aritmética de X, , . . ., X,,, este teorema establece que la probabili-
dad de que la media aritmética S, /n difiera de su valor esperado u por mis de €, tiende a cero
cuando n - . Un resultado mas fuerte, que esperamos sea verdadero, es que lim S,/n = u, pero

i~ 0

realmente es falso. Sin embargo podemos demostrar que lim S, /n = p con probabilidad uno. Con

frecuencia este resultado se denomina ley de los grandes niimeros en forma fuerte, y, en contraste,
el resultado del Teorema 3-19 se llama ley de los grandes niimeros en forma débil. Cuando se hace
referencia a la “ley de los grandes niimeros’’ sin ninguna especificacion, se implica la ley débil.

OTRAS MEDIDAS DE CENTRALIZACION

Como hemos visto anteriormente la media o esperanza de una variable aleatoria X provee una
medida de centralizacion para los valores de una distribucion. Aunque la media es la mas empleada,
también se emplean otras dos medidas de centralizacion. Estas son la moda y la mediana.

1. Moda. La moda es el valor que con mayor frecuencia ocurre, o en otras palabras, tiene la mayor
prababilidad de ocurrir. En tal valor x, f(x) es maxima. Algunas veces tenemos dos, tres o mas
valores que tienen relativamente grandes probabilidades de ocurrencia. En tales casos decimos
que la distribucion es bimodal, trimodal o multimodal respectivamente.

2. Mediana. La mediana es el valor de x para el cual P(X = x) = P(X = x) = 1/2, En el caso de una
distribucion continua la mediana corresponde a la ordenada que separa una curva de densidad en
dos partes que tienen areas iguales de 1/2 cada una. En el caso de una distribucion discreta
puede no existir una mediana Gnica (véase Problema 3.34).

PERCENTILAS

Con frecuencia es conveniente subdividir el
area bajo una curva de densidad empleando orde-
nadas de manera que el area a la izquierda de la
ordenada sea algin porcentaje del irea unidad to-
tal. Los valores que corresponden a tales areas se Aves
llaman valores percentila o simplemente percenti- _/ &
las. Asi por ejemplo el area a la izquierda de la
ordenada en x, en la Fig. 3-2 es a. Por ejemplo, el
irea a la izquierda de x.,, seria 0.10 0 10% y se Fig. 3-2

To
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llamaria la décima percentila (o la primera decila). La mediana seria la quincuagésima percentila
(o quinta decila).

OTRAS MEDIDAS DE DISPERSION

Asi como hay varias medidas de centralizacion ademas de la media, hay diferentes medidas de

dispersion o variacion respecto de estas medidas centrales ademas de la varianza o desviacion tipica.
Algunas de las mas comunes son las siguientes.

1.

Recorrido. El recorrido es la diferencia entre los valores mas grande y mas pequeiio de una
distribucion. Logicamente, esta medida no tiene sentido si alguno de los valores extremos es
infinito.

Recorrido semi-intercuartilico. Si x.,5 ¥ .7 representan los valores de la vigésima quinta y la
septuagésima quinta percentila la diferencia x.,5 — x.,5 se llama el recorrido intercuartilico y
1/2 (x.75 — X.,5) es el recorrido semi-intercuartilico.

Desviacion media. La desviacién media (D.M.) de una variable aleatoria X se define como la
esperanza de |X - y|, es decir

D.M.(X) = E[|[X—y|] = X |#—p|f(x) (variables discretas) (61)

D.M.(X) = E[|X— 4] = f_ _[#—p|f(z) dz (variables continuas) (62)

SESGO Y CURTOSIS

1.

Sesgo. Con frecuencia una distribucion no es simétrica con respecto a un maximo sino que tiene
una ‘“cola” mas larga que la otra. Si la cola mas larga se extiende a la derecha, como en la Fig.
3-3, se dice que la distribucion esta sesgada a la derecha, mientras que si la cola mas larga se
extiende a la izquierda, como en la Fig. 3-4, se dice que esta sesgada a la izquierda. Las medidas
que describen esta simetria se denominan los coeficientes de sesgo o sencillamente sesgo. Una de
las medidas es
_ Bl _ n o
(!3 _— (;3 = ,_-,-3 )
que es una cantidad adimensional. La medida a; es positiva o negativa si la distribucion esta
sesgada a la derecha o a la izquierda respectivamente. Para una distribucién simétrica a5 = 0.

Sesgada a Sesgada a
la derecha la izquierda
= o et
Fig. 3-3 Fig. 3-4 Fig. 3-5

Curtosis. En algunos casos una distribucion puede tener sus valores concentrados cerca de la
media asi que la distribucion tiene un pico grande como se indica por la curva solida de la Fig.
3-5. En ofros casos la distribucion puede ser relativamente plana como en la curva a trazos de la
Fig. 3-5. Medidas del grado de apuntamiento de una distribucion se llaman coeficientes de
curtosis o simplemente curtosis. Una medida empleada frecuentemente esta dada por

g~ i S0 G T 64)

ag o
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que es una cantidad adimensional. Cominmente se compara con la curva normal (véase Capitulo
4), que tiene un coeficiente de curtosis igual a 3. Véase también Problema 3.41. .

Es posible definir coeficientes de sesgo y curtosis utilizando otras medidas de centralizacién y
dispersion, pero los definides anteriormente se emplean con mucha frecuencia.

Problemas resueltos

ESPERANZA DE VARIABLES ALEATORIAS

3.1.

3.2

3.3.

En una loteria hay 200 premios de $150, 20 premios de $750 y 5 premios de $3000 Supo-
ner que se colocan a la venta 10 000 boletos. ;Cual es el precio justo que se debe pagar por
un boleto?

Sea X la variable aleatoria que denota la cantidad de Tabla 3-2

d“.ero que se ganard un boleto. Los diferentes valo-

res de X conjuntamente con sus probabilidades se x (pesos) | 150 | 750 3000 0
muestran en la Tabla 3-2. Por ejemplo la probabili-

dad de obtener uno de los 20 boletos que dan un P(X=zx) | 0.02 | 0.002 | 0.0005 | 0.9775
premio de $ 750 es 20/10 000 = 0.002. La esperan-

za de X en pesos es
E(X) = (150) (0.02) + 750 (0.002) + 3000 (0.0005) + (0) (0.9775) = 6.00

6 6 pesos. El precio justo a pagar por un boleto es 6 pesos. Sin embargo una loteria gana dinero, el precio
del boleto seria mas alto.

Hallar la esperanza de la suma de puntos al lanzar un par de dados honrados.

Sean X, Y los puntos que aparecen sobre los dos dados. Tenemos

EX) = EY) = 1<%>+2<-}5>+ +6<%> =%

Entonces, por el Teorema 3-2,

E(X+Y) = EX)+EY) = 1

Hallar la esperanza de una variable aleatoria discreta X cuya funcién de probabilidad esta
dada por

*=1,23,...)

Tenemos

Para hallar esta suma, higase

= 2 1 1 1
&= 3 R 2<4>+ 3<8>+ 4<16>+
1o 1 1 1
Entonces §S = n a2 8> aF 3(16> ar
1o - 1 1 1 1 v =
Restando, ES = 3 + 1 + 8 + 16 + = 1l

Por tanto S = 2,



CAP. 3] ESPERANZA MATEMATICA

3.4.

3.5.

3.6.

Una variable aleatoria continua X tiene densidad de probabilidad dada por

; 2e— 2 x>0
s 0 =0

Hallar (a) E(X), (b) E(X?).

EX) = d = N —21) d = N —2r
(@) (X) f_w x f(x) de J; z(2e—2) dx ZJ; xe x
I e—2z e—2z 3 Nl
1 2["‘)< —2> = ‘”( 7 >:”o =2
b Ex) = ( fwyde = 2 ate-224
() (X2) f 22 f(x) dx J; x2e x

- ofen(5) - m(52) » ()]

La funcion de densidad conjunta de dos variables aleatorias X, Y esta dada por
xy/96 0<x<4 1<y<5b

-
2

fl,y) = {

Hallar (@) E(X), (b) E(Y), (c) E(XY), (d) E@X +3Y).

(a) EX) = Jj:f_: zflx,y)dedy = -[::o j;il x(%%)dxdy
() EY) = f_: f_z ¥y flx,y)dedy = J::o fy‘il y<;—g>dxdy = %1-

Y o 4 3
© EXY) = L., f_w (z¥) flz, y) dz dy = f = f B <xy)<%> dray = 248

0 de otra forma

® = 4 5
@  E@X+3Y) = f_ f @z +3y) fla,y) dedy = f f (2x+3y)<%> dz dy
@ — . =0 v=1

Otro método.

(c) Puesto que X, Y son independientes, tenemos utilizando partes (a) y (b)

: 248
E(XXY) = EX)E(Y) = <—g—><3—;> = S5

(d) Por los Teoremas 3-1 y 3-2, pagina 77, conjuntamente con (a)y (b)
47
E@2X +3Y) = 2E(X) + 3E(Y) = 2<§> + 3<%> = 3
Demostrar el Teorema 3-2, pagina 77.

Sea f(x, y) la funcién de probabilidad conjunta de X, Y, considerada discreta. Entonces

EX+Y) = §§(x+y)f(x,y)

§§xf(x.y) + ;?yf(x.y)

E(X) + E(Y)

87

Si cualquier variable es continua, la demostracion se desarrolla de igual manera, con las sumas apropiadas

remplazadas por integraciones. Obsérvese que el Teorema se cumple si X, Y son independientes o no.
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3.7. Demostrar el Teorema 3-3, pagina 77.

Sea f(x, y) la funcién de probabilidad conjunta de X, Y, considerada discreta. Si las variables X, Y son
independientes, tenemos f(x, ¥) = f; (x) f, (¥). Por tanto

EXY) = S3zyfle,y) = 23 ayfix)f)
z v EC R/

= 3 =h@Sviw |

= X[z fi(x) E(y)

= E(X)E(Y)

Si cualquier variable es continua la demostracién se desarrolla de igual manera, con las sumas apropiadas
remplazadas por integraciones. Obsérvese que la validez de este teorema gira alrededor de si f(x, y) puede
expresarse como una funcién de x multiplicada por una funcién y, para todo x, y, es decir, de si X, Y son
independientes. Para variables dependientes generalmente no se cumple.

VARIANZA Y DESVIACION TIPICA

3.8. Hallar (@) la varianza y (b) la desviacion tipica de la suma obtenida al lanzar un par de dados
honrados.

(a) Del Problema 3.2, tenemos E(X) = E(Y)= 7/2. Ademis,

EX?) = E(Y?) = 12<%>+ 22<%> b iy it 62<713> =32

Entonces, por el Teorema 3-4,

91 7\* _ 85
Var (X) = Var(Y) = 5 <2> = 12
y, puesto que X, Y son independientes, por el Teorema 3-7
35
Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) = 3
(b) oxsy = VVar(X+Y) = \f%

3.9. Hallar (a) la varianza y (b) la desviacion tipica para la variable aleatoria del Problema 3.4.

(@) Como en el Problema 3.4 la media de X es 4 == E(X) = 1/2. Entonces la varianza es

2 L2 2
Var(X) = E[(X—w? = E‘[<X—%>] 4 f_w <x—%> Fia) di
< 2
= I} <x—-;—> (2e—21)dx = %

Otro método.
Por el Teorema 3-4, ,
1 1
Var(X) = E[(X—p)? = EX?) — [EX))?2 = i <§> = %
1 1
® ¢ = VYVar(X) = = 5

3.10. Demostrar el Teorema 3-4, pagina 78.

Tenemos
E[(X — p)?]

E(X2—2,X + 42) = E(X2) — 2uE(X) + p2
E(X?) — 2p% + 42 = E(X?) — 2
E(X?) — [E(X))?
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3.11. Demostrar el Teorema 3-6, pagina 79.

E[(X —a)?] = E[{(X—p) T (0 — a)}?
= E[(X— w2+ 2(X — p)(p—a) + (u— a)?]
= E[(X—p)? + 20 —a)E(X —p) + (p—a)?
= E[(X —p)?] + (p— a)?

puesto que E(X — p) = E(X) — 4 = 0. De esto vemos que el valor mfnimo de E[(X — a)’] ocurre cuan-
do ([.t—a) = 0, es decir cuandoa = u.

3.12. Si X* = (X - u)/o es una variable aleatoria normalizada, demostrar que (a) E(X*) = 0, (b)

Var (X*) = 1.

(@) E(X* = E<X—*—") = JE&-w] = TE®-4 = 0
puesto que E(X) = y

(b) Var (X*) = Var<X:"> = —UIEE[(X—#)z] =1

utilizando el Teorema 3-5, pégina 79, y el hecho de que E[(X — u)*]= 02

3.13. Demostrar el Teorema 3-7, pagina 79.

E{(X+Y) — (ux + mv)}?

= E[{(X =g + (¥ = uy)}?]

= E[(X — px)? + 2(X — ux)Y — py) + (Y — py)?]

= E[(X — px)?] + 2E[(X — px)(Y — py)] + E[(Y — uy)?]
= Var (X) + Var (Y)

Var(X +Y)

utilizando el hecho de que
E{(X —ux) Y —py)] = EX—px) E(Y —py) = 0

ya que X, Y y por tanto X — uy, Y — Uy son independientes, La demostracién de (19), pagina 79, se si-
gue al remplazar Y por —Y y emplear el Teorema 3-6,

MOMENTOS Y FUNCIONES GENERATRICES DE MOMENTOS
3.14. Demostrar el resultado (26), pagina 79.

E[(X — p)]

E‘[Xr — <;>Xr—1# + e 4+ (= 1)J< >Xr Sud
ST (_1)’r—1<;r_r_ I)Xﬂr—l o (_l)r#r:]

-E(X7) — <;>E(Xr—1)# 4 aac 4k (= 1);( >E(Xr )

by

!

4+ e+ (;l)r—l<ri 1>E(X)'ur—1 + (_l)r“r

Br — <;>/4—1# S R BN 1)’< >ﬂr e

+ - 4+ (_1)r lr#r + (_1)—1'#1'

donde al combinar los dos {iltimos términos resulta (—1)7~1(» — 1)u".
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3.15. Demostrar (a) el resultado (31), (b) el resultado (32), pagina 80.

(o) Utilizando la expansién en serie de potencia de e¥ (3., Apéndice A) tenemos -

t2X2 3
My(t) = E(eX) = E<1 + X+ o+ tas—‘)f+ >

2 3
1+ tBX) + L E(X?) + FEXY) + -

t3

§+ e

,
= L+ ut+ gy + 4

(b) Se deduce inmediatamente del hecho conocido del cileulo de que si la serie de Taylor de f(t) alrededor

det=aes
fly = g. en(t —a)n
_ 1 dn»
entonces e = ram 0,

3.16. Demostrar el Teorema 3-9, pagina 80.

Puesto que X, Y son independiehtes, cualquier funcién de X y cualquier funcién de Y son independientes.

Por tanto
My.y(t) = E[eX+D)] = E(etXetY) = E(etX) E(etY) = Mx(t) My(t)

3.17. La variable aleatoria X puede tomar los valores 1 ¥y — 1 con probabilidad 1/2 cada uno.
Hallar (@) la funcion generatriz de momentos ¥ (b) los primeros cuatro momentos alrededor

del origen.
(a) E(etX) = e“”(%) s e‘(—1)<%> = %(e‘-%-e")
b) T t = 1 4+ 2 t3 t4 I
b) engmoa et = t+2_!+ﬁ+ﬂ+
e t2 t3 tt
PR e MR S oy — et e
2
Entonces (1) %(et-{-e—t) = 1+ t_‘ + % g
P et r t2 p t3 ’ t4 v
ero (2) Mx(®) = 1+ ut + B2 gy A K33y = o] Ar. 800

Al comparar (1) y (2), tenemos
0 =0, u =1, u3 =0, pf=1,

Todos los momentos impares son cero y los pares son uno.

3.18. Una variable aleatoria X tiene funcién de densidad dada por

(@) 2e 2 =0
T ==
0 r<90

Hallar (a) la funcion generatriz de momentos y (b) los primeros cuatrec momentos alrededor
del origen.

(2) M(t)

E(etX) = fx e'r f(x) dx

=3

fx etr(2e—23) dp = zf e(t~2)z gy
(] 0

-] _ 2 N
o — o_g¢’ sit<2

Qe(t—2)x
t—2
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(b) Si|tl <2 tenemos

2 1 t t2 3 4
— = v, Lo e s
2 ¢ 1= 2 L T
£2 £ t4
Pero M) =1+ pt+ mpgy+ whgyt raggt

Por tanto, al comparar términos, » = 4, b =1, ph =3, uf = §.

3.19. Hallar los primeros cuatro momentos (a) alrededor del origen, (b) alrededor de la media, para
una variable aleatoria X con funcion de densidad

(4x(9—22)/81 O0=x=3
flx) =
0 de otra forma
4 8
(a) = BRX), = ﬁj; 229 — 2 dx = 5 - ¢
3
p = EX?) = 8;411; 239 —2?)dx = 3
3 216
iy = EX% = %J; 9 —at)dr = =
2 %
wh = E(XY) = %j; 259 —22)de = —22—

(b) Utilizando el resultado (27), pagina 80, tenemos

) =l
8\? 11
=) — (= = = = 2
#2 B <5> 25 o
_ 216 _ 8 8\’ _ _ 32
S L6l 3(3)<5>+2<5> T T8

_ 21 [ne\/8 8\*_ ./8\" _ 3693
mo= 4<’3€/‘<5>+‘6(3)<5> _3<5> = 8750

FUNCIONES CARACTERISTICAS

3.20. Hallar la funcidn caracteristica de la variable aleatoria X del Problema 3.17.

La funcién caracteristica estd dada por

A /1 1 1. .
Bk = geg)e ow-v{3) = Flemre = conn
empleando las f6rmulas de Euler

ei® = cosg + isend e ¥ = coss — isend

con 8 = . El resultado también puede obtenerse del Problema 3.17(a) al remplazar t = iw.

3.21. Hallar la funcidn caracteristica de la variable aleatoria X con funcion de densidad dada por
f 1/2a |z|<a
fle) = l 0 .

de otra forma
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3.22.
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La funci6n caracteristica estd dada por

F o a
E(eteX) = f_m eiwrf(gydx = %‘ f_ue““ dx

1 eluz

2a 1o

ayi elav — g—iae senaw

—a 2iaw aw

empleando las fé6rmulas de Euler (véase Problema 3.20) con 6 = ao.

Hallar la funcion caracteristica de la variable aleatoria X con funcién de densidad f(x)
=ce %, —w <z < », donde a> 0y c es una constante apropiada.

Puesto que f(x) es una funcién de densidad tenemos

I:mmle

0 N @
c[f e—a(—Ddy + f e‘“(’)dx]
—x 0

% 2¢
(i a

asf que

¢ f e—alzl dx

0 e—azr
+ c—

- -—a

ooz

= Cc —

a

Entonces ¢ = a/2. Por tanto, la funci6n caracteristica esti dada por

E(eivX) = f eior f(x) dx
0 L3
= g—'[f eiwzg—a(—1) dyp + f eiwxe—a(:r)dx]
—® 0
0 %
= gl:f elatio)z dy 4 f e—(a—iw)xdx:]
= 0

a etatio)z |0 e~ (a—iR)r |o
= —— +a———
2 atio [-= —(a —1w) [o
i a by a " a?
B 2(a + ’iw) 2(a — iw) a? + o2

COVARIANZA Y COEFICIENTE DE CORRELACION

3.23.

3.24.

Demostrar el Teorema 3-14, pagina 82.
Por definicién la covarianza de X, Y es
oxy = Cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — uy)]
= E[XY — uxY — pyX + pypy)
= E(XY) — pxE(Y) — uyE(X) + E(uxey)
= E(XY) — uxpy — pyrx + uxey
= E(XY) — uxny
= E(XY) — E(XX)E(Y)

Demostrar el Teorema 3-15, pagina 82.
8i X, Y son independientes entonces E(XY) = E(X) E(Y). Por tanto por el Problema 3.23
oxy = Cov(X,Y) = E(XY)—- EX)EXY) = 0
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3.26. Hallar (a) E(X), (b) E(Y), (¢) B(XY), (d) E(X?, (¢) E(Y?), (f) Var(X), (9) Var(Y), (h)

3.26.

Cov (X,Y), () p, si las variables X, Y se definen como en el Problema 2.8, pagina 52.

(@) B0 = 33afwy = §x[§f(x,y)]
= (0)(6c) + (1)(1de) + (2)(22) = 58 = % = %’13
(b EY) = 23 yflx,y) = zy[zﬂx,y)]
r y v z
= (0)6¢c) + (1)(9¢) + (2)(12¢) + 3)(1be) = T8¢ = 'Z% = 1—73
(e) EXY) = g?wyf(x,y)
= (0)(0)0) + O))e) + ()@)(2e) + (O)(3)3e)
+ DO + M1)B) + (1)@)de) + (1)(B3)(Be)
+ @040 + @1)B) + @)@)6e) + (@)B)(Te)
i _ loz _ 17
= 102¢ = 2 - 7
(@) E(X?) = §§x2f(x,w = szﬂ[yzﬂx,y)]
= (0)2(6c) + (1)2(14c) + (2)2(22) = 102¢ = 1202—2 %
(¢) Ey) = IZwfey) = yEyz[Ef(x,y):l
= (0)2(6c) + (1)2(9¢) + (2)2(12¢) + (3)2(16¢) = 192¢ = % = %
z _m 20\2 230
o @ = Var(X) = E(X) — [EQOP = - <2—1> = o
2
(9) @ = Var(y) = E(y) - By = Z- <17§> = 3
(h) oy = Cov(X,Y) = EQXY) - BEXEY) = - <§><¥> = -2
) ” XY= =il = =20 — _0.2103 aprox.

oxoy /2307441 /55/49 /230 \/55

93

Resolver el Problema 3.25 si las variables aleatorias X, Y se definen como en el Problema 2.3,

pagina 50.
Utilizando ¢ = 1/210 tenemos:

=L _ 288
(a) EX) = &5 Jm fy L @eztpddy =
b E(Y) = L Gfs()(2+)dxd S0
(b) = 2101;:2 = ¥(2x+y Y T 53

(e) EXY) =

|~
.3 P
nooe
N
i
=]
=
3
=
™
Y
+
=
=
a
)
o
<
It
|
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(d) EXy) = - ,; f io @)@z +y)drdy = T

5 HEErS ﬁf‘; fy:o W)@z +y)dzdy = %

) 2 = Var(X) = E(X?) - [EX] = 12%_ <%>2 A %g

(@) o2 = Var(Y) = E(Y? — [E(Y)] = 1T12%5_ <%,32>2 _ %

(h) oxy = Cov(X,Y) = EXY)— EX)E(Y) = _872_ <%><%> o _32;%

“ B g —CT0/an = =200 = -0.03129 aprox.
oxoY V/5036/3969 V16 225/7938 V2518 /16 225

ESPERANZA, VARTIANZA Y MOMENTOS CONDICIONALES
3.27. Hallar la esperanza condicional de Y dada X = 2 en el Problema 2.8, pagina 52.
Como en el Problema 2.27, pagina 61, la funcién de probabilidad condicional de Y dada X = 2 es

fyiz) = L

Entonces la esperanza condicional de Y dada X = 2 es

4+y
EY X=2) = :
(Y | ) §u< 22>

donde la suma se toma sobre todo y que corresponde a X = 2. Esto estd dado por
oy 4 5 L 7y - 19
EY|X=2) = (0)<22> + 1<22> + 2<22> I 3<22> 11

3.28. Hallar la esperanza condicional de (a) Y dada X y (b) X dada Y en el Problema 2.29, pagina 62.

(@) EY|X=2z) = fm vhlaydy = fry<%>du = 2—;—
e 0
T 1
(®) EX|Y=y) = f zf (x|y)de = f:c(l_z_xy2>dx
~ 20-9) _ 20+y+yY
C o 31-9®) T 3(1+y)

3.29. Hallar la varianza condicional de Y dada X para el Problema 2.29, pagina 62.
La varianza pedida (segundo momento alrededor de la media) es

@ it 2 2
B =1 X=2) = (" w-wrnoloa = [ (v-%) <‘2x%>dy " i

—m

donde hemos utilizado el hecho de que i, = E(Y | X = x) = 2x/3 del Problema 3.28(a )

DESIGUALDAD DE CHEBYSHEV
3.30. Demostrar la desigualdad de Chebyshev.

Presentaremos la demostracién para variables aleatorias continuas. La demostracion para variables discretas es
semejante si se remplazan las integrales por sumas. Si f(x) es la funcién de densidad de X entonces
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<

o = E[(X—w7 = f (x — 2 f(2) dz

-

Puesto que el integrando es no negativo, el valor de la integral solamente puede disminuir cuando el intervalo
de integracion se reduce. Por tanto

o2 = Jl;_ulz((x—pﬂf(x)dx = J]‘:_ulgcéf(x)dx = & J;:—mgs flz) dz

Pero la Gltima integral es igual a P(|X — u| = ¢). Por tanto
7 5"
P(X — 4| = ¢ 2

€2

IIA

3.31. Para la variable aleatoria del Problema 3.18, (a¢) hallar P(IX — ul > 1). (b) Utilizar la
desigualdad de Chebyshev para obtener un limite superior de P(]JX — u| > 1) y compararlo
con el resultado en (a).

(a) Del Problema 3.18, u = 1/2. Entonces

i 1 s 1 3
P(X~u <1) = P<X—§l<1>r— P< 2<X<2>
3/2
= f 2e72zdy = 1 — e~ 3
0
Por tanto P< X—%‘ > 1> = 1 - (l—e3) = e3 = 004979

(b) Del Problema 3.18, 02 = u5 — 2 = 1/4. La desigualdad de Chebyshev

a2
€2

P(X—pujze

IA

resulta PlX—pulZ=1) = o2 = 025

Comparando con (a) observamos que el limite dado por la desigualdad de Chebyshev es bastante crudo.
En la prictica la desigualdad de Chebyshev se emplea para dar estimativos cuando es inconveniente o
imposible obtener valores exactos.

LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

3.32. Demostrar la ley de los grandes nimeros establecida en el Teorema 3-19, pagina 84.

Tenemos EX)) = EX,) = --- = EX,) = u

Var (X;) = Var(X,) = --- = Var(X,) = o2
B S, 1 X, + -+ X, 1 ~ 1 _
ntonces E'<7 =87 —n—> = ;[E(Xl)—!— -+ E(X,)] = ;(m‘) =

Var(S,) = Var(X;+ --+X,) = Var(X)) + -+ + Var(X,) = ne?

{ A% §—n —iV S)—c’—2
asi que ar { — = a2 ar(S,) = s

donde hemos empleado el Teorema 3-5 y una extensi6én del Teorema 3-7.
Asi por la desigualdad de Chebyshev con X = S,,/n tenemos
P Sn = o= il

B T me?

- 1
Tomando el limite cuando n = %, esto se convierte, como se pide,

n
lim P< z¢> =0
n— o

n

T
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OTRAS MEDIDAS DE CENTRALIZACION

3.33. La funcion de densidad de una variable aleatoria continua X es
42(9—2%/81 0=x2=3
fl) =
0 de otra forma
(a) Hallar la moda. (b) Hallar {a mediana. (¢) Comparar la moda, la mediana y la media.

(a) La moda se obtiene hallando donde la densidad f(x) es mixima. El miximo relativo de f(x) ocurre donde
la derivada es cero, esto es

81 i

d [ 4x(9 —x%) 36 —12x2 0
dx 81 -

Entonces x = V3 =1.73 aprox., que es la moda pedida. Obsérvese que este valor da el maximo ya que la
segunda derivada, —24x/81, es negativa para x = \/§

(b) La mediana es aquel valor de a para el cual P(X = a) = 1/2. Ahora para 0 < g < 3.

" a 2 4
PX=a) = 's%j; ©(9 — xt)dr = %(9?“—%)

Igualando esto a 1/2 hallamos que
2at — 36a2 + 81 = 0

de donde

36 = V(362 — 42)(8D _ 36 = /648 _ 9
2 — — — + =
@ 2(2) 1 N

Por tanto la mediana pedida, que debe encontrarse entre 0 y 3, ests dada por
a2 = 9 — g\/E
2
de donde a = 1.62 aprox.

3 4 5
(©) EX) = 8;411; 29 — ) dx = ﬁ<3r"—%>

que pricticamente es igual a la mediana. La moda, la mediana y la media se muestran en la Fig. 3-6.

3

= 1.60
0

f(x)

Mediana

Media ~ 00 _—Moda = V3
x T ———\.f

Fig. 3-6

3.34. Una variable aleatoria discreta tiene una funcién de probabilidad f(x) = 1/2* donde x = 1,
2, ... . Hallar (a) la moda y (b) la mediana, y (¢) compararlas con la media.

(a)’ La moda es el valor de x, asociado con la probabilidad mas grande. En este caso es x = 1, para el cual la
probabilidad es 1/2.
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(b) Si x es cualquier valor entre 1 y 2, P(X = x)=1/2 y P(X = x) = 1/2. Por tanto cualquier niimero entre 1
y 2 podfia representar la mediana. Por consecuencia escogemos el punto medio del intervalo, es decir
3/2.

(c) Como se encontrd en el Problema 3.3, 4 = 2. Por tanto el orden de las tres medidas es contrario al del
Problema 3.33.

PERCENTILAS

3.35. Determinar los valores de la (a) décima, (b) vigésima quinta, (¢) septuagésima quinta percenti-
las para la distribucion del Problema 3.33.

Del Problema 3.33(b) tenemos

4 (9a2 at 18a2 — at
= = —| — — — = ——
PX=e) = & ( gt > 81

(@) La décima percentila es el valor de a para el cual P(X = a) = 0.10, es decir la solucién de (1842 —a*)/81
= 0.10. Empleando el método del Problema 3.33 hallamos que a = 0.68 aprox.

(b) La vigésima quinta percentila es el valor de a tal que (18a%> —a*)/81 = 0.25, 0 seaa = 1.098 aprox.

(¢) La septuagésima guinta percentila es el valor de a tal que (1842 —a*)/81 = 0.75, 0 seaa = 2.121 aprox.

OTRAS MEDIDAS DE DISPERSION

3.36. Determinar (a) el recorrido, (b) el recorrido semi-intercuartilico y (c¢) la desviacion media para
la distribucion del Problema 3.33.

(a) Puesto que todos los valores x > 3 tienen probabilidad cero, tomamos el valor mdximo de x = 3. En

forma aniloga puesto que todos los valores x < 0 tienen probabilidad cero, tomamos el valor minimo de
x = 0. Entonces el recorridoes 3 — 0 = 3.

(b) Por el Problema 3.35 los valores de la vigésima quinta y septuagésima quinta percentilas son 1.098 y
2.121 respectivamente, Por tanto

Recorrido semi-intercuartilico = 2—3—1—_2—10-% = 0.51 aprox.

(¢) Del Problema 3.33 la media es u = 1.60 = 8/5, Entonces

Desviaci6én media

D.M. = E(X—u) — f e — ul () da
_8l[ 4z
A x 5’[81(9 xz):]dx

8/5 /g T, . : 3 8\ 4z
J; <g—x>[ﬁ(9~x-):’dz + i <x—— 5 [S—I(Q—mz)]dx

= 0.555 aprox.

3

SESGO Y CURTOSIS
3.37. Hallar el coeficiente de (a) sesgo y (b) curtosis para la distribucion del Problema 3.19.

Del Problema 3.19 tenemos

2 _ 3693
7 8750

My -

(a) Coeficiente de sesgo = oy = — = -0.1253
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. [
(b) Coeficiente de curtosis = a; = AL 2

04 i

Se deduce que hay un sesgo moderado a la izquierda, como se indica en la Fig. 3-6. También la distribucién
es algo menos apunteada que la distribucién normal, que tiene una curtosis de 3.

PROBLEMAS DIVERSOS

3.38. Si M(t) es la funcion generatriz de momentos para una variable aleatoria X demostrar que la
media es u = M'(0) y la varianza es 6> = M"(0) — [M’'(0)]2.

De (32), pagina 80, tenemos remplazandor =1yr = 2,
uy = M'(0) g = M"(0)
Entonces de (27)
= M'(0) pe = o* = M'(0) — [M’(0)]2

3.39. Sea X una variable aleatoria que toma los valores x, = k con probabilidades p, donde k = +

1,..., % n. (a) Hallar la funcion caracteristica ¢(w) de X y (b) obtener p,, en términos de
$(w).
(e¢) La funcion caracteristica es

3(w) = E(eivX) = k_z— eivlep, = k_E_ Py eik

(b) Multiplicar ambos lados de la expresi6én en (a) por ¢ /¢ e integrar con respecto a ( desde O hasta 27.

Entonces 25 n v
{ e~ i a(w) do = > p"'f eitk—Dudy, = 2zp;
Jw=0 k=-n w=0
e [,,i(k-—;m {27 S
puesto que f eiltk—jad, = 1 W=7 o v !
w=0
{2z b =)
1 27
Por tanto Y, = 5 f ¢ e o(y) dw
27 Jo=0

o, remplazando j por k,

e a= B
P == > —ikw 4,
Pr 2 J;_‘” ¢ Pw) do
n

Con frecuencia llamzmos 2 p, ei’ (donde tedricamente n puede ser infinito ) la serie de Fourier de
K=—n

¢(w) y Py los coeficientes de Fourier. Para una variable aleatoria continua, la serie de Fourier se rempla-
za por la integral de Fourier (véase pagina 81).

3.40. Utilizar el Problema 3.39 para obtener la distribucion de probabilidad de una variable aleato-
ria X cuya funcion caracteristica es ¢(w) = cos w.

Del Problema 3.39

D = f e ko cos v do

S v

1 o7 . el L ¢ 'imj g
== Offan || o R e ©
25 .f,' 1] 3 [ 2 _J 5
D pll

[ ZF
gl 5 J el 1 Koy i _l_f ¢ 4w dy
4z J, .0 4r w=10
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Si & = 1 hallamos p; = §;si k = — 1 hallamos p_; = }. Para los otros valores de k tenemos p; = 0.
Por tanto la variable aleatoria estd dada por

. 1 con probabilidad 1/2
- { —1  con probabilidad 1/2

Como una verificacidon véase Problema 3.20.

3.41. Hallar el coeficiente de (@) sesgo y (b) curtosis de la distribucion definida por la curva normal,
con densidad

f(=) = ﬁeﬂ’/z —o <z <

(@) La distribucién tiene la apariencia de la Fig. 3-7. Por simetria, u; = 4; =0y u; = 0. Por tanto el coefi-
ciente de sesgo es cero. AN

flz)

Fig. 3-7

(b) Tenemos

M, = E(X?) = 1 J pte=T2dy = —2- f x2e7/2 dx
27 vV —= Ver v0
== _2_.. "E vi/2e—v dy
V7 Jo

2 (3 g (1)
= —r{z) = —.=r({5) = 1
Vr <2> Ve 2 \2
donde hemos efectuado la transformacién x2/2 = v y utilizando las propiedades de la funcién gama
dadas en (2)y (5) del Apéndice A. Anilogamente obtenemos

py = EXY = _l__f e 2l 2 f o212 d
s L

Ver Ver

= 4_f 3/ 2e~—t dy
V7 Jo

- 4 ./5y _ 4 3.1
T VA\E) T e

Entonces
o2 = E[(X—up? = EX?) = 4§ = 1
sy = B[(X—p)] = E(XY) = pf = 3
Por tanto el coeficiente de curtosis es
~ Hy
= 3

ot
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3.42. Demostrar que —1 = p = 1 (véase pagina 82).
Para cualquier constante real ¢ tenemos
E[lY — py — (X — ex)¥? = 0

Entonces el lado izquierdo puede escribirse

E[(Y — uy)?] + @E[(X - ux)?] — 26E[(X — (¥ —py)] = 0f T oy = 2eo,y
2co
= cf, F o§<c2— ogy>

2 o
¢ oxy XY
= Y ([ = 2\ e
ay+ox< 02> 32

X X
o202 — o2 2
= Y X V4 Y2 XY + c§<c_0x2y
ox Ux
Para que la filtima cantidad sea mayor o igual que cero para cada valor de ¢ debemos tener
o2
d202 —02. =2 0 6 XVif < 1
X"y XY o252
que es equivalente a p? = 6 —1=p=1.
Problemas suplementarios
ESPERANZA DE VARIABLES ALEATORIAS
—2 prob. 1/3
3.43. Una variable aleatoria X se define por X = 3 prob. 1/2. Hallar (a) E(X), (b) E(2X +5), (c) E(X?).
1 prob. 1/6

32 0=z=1
3.44. Sea X una variable aleatoria definida por la funcién de densidad f(x) =
0 de otra forma

Hallar (a) E(X), (b) E(3X —2), (c) E(X2).
e r =0

3.45. La funcidn de densidad de una variable aleatoria X es f(x) =
0 de otra forma

Hallar (a) E(X). (b) E(X?), (c) E|(X —1)2].

3.46. ;Cudl es el niimero esperado de puntos que resultan en 3 lanzamientos sucesivos de un dado honrado?
¢(Parece razonable su solucién? Explicar.

e T x =0

. Hallar E(e2X/3),
0 x<0

3.47. Una variable aleatoria X tiene la funcién de densidad f(x) = {

3.48. Sean X, Y variables aleatorias independientes cada una con funcién de densidad

2e—2u u =
fle) = {

0 de otra forma

Hallar (¢) E(X+Y), (b) E(X2+7Y?2), () E(XY).
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3.49.

3.50.

3.51.

3.52.

3.53.

3.54.

3.55.

3.566.
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:Se cumple que (¢) E(X +Y) = E(X) + E(Y), (b) E(XY) = E(X)E(Y), en el Problema 3.48? Explicar.

Sean X, Y variables aleatorias con funcién de densidad conjunta

[%x(x+y) 0=x=1, 0=y=2
flx,y) =

0 de otra forma

Hallar (a) E(X), (b) E(Y), (¢) E(X +Y), (d) E(XY).
;Se cumple que (a) E(X+Y) = E(X)+ E(Y), (b) E(XY) = E(X) E(Y), en el Problema 3.50? Explicar.

Sean X, Y variables aleatorias con densidad conjunta

[‘4.171/ ll=a =3, 0=p =1l
fle,y) = Lo

de otra forma

Hallar (a) E(X), (b) E(Y), (¢) E(X+7Y), (d) E(XY).
¢Se cumple que (a) E(X +Y) = E(X) + E(Y), (b) E(XY) = E(X) E(Y), en el Problema 3.52? Explicar.

(1Cx+y) 0=2=1 0=y=2

Si flx,y) = ’10 . Hallar (a) E(X), (b) E(Y), (c) E(X?), (d) E(Y?), (¢) B(X +

de otra forma
Y), (f) E(XY).
Sean X, Y variables aleatorias independientes tales que

1 prob. 1/3 f 2 prob. 3/4
X = Y =
0 prob. 2/3 | —3 prob. 1/4

Hallar (a) E(3X +2Y), (b) E(2X2— Y?), (¢) E(XY), (d) E(X2Y).

Sean X, X,, ..., X, n variables aleatorias que estin distribuidas idénticamente tal que

1  prob. 1/2
2 = 2  prob. 1/3
-1  prob. 1/6

Hallar (a) E(X,+ X,+ -+ + X,), (b)) E(XI+X3I4---+X3).

VARIANZA Y DESVIACION TIPICA

3.57.

3.58.

3.69.

Hallar (a) la varianza y (b) la desviacién tipica del niimero de puntos que resultan en un solo lanzamiento de
un dado honrado.

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

1/4 —2=x=2

5 = |
flm) = |

0 de otra forma

Hallar (a) Var (X), (b) ox.

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

e x =0

<
f@) = |

0 de otra forma

Hallar (a) Var (X), (b) ox.




102

3.60.
3.61.
3.62.

3.63.
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Hallar la varianza y la desviacion tipica para la variable aleatoria X del (¢) Problema 3.43, (b) Problema 3.44,
Una variable aleatoria X tiene E(X) = 2, E(X?) = 8. Hallar (a) Var (X), (b) 0x.
Si una variable aleatoria X es tal que E[(X —1)2] = 10, E[{(X —2)?] = 6 hallar (a) E(X), (b) Var(X), (¢) ox-

Demostrar el Teorema 3-1, pagina 77,

MOMENTOS Y FUNCIONES GENERATRICES DE MOMENTOS

3.64.

3.65.

3.66.

3.67.

3.68.

3.69.

3.70.

Hallar (a) la funcién generatriz de momentos de la variable aleatoria

f 1/2 prob. 1/2

N —
1—1/2 prob. 1/2

y (b) los primeros cuatro momentos ailrededor del origen.

(a) Hallar la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria X con funcién de densidad

x/2 0=zx=
flxy = {

0 de otra forma
(b) Emplear la funcién generatriz de (a) para hallar los primeros cuatro momentos alrededor del origen.
Hallar los primeros cuatro momentos alrededor de 1a media en el (a) Problema 3.43, (b) Problema 3.44.

(a) Hallar la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria con funcién de densidad
J’ e T r =0
fl@) = )

de otra forma

y (b) determinar los primeros cuatro momentos alrededor del origen.
En el Problema 3.67 hallar los primeros cuatro momentos alrededor de la media.

fl/(b—a) a=zx=b

Si X tiene funcion de densidad f(zx) = . Hallar el k-6simo momento alrededor (a)

10 de otra forma

del origemn, (b) de la media.

Si M(t) es la funcion generatriz de momentos de la variable aleatoria X, demostrar que el 30. y 40, momentos
alrededor de la media estin dados por

py = M(0) — 3M"(0) M'(0) + 2[M'(0)]
py = MOV0) — 4M'(0) M'(0) + 6M"(0)[M'(0)]2 — 3[M'(0)]* |

FUNCIONES CARACTERISTICAS

3.71.

3.72.

3.73.

3.74.

Demostrar el Teorema 3-11, pagina 81.

a prob. p
Hallar la funcion caracteristica de la variable aleatoria X =

b prob. g=1-—p

Hallar la funcién caracteristica de la variable aleatoria X que tiene funcién de densidad

J" 1/2¢ |x! = a

fle) = Lo

de otra forma

Hallar la funcién caracteristica de la variable aleatoria X con funcién de densidad
I x/2 0=x=2

1) 1 0 de otra forma
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X f 1 prob. 1/2

T 1-1 prob.1/2
cidén caracteristica de la variable aleatoria

3.75. Sean X, variables aleatorias independientes(k =1, 2,...,n). Demostrar que la fun-

X, +X, 4+ - + X,
Vn

es [cos (w/Vn)]n.

3.76. Demostrar que cuando n — °° la funcidn caracteristica del Problema 3.75 tiende a ¢ %2, (Sugerencia:
Tomar el logaritmo de la funcién caracteristica y emplear la regla de L’Hospital).

COVARIANZA Y COEFICIENTE DE CORRELACION

3.77. Sean X, Y variables aleatorias con funcién de densidad conjunta

z+y 0=xz=1 0=y=1
fle,y) =

0 de otra forma
Hallar (a) Var (X), (b) Var(Y), (c) ox. (d) oy, () oxy, (f) p.

[e"-“!l) 220, y=Z0
3.78. Resolver el Problema 3.77 si la funcién de densidad conjunta es f(x,y) = 3 0
{

de otra forma -
3.79. Hallar (a) Var (X), (b) VarY, (c) ox, (d) oy, (€) axy. (f) p, para las variables aleatorias del Problema 2.57.

3.80. Resolver el Problema 3.79 para las variables aleatorias del Preblema 2.99.

3.81. Hallar (a) la covarianza y (b) el coeficiente de correlacién de las dos variables aleatorias X Ysi E(X) =2,
E(Y)=3, E(XY)=10, E(X?) =9, E(Y? = 16.

3.82. El coeficiente de correlacién de las dos variables aleatorias X, Y es— 1/4 en tanto gue sus varianzas son 3 y 5.
Hallar la covarianza.
ESPERANZA, VARIANZA Y MOMENTOS CONDICIONALES

3.83. Si X, Y tienen funcién de densidad

xr+y 0=x=1 0=y=1
fay) = 0 de otra forma

Hallar la esperanza condicional de (a) Y dada X, (b) X dada Y.,

(26‘(“29) x =08y 0
3.84. Resolver el Problema 3.83 si f(x,y) = A
L 0 de otra forma

3.85. Si X, Y tienen la funcién de probabilidad conjunta dada en la Tabla 2-9, pigina 74. Hallar la esperanza
condicional de (a) Y dada X, (b) X dada Y,

3.86. Si X, Y son variables aleatorias independientes continuas demostrar que las densidades condicionales de X
dada Y y de Y dada X son las mismas respectivamente que las densidades marginales de X y Y.

3.87. Establecer y demostrar un resultado para variables aleatorias discretas anilogo al del Problema 3.86.
3.88. TIlustrar por medio de un ejemplo el resultado del (a) Problema 3.36, (b) Problema 3.87.

3.89. Hallar la varianza condicional de (a) Y dada X, (b) X dada Y para la distribucién del Problema 3.83,
3.90. Resolver el Problema 3.39 para la distribucién del Problema 3.84.

3.91. Resolver el Problema 3.89 para la distribucion del Problema 2.99.
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DESIGUALDAD DE CHEBYSHEV

3.92. Una variable aleatoria X tiene media 3 y varianza 2. Utilizar la desigualdad de Chebyshev para obtener un
Ifmite superior para (a) P(|X — 38| = 2), (b) P(|X —3| = 1).

3.93. Demostrar la desi ualdad de Chebyshev para una variable discreta X. (Sugerencia: Véase Problema 3.30).

3.94. Una variable aleatoria X tiene la funcién de densidad f(x) = Je~ ¥, —= <z < «. (g) Hallar P(IX — ul > 2).
Emplear la desigualdad de Chebyshev para obtener un limite superior de P(|X — u| > 2) y compararlo con el
resultado en (a).

3.95. Sean X;, X3, ..., X, n variables aleatorias independientes cada una con funcién de densidad

1/2 —-1=z=1
fl®) =
0 de otra forma
7

1
= =
n E> 3ne?
3.96. Demostrar que la ley de los grandes nfimeros (en forma débil) puede establecerse como

Sy
lim P 7—# <€ = il

n=—+ a0
3.97. Sean Xy (k =1,...,n)n variables aleatorias independientes tales que

SiS,=X,+X,+ -+ X, demostrar que
Sn

n

LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

e interpretarla,

1 prob. p
X, = |
g 10 prob. g=1—p

(a) Si Xj representa el nfimero de caras en el k-ésimo lanzamiento de una moneda, ;qué interpretacién
puede darsea S, = X, + -+ + X7

(b) Demostrar que la ley de los grandes niimeros para este caso se reduce a

lim P o = =
"H!:c T—p‘:e = 0

3.98. Sean Xy, k=1, 2,..., variables aleatorias independientes cada una con funcién de densidad

e interpretar este resultado.

ft _—1 — o0 oo
flz) = g <x<

Demostrar que la ley de los grandes niimeros no es vilida en este caso.

3.99. (a) cSeria vilida la ley de los grandes nmeros si la funcién de densidad del Problema 3.98 se remplaza por
flx) = ¢/(1+x%)?

(b) (Es necesario que existan todos los momentos de una distribucién para que la ley de los grandes
nlimeros sea vilida? Justificar su regspuesta.

OTRAS MEDIDAS DE CENTRALIZACION
3.100. Hallar (a) la moda y (b) la mediana de una variable aleatoria X con funcion de densidad

@ = 0
flx) = {

0 de otra forma
v (c¢) compararlas con la media,
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3.101. Resolver el Problema 3.100 si la funcién de densidad es

) 4x(1 — x2) OR=RxR=p]l
fa) = 0 de otra forma

3.102. Hallar () la mediana y (b) la moda para la variable aleatoria definida por

2  prob. 1/3

X =
L —1  prob. 2/3
y compararlas con la media.

3.103. Hallar (a) la mediana y (b) la moda del conjunto de nimeros 1, 3, 2, 1, b, 6, 3, 3 y compararlas con la
media,

PERCENTILAS

3.104. Hallar los valores de la (a) vigésima quinta y (b) septuagésima quinta percentilas para la variable aleatoria con
funcién de densidad
f 2(1 —x) =@ =l
=,

de otra forma

3.105. Hallar los valores de la (a) décima, (b) vigésima quinta, (c) septuagésima quinta, (d) nonagésima percentila
para una variable aleatoria con funcién de densidad

(x — x3) —1<z<1

fle) = {;

de otra forma

donde ¢ es una constante apropiada.

3.106. Una variable aleatoria X tiene funcién de densidad dada por

e~ ™ =0
fle)y = {

0 de otra forma

Demostrar que la percentila 100p tiene el valor —In (1 —p)donde 0 = p < 1.

3.107. Una variable aleatoria X tiene funcién de densidad f(x) = 1/x(1 + x2), —» < & < <. Demostrar que el valor
de la percentila es tan (p — 1/2)7 donde 0 <p < 1.

OTRAS MEDIDAS DE DISPERSION

3.108. Hallar (a) el recorrido, (b) el recorrido semi-intercuartilico y (c) la desviacion media para la variable aleatoria
del Problema 3.104,

3.109. Resolver el Problema 3.108 para la variable aleatoria del Problema 3.105.

3.110. Explicar por qué el recorrido no es una medida de dispersién itil en el (a) Problema 3.106, (b) Problema
3.107.

3.111. Demostrar que el recorrido semi-intercuartilico para la variable aleatoria del Problema 3.106 es 1/2 In 3.
3.112. Demostrar que el recorrido semi-intercuartilico para la variable aleatoria del Problema 3.107 es 1.
3.113. Hallarla desviacién media de a variable aleatoria X en el (a) Problema 3.106, (b) Problema 3.107.

3.114. Obtener la probabilidad de que la variable aleatoria X difiera de su media por mas que el recorrido semi-in-
tercuartilico en el caso del (a) Problema 3,104, (b) Problema 3.106.

SESGO Y CURTOSIS
{c(l—x*‘) —1=x=1

3.115. Sea f(x) = o donde ¢ es una constante apropiada, la funcién de densidad de

0 de otra forma

la variable aleatoria X. Hallar el coeficiente de (a) sesgo, (b) curtosis,
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3.116.

3.117.

3.118.

3.119.
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Hallar el coeficiente de (a) sesgo y (b) curtosis para la distribucién del Problema 3.106.

;Puede definirse un coeficiente de curtosis para la distribucién del Problema 3.107? Justificar su respuesta.

c< = m> 2| = a
flm) = g

0 |z| > a

Si

donde ¢ es una constante apropiada, es la funcién de densidad de X, hallar el coeficiente de (a) sesgo, (b)
curtosis.

Hallar el coeficiente de (a) sesgo, (b) curtosis, para la distribucién con funcién de densidad

AeTAT 2 =0
f@ = 14 2<0

PROBLEMAS DIVERSOS

8.120.

3.121.

8.122.

3.128.

8.124.

3.125.

3.126.

3.127.

Sea X una variable aleatoria que puede tomar los valores 2, 1, 3 con probabilidades 1/3, 1/6 y 1/2
respectivamente. Hallar (a) la media, (b) la varianza, (c) la funcién generatriz de momentos, (d) la funcién
caracterfstica, (e) el tercer momento alrededor de la media.

Resolver el Problema 3.120 si X tiene funcién de densidad

c(l—x) 0<zx<1
fle) = {

- 0 de otra forma
donde c es una constante apropiada.

Se lanzan tres dados honrados sucesivamente. Hallar (a) la media y (b) la varianza de la suma.

Sca X una variable aleatoria con funcién de densidad

cx 0=x=2
flx) = {

0 de otra forma

donde c es una constante apropiada. Hallar (a) la media, (b) la varianza, (c) la funcién generatriz de
momentos, (d) la funcién caracterfstica, (¢) el coeficiente de sesgo, (f) el coeficiente de curtosis.

Refiriéndose al Problema 1.156, pigina 37, determinar el nimero de cartas esperado que llegardn al destino
aprobpiado. .

Si X, Y tienen funcién de densidad conjunta

cxy 0<x<1 0<y<i1
v 0 de otra forma

Hallar (a) E(X2+Y2), (b) E(VX2+ Y2).

Resolver el Problema 3.125 si X, Y son variables aleatorias independientes distribuidas idénticamente con
funciones de densidad f(u) = (27)~172¢=%"/2, —w < y < o,

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

I el ]
fle) = {'

0 de otra forma

y sea Y = X2, Hallar (o) E(X), (b) E(Y), (c) E(XY).
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3.128.

3.129.

3.130.

3.131.

3.132.

3.133.

3.134.

3.135.

3.136.

3.137.

3.138.

3.139.

3.140.
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Utilizar el resultado del Problema 3.127 para demostrar que podemos tener E(XY) = E(X) E(Y)sin que X, Y
sean independientes.

Demostrar que si X, Y son variables aleatorias independientes, entonces E[f(X) g(Y)] = E{f(X)] * E{g(Y)]
donde f(X) y g(Y)son funciones de estas variables. ;Hay alguna restriccién sobre estas funciones? Explicar.

Si X, Y son variables aleatorias con funcién de densidad conjunta f(x, y) la funcién generatriz de momentos
de X, Y se define como

Mt v) = E[aX+u¥] = ( f etzruw f(x y) dx dy

(a) Hallar la funcién generatriz de momentos para la distribucién del Problema 3.125. (b) ;Es la funcién
generatriz de momentos de X, Y en este caso igual al producto de las funciones generatrices de momentos
de X y Y por separado? Explicar su respuesta y decidir si este es el caso para todas las funciones de
densidad conjunta.

Demostrar como puede emplearse la funcién generatriz de momentos del Problema 3.130 para hallar E(X™
Y" ) donde m y n son enteros positivos,

De acuerdo con el Problema 3.130, ;c6mo definiria la funcién caracterfstica de X y Y? Ilustrar por medio
de un ejemplo.

Un juego consiste en lanzar una moneda hasta que aparezca una cara, Si esto sucede en el k-ésimo lanzamien-
to un jugador recibe 2*® délares. Hallar la esperanza suponiendo que la moneda es honrada y discutir el
significado de su respuesta. (Este juego se conoce como la paradoja de San Petersburgo).

Resolver el Problema 3.133 si la moneda estd cargada.

Demostrar que si X, ..., X,, son variables aleatorias entonces

n n
Var< b Xk> = 3 Var(X,) + 2 Cov(X; Xy)
k=1 k=1 i#k

Sea M(t) la funcién generatriz de momentos de la variable aleatoria X. Demostrar que si K(t) = In M(t)
entonces (a) K'(0) = u = E(X), (b) K'(0) = ¢2 = Var (X).

7

Refiriéndose al Problema 3,136, expresar (a) el tercero y (b) el cuarto momentos en términos de K y sus
derivadas evaluadas en t = 0.

Obtener resultados correspondientes a los Problemas 3.136 y 3.137 para la funci6n caracteristica.

Sean X,, X,, ..., X, variables aleatorias independientes distribuidas idénticamente con funcién de densidad
j 1/2¢ |z| =«
fley = 1
0 de otra forma
donde a > 0. Hallar la funcién caracteristica de e
X, +X,+ - +X,
vn

(a) Demostrar que cuando n = = la funcién caracteristica del Problema 3.139 tiende a ¢—*/2. Comparar
con los Problemas 3.75 y 3.76. (b) ;Qué conclusiones puede extraer acerca de los Ifmites de las distribucio-
nes en los dos casos?



Capitulo 4

Distribuciones de probabilidad
con nombre propio

DISTRIBUCION BINOMIAL O DE BERNOULLI

Supongase que tenemos un experimento como lanzar una moneda o un dado repetidamente,
escoger una bola de una urna repetidamente, etc. Cada lanzamiento o escogencia se denomina una
prueba. Con cada prueba hay una probabilidad asociada con un suceso particular como la cara en la
moneda, el 4 en el dado o la seleccién de una bola roja. En algunos casos la probabilidad no cambia
de una prueba a la siguiente (como en el lanzamiento de la moneda o del dado). A estas pruebas se
les llama independientes y se conocen como las pruebas de Bernoulli en memoria de James Bernoulli
quien las investigo a finales del siglo XVII.

Sea p la probabilidad de que un suceso ocurra en una sola prueba de Bernoulli (llamada la
probabilidad de éxito). Entonces g = 1 — p es la probabilidad de que el suceso no ocurra en una sola

prueba (llamada la probabilidad de fracaso). La probabilidad de que el suceso ocurra x veces en n
Pruebas (es decir que ocurran x éxitos y n — x fracasos) esti dada por la funcioén de probabilidad

7l — /)L ! I yn—r
fo) = PX=a) = (Do = ol (1)
donde la variable aleatoria X denota el nimero de éxitos en n pruebasy x = 0,1,...,n

EJEMPLO 4.1. La probabilidad de obtener exactamente 2 caras en 6 lanzamientos de una moneda honrada es

_ p BN A NS (1\2/1 a2 e
B =2l = <2}<E> <§> = stz (z) 7w

La funcion de probabilidad discreta (I) con frecuencia se denomina distribucién binomial
puesto que parax = 0, 1, 2, . . ., n corresponde a los términos sucesivos en la expansion binomial

) AU N AV
! LO— no L w1, n-—-242 _ e n — Tyt —2 2
(¢+p) q ~r<1>q ‘p+<2>q Pt + +p ;{)(\x)pq (2)
También se llama distribucién de Bernoulli. Una variable aleatoria con la distribucién (1) se dice que

esta distribuida binomialmente o es de la distribuciéon de Bernoulli.

ALGUNAS PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL

Algunas de las propiedades importantes de la distribucién binomial se presentan en la Tabla
4-1.

EJEMPLO 4.2. En 100 lanzamientos de una moneda honrada el niimero esperado o media de caras es » = (100)(}) =
50 en tanto que la desviacion tipica es 0 = V/ (100)(3)(1) = 5.
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Tabla 4-1
Media = np
Varianza a2 = mupq
Desviacion tipica o = Vupg
Coeficiente de sesgo — L
(GRS ey
vnpq
Coeficiente de curtosis [ s LU
' Vnpq
Funcion generatriz de momentos M(t) = (q+ pe)r
Funcién caracteristica plw) = (g + peiw)n

LA LEY DE LOS GRANDES NUMEROS PARA LAS PRUEBAS DE BERNOULLI

La ley de los grandes nimeros, pagina 84, tiene una interpretacion interesante en el caso de las
pruebas de Bernoulli y se presenta en el teorema siguiente.

Teorema 4-1 (Ley de los grandes nameros para las pruebas de Bernoulli): Sea X la variable
aleatoria que da el nimero de éxitos en n pruebas de Bernoulli, asi que X/n es la
proporcion de éxitos. Entonces si p es la probabilidad de éxito y e es cualquier nime-
ro positivo,

[1kVi

: | X * '
r(E-s]5) = o

En otras palabras: a la larga se hace extremadamente factible que la proporcion de éxitos, X/n,
sea tan proxima como se desee a la probabilidad de éxito en una sola prueba, p. Esta ley en un
sentido justifica el emplea de la definicion de probabilidad en la pagina 6. Un resultado mas fuerte
lo suministra la ley de los grandes n(mercs en formae fuerte (pagina 84) que establece que con
probabilidad uno lim X/n = p, es decir X/n realmente converge a p excepto en un caso desprecia-

Yo = 00

ble de casos.

DISTRIBUCION NORMAL :

Uno de los mas importantes ejemplos de una disiribucién de probabilidad continua es la distri-
bucién normal, algunas veces denominada la distribucion gaussiana. La funcion de densidad para la
distribucion esta dada por

1 el
f(‘r) _ €-~(:—y1) Y,
oV/27 |

donde p v o son la media y la desviacion tipica respectivamente. La funcion de distribucion
correspondiente esta dada por

—o < g < (4)

Fz) = PX=z) = _<1_2_ f - o—w0% gy o
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En este caso decimos que la variable aleatoria X estd normalmente distribuida con media uy
varianza o*.

Si hacemos que Z sea la variable normalizada correspondiente a X, es decir si hacemos

Z:h (6)

[

entonces la media o el valor esperado de Z es 0 y la varianza es 1. En este caso la funcién de
densidad para Z puede obtenerse a partir de (4) al remplazar u = 0y o = 1, resultando

fz) = ﬁe @)

Este resultado se conoce frecuentemente como la funcién o la distribucion de densidad normal
tipificada. La funcion de distribucion correspondiente esta dada por

F) = PEsz) = — ( evrgy = L4 L (Tevingy, 8
| - ; ®

V2r

Algunas veces llamamos al valor z de la variable tipificada el valor tipificado. La funcién F(z) se
encuentra relacionada con la funcién error, erf (z). Tenemos

erf (z) = _zﬁj: e du y F(z) = %[1 + erf<\/i§>] (9)

En la Fig. 4-1 se muestra una representacion grafica de 1a funcion de densidad (7), algunas veces
conocida como la curva normal tipificada. En esta representacion grafica hemos indicado las areas

dentro de 1, 2 y 3 desviaciones tipicas de la media (es decirentre z=—1y + 1,z2=—2y + 2,z =
— 3 y + 3) las cuales son iguales al 68.27%, 95.45% y 99.73% del area total, que es uno. Esto quiere
decir que

P(-1=Z=1) = 06827, P(-2=7Z=2) = 09545, P(-3=Z<=3) = 0.9973 (10)

f(z)

0.4

|
|
!

-3 -2 -1 0 i
-+—68.27% —»

- 95.45% =
- 99.73% >

Fig. 4-1

En el Apéndice C se presenta una tabla que da las areas bajo esta curva limitada por la ordenada
z = 0 y cualquier valor positivo de z. A partir de esta tabla se pueden encontrar las areas entre dos
ordenadas cualesquiera utilizando la simetria de la curva alrededor de z = 0.
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ALGUNAS PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION NORMAL

Algunas de las propiedades importantes de la distribucidon normal general se presentan en la
tabla siguiente.

Tabla 4-2
Media ©
Varianza o2
[ s ol e
Desviacion tipica o
Coeficiente de sesgo ay = 0
i . i
Coeficiente de curtosis | ey = 3
- = - — 1 2.2 g
Funcion generatriz de momentos| AM(t) = e“'" 7 t/2
. 2 2,
Funcién caracteristica Allw) = TN

RELACION ENTRE LAS DISTRIBUCIONES BINOMIAL Y NORMAL

Si n es muy grande y ni p ni ¢ estin muy proximas a cero, la distribucién binomial puede
aproximarse estrechamente a la distribucion normal con variable tipificada dada por

X—np
vV npq

Aqui X es la variable aleatoria que da el nimero de éxitos en n pruebas de Bernoulli y p es la
probabilidad de éxitos. La aproximacion es tanto mejor conforme aumenta n, y en el limite es total.
(Véase Problema 4.17). En la practica la aproximacion es muy buena si ambos np y nrq son
superiores a 5. El hecho de que la distribuciéon binomial tiende a la distribucion normal puede
describirse al escribir

Z = (11)

. _ X —np 1 Pk
lim P<a == b> — f e ?du (12)
n—+w \/n q ‘/2." a )

Literalmente, decimos que la variable aleatoria tipificada (X — np)/\/npqes normal asir\ztét’icamente.

DISTRIBUCION DE POISSON

Sea X una variable aleatoria discreta que puede tomar los valores 0, 1, 2, . . . tal que la funcion
de probabilidad de X esté dada por

31 PEea
~ Lt

flx) = P(X=x) an = 0,002 o5 (213)
donde A es una constante positiva dada. Esta distribucién se llama la distribucion de Poisson (en
memoria de S.D. Poisson, quien la descubri6é a comienzos del Siglo XIX) y una variable aleatoria con
esta distribucion se dice que esta distribuida de acuerdo con la distribucion de Poisson.

Los valores de f(x) en (13) pueden obtenerse empleando el Apéndice H, que da los valores de
e * para diferentes valores de A, o utilizando logaritmos.

ALGUNAS PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION DE POISSON

Algunas de las propiedades importantes de la distribucion de Poisson se presentan en la tabla
siguiente.
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Tabla 4-3
Media 4= 2
Var-ianza _02 — }\_ il
Desviacién tipic;_ A o_:_\/.;\___._
= _C_o_eficient.:e de-sesgo | :: 1/-\/_;\_ =
Coé;ciente de cur;c;sis | g R (1/>\)_' N
Funcidn generatriz de momentos! Mt) = eMet— D
E Funcién caracteristica Hlw) = e M1

RELACION ENTRE LAS DISTRIBUCIONES BINOMIAL Y DE POISSON

En la distribucion binomial (1) si n es grande mientras que la probabilidad p de ocurrencia de un
suceso esta cerca de cero, de modo queg = 1 — p esta cerca de 1, el suceso se llama suceso raro. En
la practica consideramos que un suceso es raro si el nimero de pruebas es al menos 50 (n = 50)
mientras que np es menor que 5. En tales casos la distribucion binomial (1) se aproxima mucho a la
distribucion de Poisson (13) con A = np. Esto se ve comparando las Tablas 4-1 y 4-3, ya que al
remplazar A = np, ¢ ~ 1y p = 0 en la Tabla 4-1 obtenemos los resultados de la Tabla 4-3.

RELACION ENTRE LAS DISTRIBUCIONES DE POISSON Y NORMAL

Puesto que existe una relacion entre las distribuciones binomial y normal y entre las distribu-
ciones binomial y de Poisson, se deduce que hay también una relacion entre las distribuciones de
Poisson y normal. Efectivamente esto sucede, Podemos demostrar que si X es la variable aleatoria de
Poisson de (13) y (X — \)/V/X es la variable aleatoria tipificada correspondiente, entonces

P . b o
lim P<a ~ )i/\—ib\ = —1_: I W) (14)
A= \//X / \/27 a

esto es, la distribucion de Poisson tiende a la distribucién normal a medida que A > © 0 (X — )/ \/T es
normal asintoticamente.

TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL

La semejanza entre (12) y (14) naturalmente nos conduce a preguntarnos si existen otras
distribuciones ademas de la binomial y la de Poisson que tengan la distribucién normal como caso
limite. El extraordinario teorema siguiente revela que realmente una gran clase de distribuciones
tienen esta propiedad.

Teorema 4-2 (Teorema del limite central): Sean X,, X,, ... variables aleatorias independientes
que estan distribuidas idénticamente (es decir todas tienen la misma funcion de
probabilidad en el caso discreto o funcion de densidad en el caso continuo) y tienen

media u y varianza o? finitas. Entoncessi S, = X, + X.4+ - - + X, (n =1,2,...),
— %Y 1
Iim P(a gMﬁg b\ = —1: ‘J e P du (15)
ne o\/7 VN 5 -
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es decir, la variable aleatoria (S. — nu)/oy/n, que es la variable tipificada a S,,, es
normal asintoticamente.

El teorema también es verdadero bajo condiciones mas generales; por ejemplo, se cumple cuando
X., X,, ... son variables aleatorias independientes con la misma media y la misma varianza pero
no necesariamente distribuidas idénticamente.

DISTRIBUCION MULTINOMIAL

Si los sucesos A,, A,, . ..,A,pueden ocurrir con probabilidades p,, p,, ..., P, dondep, + p,
+---+ ps=1.81 X,, X,,..., X, son las variables aleatorias respectivamente que dan el namero
de veces que A, A,, ..., A, ocurre en un total de n pruebas, de modo que X, +Xz+ - +X; =
n, entonces

! .
P(X1 =N, ngnz, L, sznk) = —7—————2)"1‘1)'2" i p',“‘ (16)
et s ! ;

donden, + n, +---+ n, = n, es la funciébn de probabilidad conjunta para las variables aleatorias
X, Xs,...,X,.

Esta distribucidn, que es una generalizacidén de la distribucién binomial, se llama la distribucion
multinomial puesto que (16) es el término general en la expansion multinomial de (p, + p, + - -~
+ pe).

EJEMPLO 4.3. Si un dado honrado se lanza 12 veces, la probabilidad de obtener 1, 2, 3, 4, 5 y 6 exactamente dos
veces cada uno es

2 2 ) 9 2 o
PX, =2 X ol bl LY(LY (Y (LYY 1) _ 1925
R, e e e 2!2!2!2!2!2!<e> <s> <6> \6> <6> <6> S8 R o

El nimero esperado de veces que A,, 4,,..., Ay ocurra en n pruebas son np;, np,, ..., NDk
respectivamente, esto es

E(X]) = npi, E(X2) = np», oxe 0D E(Xk) = NPk (17)

DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Suponga que una caja contiene b bolas blancas y r rojas. Efectuemos n pruebas de un experi-
mento en el cual se escoge una bola aleatoriamente, se observa su color y se regresa la bola a la caja.
Este tipo de experimento se conoce como muestreo con remplazamiento. En tal caso si X esla
variable aleatoria para el nimero de bolas blancas escogidas (éxitos) en n pruebas, entonces em-
pleando la distribucién binomial (1) vemos que la probabilidad de x éxitos es

PX=z = < "f>,(_7',, . (18)
yaque p=b/(b+1r), q=1—p=r/(Db+0r).

Si modificamos el experimento anterior de modo que el muestreo sea sin remplazamiento, es
decir las bolas no se regresan a la caja después de seleccionarse, entonces

PX=2) = @X"i?) (19)

<b+r\

)
n o

Esta es la distribucién hipergeométrica. La media y la varianza para esta distribucion son
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_ nb _ ubr(b+r—mn)
E= b+ T T ENHb+r—1)

(20)
Si consideramos que el nimero total de bolas blancas y rojas es N, en tanto que las proporciones
de bolas blancas y rojas son p y ¢ = 1 — p respectivamente, entonces

T - Wy ” a1 _
P=337 "N 9Tpxr-N & b=Np r=Ng (21)

de modo que (19) y (20) se conviertan respectivamente en

(’N;p)( Ny )
Nz /\n—z/
PX=2) = _—‘KW (22)
el
.y npa(N —n)
g = np o= = —_.\.' — (23)

Obsérvese que cuando N - « (0 N es grande comparada con n), (22) se reduce a (18), que puede
escribirse como

px=s) = (s e

y (23) se reduce a
p = np o> = npgq (25)

de acuerdo con las primeras dos entradas de la Tabla 4-1, pagina 109. Los resultados son los que

esperabamos, ya que para N grande el muestreo sin remplazamiento realmente es idéntico al mues-
treo con remplazamiento.

DISTRIBUCION UNIFORME

Una variable aleatoria X esta distribuida uniformemente en a = x < b si su funcion de densidad

es
1/(b—a) a=x=b
HENES {0 de otra forma g
y la distribucion se llama distribucién uniforme.
La funcion de distribucion esta dada por
[ 0 r<a
Fx) = PX=zx) = (x—a)/(b—a) a=x<b (27)
1 1 x=b
La media y la varianza son respectivamente
= 2@+b) ot = s(b—ap (28)
-7 12
DISTRIBUCION DE CAUCHY
Una variable X tiene la distribucion de Cauchy, si la funcion de densidad de X es
fl@) = — a>0, —o <z <o (29)

Tr((l’z + az)
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Esta funcion de densidad es simétrica con respecto a x = 0 asi que su media puede tomarse como
cero. Sin embargo no existen la varianza y otros momentos superiores. Analogamente no existe la
funcion generatriz de momentos. Sin embargo la funcion caracteristica existe y esta.dada por

Blo) = e~ (30)

DISTRIBUCION GAMMA

Una variable aleatoria tiene la distribucién gamma si la funcion de densidad es

[xa--‘l _e"*"“ Fa
fley = 4 p¢ I*(e) (e, B > 0) (31)

K =0

donde I'(a) es la funcién gamma (véase Apéndice A). La media y la varianza estan dadas por

= off o> = off® (32)
La funcion generatriz de momentos y la funcion caracteristica estan dadas respectivamente por
M) = (1—-pt)~« ¢(0) = (1—Piw)~® (33)

DISTRIBUCION BETA

Una variable aleatoria X tiene la distribucién beta si la funcion de densidad es

xe 1 — x)Pt
fly = Bia, B) e (a, B > 0) (34)

0 de otra forma

donde B(a, 8) es la funcion beta (véase Apéndice A). En vista de la relacion (9), Apéndice A, entre
las funciones beta y gamma la distribucion beta también puede definirse por la funcion de densidad

Ma+ B) = -
e ge 1)l 0<zx<1
fw) = {ngr@ Ao (35)
0 de otra forma
donde a, 8 son positivos. La media y la varianza son
S pp== ot o a g I
a+f - (a+,32( B ) (36)
Para o > 1, 8 > 1 hay una Ginica moda en el valor
(== 1
Tmoda — ;_ /)) =5 (37)
DISTRIBUCION CHI-CUADRADO
Sean X,, X,, ..., X, v variables aleatorias independientes distribuidas normalmente con media

cero y varianza 1. Considérese la variable aleatoria

X=Xi+Xi+ -+ X! (38)
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donde ® se llama chi-cuadrado. Entonces podemos demostrar que para x = @,
RAEm) ' = «47—4)5‘ yWB—lemw2 gy (39)
U 0

y P(x*=2) =0 parax < 0.

La distribucion definida por (39) es la distribucion chi-cuadrado y v es el niumero de grados de
libertad. La distribucion definida por (39) tiene la funcién de densidad correspondiente dada por

1
T et/2)—1 px/2
@) = [2“/3 (e/2) x € x>0
0 r=0

Se observa que la distribucion chi-cuadrado es un caso especial de la distribucion gamma con a =
v/2, B = 2. Por tanto

n = v, @ = 2v, 111(“ = (1’2!’)""/2, ¢(m) = (] _25(‘))»”: (41)

Para » grande (v = 30) podemos demostrar que \@ — V2r — 1 esta casi distribuida normalmente
con media O y varianza 1.

Las consideraciones anteriores se sintetizan en el teorema siguiente.
Teorema 4-3: Sean X,, X,, ..., X, variables aleatorias indepe2ndientes nqrmalmente distribuidas
con media 0 y varianza 1. Entonces x> = X; + X:+ - -+ -+ X, tiene distribucion chi-
cuadrado con v grados de libertad.

Otros dos teoremas que son tutiles en el estudio posterior son:

Teorema 4-4: Sean U,, U,, ... ,U, variables aleatorias independientes con distribucion chi-cuadra-
doy v, v, ..., grados de libertad respectivamente. Entonces su suma W = U,
+ U, + - -+ U, tiene distribucion chi-cuadrado con v, + v, + -+ + v gradosde li-
bertad.

Teorema 4-5: Sean V,; y V, variables aleatorias independientes. Si V; tiene distribucion chi-cua-
drado con v, grados de libertad mientras que V = V, + V, tiene distribucion
chi-cuadrado con » grados de libertad, donde > . Entonces V, tiene distribucién
chi-cuadrado con v — v, grados de libertad.

En conexidn con la distribucion chi-cuadrado, la distribucién t (mas adelante), la distribucion F
(pagina 117), y otras, es coman en el estudio estadistico emplear el mismo simbolo para la variable
aleatoria y el valor de esa variable aleatoria. Asi, los valores de las percentilas de la distribucion
chi-cuadrado para » grados de libertad se denotan por x;, , o simplemente X, si v se sobreentiende y no
por *,. O z,. (Véase Apéndice E). Esta es una notacion ambigua y el lector debe emplearla con
cuidado, especialmente cuando cambie de variables en las funciones de densidad.

DISTRIBUCION ¢t DE STUDENT

Si una variable aleatoria tiene la funcion de densidad

<1'_+J>
2 <1-+-t) - —o <t < (42)
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se dice que tiene la distribucion t de Student, o
simplemente la distribucion t, con v grados de
libertad. Si v es grande (v = 30) la grafica de f(t)
se aproxima estrechamente a la curva de la distri-
bucion normal como se indica en la Fig. 4-2
(véase Problema 4.161). Los valores de las per-
centilas de la distribucion t para v grados de li-
bertad se denotan por ¢, ,, o sencillamente ¢, si o=
se sobreerftiende v. Para una tabla que da tales
valores véase el Apéndice D. Puesto que la distri-
bucion es simétrica, ¢,-, = —t,; por ejemplo f.os Fig. 4-2
= —t 95 .
Para la distribucion ¢ tenemos

w =20 y T iy (v>2) (43)

El teorema siguiente es importante en el estudio posterior.

Teorema 4-6: Sean Y y Z variables aleatorias independientes, donde Y estd normalmente distri-
buida con media 0 y varianza 1 mientras que Z tiene distribucion chi-cuadrado con v
grados de libertad. Entonces la variable aleatoria

1 (4h4)

\/Z/l’

tiene la distribucion ¢ con v grados de libertad.

DISTRIBUCION F

Una variable aleatoria tiene distribucion F (en memoria de R.A. Fisher) con v, y v, grados de
libertad si su funcion de densidad esta dada por

(45)

0 wu=0

Los valores de las percentillas de la distribucién F para v, », grados de libertad se denotan por
Fp, .., 0 sencillamente por F, si se sobreentienden v,, v,. Una tabla que da tales valores en el caso
donde p= 0.95y p = 0.99 se incluye en el Apéndice F.

La media y la varianza estan dadas respectivamente por

v 208, + v, — 2)
= == ) p 8 = = AATE = v, >4 6
“ vz | 2 (12>Z) y o l'l[l'.: _4}(?2_2}2 { ) ; ('4 )
La distribucion tiene una moda tnica en el valor
B e , 47
H.muda = < v, > <V2 F 2> (1 1 > 2) ( )

Los teoremas siguientes son importantes en el estudio posterior.

Teorema 4-7: Sean V, y V, variables aleatorias independientes con distribucion chi-cuadrado y v, ,
v, grados de libertad respectivamente. Entonces la variable aleatoria

./
Va/vs

tiene distribucion F con v, y v, grados de libertad.

V =

(48)
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Teorema 4-8: P

1—D,v3, ¥4

= 1/F,

WLV

RELACIONES ENTRE LAS DISTRIBUCIONES CHI-CUADRADO, t Y F

Teorema 4.9: F = 2

1-p,1,v 1—(p/2),v

=

Teorema 4-10: K. . = Xo.y

v

DISTRIBUCION NORMAL BIDIMENSIONAL

Una generalizacion de la distribuciéon normal a dos variables aleatorias continuas X, Y esta dada
por la funcion de densidad conjunta

o = g L) - () (52 sl
(49)

donde —» <z < ®, — <y < ©; u, p,son las medias de X, Y; 0,, 0, son las desviaciones tipicas
de X, Y; y p es el coeficiente de correlacion entre X y Y. Con frecuencia nos referimos a (49) como
la distribucion normal bidimensional.

Para cualquier distribucion conjunta la condiciéon p = 0 es necesaria para independencia de
las variables aleatorias (véase Teorema 3-15). En el caso de (49) esta condicion también es suficiente
(véase Problema 4.51).

DISTRIBUCIONES DIVERSAS

En las distribuciones descritas mas adelante, las constantes a, 8, a, b, . . . se consideran positivas
al menos que se establezca lo contrario. La funcidn caracteristica se obtiene de la funcion generatriz
de momentos, donde se da, remplazando t = iw.

1. Distribucion geométrica. ‘
fle) = PX=x2) = p¢' =z=12,...

=g _ _pe |
" o T p i) = 1-gqet

La variable aleatoria X representa el numero de pruebas de Bermoulli hasta, e incluyendo, ‘
aquella en que el primer éxito ocurra. Aqui p es la probabilidad de éxito en una sola prueba.

2. Distribucion binomial negativa o de Pascal.

—1
fl) = P(X=12) = (f_1>prqz—1 r=rr+1,. .
_r e _ et
= P T = p? M) = (1 —qéy

La variable aleatoria X representa el numero de pruebas de Bernoulli hasta, e incluyendo,
aquella en que el r-ésimo éxito ocurra. El caso especial r = 1 da la distribucion geométrica.
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3. Distribucion exponencial.

ae™* x>0
fl) = {

0 =0
1 1 a
r=3 02:? M(t)_a—t
4. Distribucion Weibull,
abab—le"2=* >0
EEINE 0 =0

A 1 coll- 2 4
p = a l/bI‘(l + B‘) o2 = a~ % [r<1 + 5‘> = I‘2<1 + b):l

5. Distribucion Maxwell.

- V2/ra*?xte ax?/2 x>0
fle) =

0 z=0

Problemas resueltos

DISTRIBUCION BINOMIAL

4.1.

Hallar la probabilidad de que al lanzar una moneda honrada tres veces resulten (a) 3 caras, (b)
2 sellos y una cara, (¢) al menos 1 cara, (d) no mas de un sello.

Método 1.

Si C denota *“‘cara” y S denota ‘“‘sello” y designamos CSC, por ejemplo, para significar cara en el primer
lanzamiento, sello en el segundo y cara en el tercero.

Puesto que en cada lanzamiento pueden ocurrir 2 posibilidades (cara o sello), hay un total de (2)(2)(2)= 8
resultados posibles, es decir puntos muestrales, en el espacio muestral. Estos son

CCC, CCs, CSC, CSS, SSC, SCC, SCS, SS8

Para una moneda honrada a estos resultados se les asignan probabilidades iguales de 1/8, Por tanto
(a) P(3 caras) = P(CCC) = %

(b) P(2sellos y 1 cara) = P(CSS U SSC U SCS)

00| ==
+

GO =t
Il

[« 1Y)

= P(CSS) + P(SSC) + P(SCS) = z‘ls +

(c) P(al menos una cara)
= P(1, 2 6 3 caras)
= P(1 cara) + P(2 caras) + P(3 caras)
= P(CSS U SCS U SSC)+ P(CCS U CSC USCC) + P(CCC)
= P(CSS) + P(SCS) + P(SSC) + P(CCS) + P(CSC) + P(SCC)+ P(CCC)=17/8
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De otra forma,

P(al menos una cara) = 1 — P(ninguna cara)= 1 — P(SSS)= 1 — é = %

(d) P(no mis de un sello) = P(0 sellos o 1 sello)
= P(0 sellos) + P(1 sello)
= P(CCC)+ P(CCS U CSC U SCC)
= P(CCC) + P(CCS) + P(CSC) +P(SCC)
4 1

T8 2

Método 2 (empleando formula).

3 0
(@) P(3 caras) = <§><%> <1§> = é

2 1
(b) P(2 sellos una cara) = <g><%> <%> = g

(c) P(al menos 1 cara) = P(1, 2, 6 3 caras)

R GO G-

P(al menos 1 cara) = 1 — P(ninguna cara)

- - (-

(d) P(no mis de un sello) = P(0 sellos o 1 sello)
- = P(0 sellos) + P(1 sello)

HBIORHIOIORE

00| =3

De otra forma,

[CAP. 4

Debe mencionarse que también puede usarse la notaci6én de las variables aleatorias. Asi por ejemplo si
seleccionamos que X sea la variable aleatoria que denote el nimero de caras en los 3 lanzamientos, (c) puede

escribirse

P(al menos una cara) = P(X z1) = P(X= )+ P(X=2)+P(X=38) =

Usaremos ambos de los enfoques intercambiablemente,

00|=a

Hallar la probabilidad de que en cinco lanzamientos de un dado honrado aparezca 3 (a) dos

veces, (b) maximo una vez, (c) al menos dos veces.

Sea la variable aleatoria X el nimero de veces ‘que un 3 aparece en los cinco lanzamientos de un dado

honrado. Tenemos

Probabilidad de 3 en un solo lanzamiento = p = o

Probabilidad de no 3 en un solo lanzamiento = ¢ = 1 — P

,

2 3 m [
(@) P(3 ocurra 2 veces) = P(X =2) 5 (g)(%) (%) = 3%28%
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4.3.

4.4.

(b) P(3 ocurra maximo ura vez) = P(X=1) = PX=0)+ P(X=1)

(OEE 6

7716 iy 7776 ~ 3888

(c¢) P(3 ocurra al menos 2 veces)
P(X = 2)
PX=2)+PX=3)+PX=4)+ PX=5)

T (@ - (e

= 3338 * 3888 T 7776 " 7776 ~ 3888

Il

Hallar la probabilidad de que en una familia de 4 hijos () al menos 1 sea nifio, (b) al menos 1
sea nifio y al menos 1 sea nifia. Suponer que la probabilidad del nacimiento de un varon es
1/2.

@ s~ (1) (HE) -5 ramsen = (3)(E) )
Sleapl ok OOIORE:

Entonces
P(al menos 1 nifio) = P(1 nifio) + P(2 nifios) + P(3 nifios) + P(4 ninos)

L
8

%, P(4 nifios)

_1 3 1 1 15
37871716 T 16

Otro método.

P(al menos 1 nifio) = 1 — P(ning@n nifio) = 1 — | & RS S |
: 2 16 ~ 16

(b) P(al menos 1 nifio y al menos una nifia) = 1 — P(ningin nifio) — P(ninguna nifa)

i IR
- 16 16 8
También podemos resolver este problema si X es una variable aleatoria que denota el nfimero de nifios eri
familias con 4 hijos. Entonces, por ejemplo, (a) se convierte en
16

P(Xz1) = PX=1)+P(X=2)+ PX=3)+ PX=4) = T2

De 2000 familias con 4 nifios, ;cuantas calcula deben tener (a) al menos 1 nifio, (b) 2 nifios,
(¢) 1 6 2 ninas, (d) ninguna nina?

Refiriéndonos al Problema 4.3 vemos que

(@) NGmero esperado de familias con al menos 1 nifio = 2000 <%%> = 1875

(b) Numero esperado de familias con 2 nifios 2000 * P(2 nifios) = 2000 <g> = 1760

(¢) P(1 6 2 nifas) = P(1 nifa) + P(2 ninas)

= P(1 nifio) + P(2 nifios) = 5 + > = g

o |
o |
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4.5.

4.6.

4.7.

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CON NOMBRE PROPIO [CAP. 4

Ntimero esperado de familias con 1 & 2 nifias = (2000)(3) = 1250

(d) Nfimero esperado de familias sin nifias = (2000)<1—16> = 125

Si el 20 % de los tornillos producidos por una maquina son defectuosos, determinar la proba-
bilidad de que de 4 tornillos escogidos aleatoriamente (a) 1, (b) 0, (¢) menos de 2, sean
defectuosos.

La probabilidad de un tornillo defectuoso es p = 0.2, de un tornillo no defectuoso esq =1 —p = 0.8, Sea la
variable aleatoria X el nGmero de tornillos defectuosos. Entonces

<‘: >(o.2)1 (0.8)

<3>(0.2)0 (0.8)4

() P(X<g) = PX=0)+P(X=1)
= 0.4096 + 0.4096 = 0.8192

(@) PX=1) 0.4096

Il
Il

() P(X=0) 0.4096

Hallar la probabilidad de obtener un total de 7 al menos una vez en tres lanzamientos dé un
par de dados honrados.
En un lanzamiento de un par de dados honrados la probahilidad de un 7 es p =1/6 (véase Problema 2.1,
pagina 49), de tal modo que la probabilidad de no 7 en un solo lanzamiento esq = 1 — p = 5/6. Entonces
. . _ [3\/1Y/5\® _ 125
P(ningin 7 en 3 lanzamientos) = <0> <5> <6> = %16
: _ 125 _ 91
y P(al menos un 7 en tres lanzamientos) = 1 216 — 216
Hallar la fundion generatriz de momentos de una variable aleatoria X que esta distribuida

binomialmente.
Médodo 1,

Si X est4 distribuida binomialmente,

Entonces la funcion generatriz de momentos esta dada por

M) = E(eX) = 3 etf(2)

L n
— E etz pzqnf_r
=0 x

n n
S < >(pe‘)1q"‘I

=0 \ ¥

Il

(g + pet)r
Método 2.

Para una secuencia de n pruebas de Bernoulli definimos

0 sifracaso en la prueba j-ésima
X = ' (]:1,2,...,71)

4 1 si éxito en la prueba j-ésima
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4.8.

4.9.

Entonces las X; son independientes y X = X; + X, +:--+ X,,. Para la funcién generatriz de momentos

tenemos
M;(t) = el + etlp = q + pet (3=1,2,...,n)

Entonces por el Teorema 3-9, pagina 80,

M(t)y = M) My(t): - -My(t) = (q-+pe)"

Demostrar que la media y la varianza de una variable aleatoria distribuida binomialmente son
4 = np y o* = npq respectivamente.

Procediendo como en el Método 2 del Problema 4.7 tenemos paraf=1,2,...,n,
E(X;) = 0¢g+1p = p
Var (X)) = E((X;—p)?*] = (0—p)g+ (1 —p)?p

I

pPq + q*p = pqlptq) = pq
Entonces p = EX) = E(X)) + E(Xy) + -+ + E(X) = np

o2 = Var(X) = Var(X,) + Var(X,) + --- + Var(X,) = npgq
donde hemos utilizado el Teorema 3-7 para 02,

Los resultados anteriores también pueden obtenerse (pero con mis dificultad ) derivando la funcién generatriz
de momentos (véase Problema 3.38) o directamente de la funcién de probabilidad (véase Problema 4.152).

Si la probabilidad de un tornillo defectuoso es 0.1, hallar (a) la media y (b) la desviacién
tipificada para el nimero de tornillos defectuosos de un total de 400 tornillos.
(@) Media 4 =np = (400)(0.1)= 40, es decir esperamos que 40 tornillos estén defectuosos.

(b) Varianza 02 = npq = (400) (0.1)(0.9) = 36. Por tanto la desviacién tipificada ¢ = V/36 = 6.

LEY DE LOS GRANDES NUMEROS PARA LAS PRUEBAS DE BERNOULLI
4.10. Demostrar el Teorema 4-1, la ley de los grandes nimeros (en forma débil) pana las pruebas de

Bernoulli.

Por la desigualdad de Chebyshev, pagina 83, si X es cualquier variable aleatoria con media i y varianza o fini-
tas, entonces

) PIX—ulz2ke) =

En particular si X tiene distribucién binomial o de Bernoulli, entonces ¢ = np, ¢ = Vnpgq,y (1) se convierte
en

' 1
(@) P(IX —np| = kVnpq) = 15
6
) X rq 1
() P<‘——p‘2]. n> = )
Si hacemos ¢ = k 2;12,(3)se convierte en
P ——}g—p = @ = paq
n - ne2

y tomando el limite cuando n —> ° tenemos, como se requiere,

: tX
"l‘-l_x’r:OP<‘—1:—p\_s> = 0

El resultado también se deduce directamente en el Teorema 3-19, pagina 84, con S, = X, x = np, ¢ = V.npq.

v
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4.11. Dar una interpretacion de la ley de los grandes nimeros (en forma débil) por la aparicion de

un 3 en lanzamientos sucesivos de un dado honrado.

Larley de los grandes nimeros establece en este caso que la probabilidad de la proporcién de los 3 en n
lanzamientos diferiendo de 1/6 por mis que cualquier valor € > 0 tiende a cero a medida que n >,

DISTRIBUCION NORMAL

4.12. Hallar el area bajo la curva normal tipificada (a)-entre z=0yz=1.2,(b)entrez=-0.68y z
=0,(c)entrez=—0.46yz= 2.21, (d)entrez = 0.81 y 2= 1.94, (¢) aladerechade z= —

1.28. ‘
\- L
(a) Utilizando la tabla en el Apéndice C, baje por la columna marca-
da con z hasta alcanzar el valor 24, Luego proceda a la derecha
hasta la columna marcada 0. El resultado, 0.3849, es el irea
pedida y representa la probabilidad de que Z esté entre 0 y 1,2,
Por tanto -

1 pne .
PO=Z=12) = ——f el dy = 0.3849
V2= Jo

(b) Area pedida = drea entre 2 = 0 y z = +0.68 (por simetria). Por
tanto, baje por la columna 2z hasta alcanzar el valor 0.6, Enton-
ces, proceda a la derecha hasta la columna 8.

El resultado, 0.2517, es el drea pedida y representa la probabili-
dad de que Z esté entre —(0.68 y 0. Por tanto

»0
P(—068SZs0) = —. J e w2 dy
—0.68

Ver

1 0.68
1 f ey = 02517
V2r Jo

(¢) Area pedida = (4rea entre 2 =—0.46 y 2 = 0)
+ (dreaentrez = 0y z = 2.21)

= (drea entre 2 =0y z = 0.46)
+ (dreaentrez =0y z = 2.21)
=0.1772 + 0.4864 = 0.6636

El édrea, 0.6636, representa la probabilidad de que Z esté entre
—0.46 y 2.21. Por tanto

il

1 2.21 2
P(—0.46 = Z <2.21) f e 42 du

\/—2_.7 J —0.46

= _I_J“’ e—v'12 dy
V27 J—-o04s

= 0.6636

(d) Area pedida = (dreaentrez =0y z =1.94)
— (4rea entrez =0y z=0.81)
=0.4738 — 0.2910 = 0.1828

Esto es lo mismo que P(0.81 = Z = 1.94).

z=0 2z2=12

Fig. 4-3

221 a
f e %/2 dy
70

s
Ver
0.46 221
— 1 f e"‘z”ldu L Lf e~ U2 dy
Vaz Jo Ver Jo

— 048 2.21

Fig. 4-5

= 0.1772 + 0.4864

0.81 1.94
Fig. 4-6
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(e) Area pedida = (4rea entre z =—1.28yz=10)

+ (drea a la derecha de z = 0)

= 0.3997 + 0.5 = 0.8997

—1.28
Esto es lo mismo que P(Z = —1.28). Fig. 4-7

4.13. Si ‘““area” se refiere al 4rea bajo la curva normal tipificada, hallar el valor o los valores de 2
tales que (a) el area entre 0 y z sea 0.3770, (b) el area a la izquierda de z sea 0.8621, (c) el
area entre — 1.5 y 2z sea 0.0217.

(a) En la tabla en el Apéndice C, el valor 0.3770 se encuentra a la
derecha de la fila marcada 1.1 y bajo la columna 6. Entonces la
z pedida es 1.16.

Por simetria, z = —1.16 es otro valor de z. Por tanto z=+1.16.
El problema es equivalente a resolver para z la ecuacién B
z
1 L ;
:/;: f e~ %/2dy = 0.3770 Fig. 4-8
2- Vo

(b) Puesto que el irea es mayor que 0.5, z debe ser positiva.

Area entre 0 y 2 es 0.8621 — 0.5 = 0.3621, de lo cual z = 1.09.

£

(¢) Siz fuera positiva el 4rea seria mayor que el drea entre —1.5y 0,
que es 0.4332; por tanto z debe ser negativa. Fig. 4-9

Caso 1: z es negativa pero a la derecha de —1.5.

Area entre —1.5y z = (irea entre —1.5 y 0)
— (é4rea entre 0 y 2)

0.0217 = 0.4332 — (area entre 0 y z)

-

=18 =

Entonces el drea entre 0y z es 0.4332— 0.0217 = 0.4115 delo
Fig. 4-10

cual z = —-1.35.

Caso 2: z es negativa pero a la izquierda de —1.5.

Areaentrezy —1.5 = (area entre 2y 0)
— (4rea entre —1.5 y 0)
0.0217 = (drea entre 0 y 2) — 0.4332.
Entonces el drea entre 0 y z es 0.0217 + 0.4332 = 0.4549 y z = =

—1.694 utilizando interpolacién lineal; o, con menos precisiéon,
z=—1.69. . Fig. 4-11

4.14. El peso medio de 500 estudiantes varones de una universidad es de 68.5 kg y la desviacion
tipificada es de 10 kg. Suponiendo que los pesos estan distribuidos normalmente, hallar el
numero de estudiantes que pesan (a) entre 48 y 71 kg, (b) més\de 91 kg.

(¢) Los pesos registrados entre 48 y 71 kg pueden realmente tener
cualquier valor entre 47.5 y 71.5 kg, suponiendo que se regis-
tran al valor de kg mas proximo.

47.5 kg en unidades tipificadas = (47.5— 68.5)/10
= =20

>

71.5 kg en unidades tipificadas = (71.5—68.5)/10 o i

= 0.30 Fig. 4-12
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Proporcion pedida de estudiantes = (4rea entre z = —2.10 y z = 0.30)
= (drea entrez =—2.10y z = 0)
+ (drea entrez= 0 y z = 0.30) -
= 0.4821 + 0.1179 = 0.6000

Entonces el niimero de estudiantes que pesa entre 48 y 71 kg es 500(0.600) = 300.

(b) Los estudiantes que pesan mis de 91 kg deben pesar al menos 91.5 kg.
91.5 kg en unidades tipificadas = (91.5— 68.5)/10 = 2.30

Proporcion pedida de estudiantes
= (drea a la derecha de z = 2.30)

= (4rea a la derecha de z = 0)
— (area entre 2 = 0 y z = 2.300)

= 0.5 — 0.4893 = 0.0107

Entonces el nimero de estudiantes que pesa mis de 91 kg es
500(0.0107) = 5. Fig. 4-13

Si W denota el peso de un estudiante escogido aleatoriamente, podemos resumir los resultados anteriores en
términos de la probabilidad al escribir

P(47.5 = W = 71.5) = 0.600 P(W = 91)= 0.0107

4.15. La media del diametro interior de una muestra de 200 lavadoras producidas por una maquina

es 1.275 cm y la desviacion tipica es 0.0125 cm. El propésito para el cual se han disefiado las
lavadoras permite una tolerancia maxima en el diametro de 1.26 a 1.29 cm, de otra forma las
lavadoras se consideran defectuosas. Determinar el porcentaje de lavadoras defectuosas produ-
cidas por la maquina, suponiendo que los didmetros estan distribuidos normalmente.

1.26 en unidades tipificadas = (1.26 —1.275)/0.0125=—1.2

1.29 en unidades tipificadas = (1.29 — 1.275)/0.0125 = 1.2
Proporcién de lavadoras no defectuosas

= (drea bajo la curva normal entre z = —1.2 yz = 1.2)

= (dos veces el dreaentrez =0y 2z =1.2)
= 2(0.3849) = 0.7698 o 1% T 12 o

Por tanto el porcentaje de lavadoras defectuosas es 100% — 77% = 23%. Fig. 4-14

Obsérvese que si consideramos el intervalo 1.26 a 1.29 cm como representando realmente los didmetros desde
1.265 a 1.295 cm, el resultado anterior se modifica ligeramente. Sin embargo para dos cifras significativas los
resultados son iguales.

4.16. Hallar la funcion generatriz de momentos para la distribucion normal general.

Tenemos
M(t) = E(etX)y = 1 fw etre—(z—u)z/my’dx

oy 2r

Remplazando (x — u©)/0 = v en la integral de modo que x = u + @u, dx = g dv, tenemos

eht +(o?/2)

1 < ] 2
M) = _f enttovt— /D g, = 2 e—(v—0t) dqy
V21r —» V27T —®
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Entonces sustituyendo v — 0t = w hallamos que

M) = euc+(o=t’/2><
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e_w2/2dw> — eut+(azt2/2)

APROXIMACION NORMAL A LA DISTRIBUCION BINOMIAL

4.17. Hallar la probabilidad de obtener entre 3 y 6 caras inclusive en 10 lanzamientos de una mo-

neda honrada utilizando (@) la distribuciéon binomial, (b) la aproximacion normal a la distri-

bucion binomial.

(a) Sea X la variable aleatoria que da el nimero de caras en 10 lanzamientos. Entonces

I AT AVAR AR T
P(X‘?’"(s)(é)(é) " Tos
o [10N/1V/1\® _ 63
roe-s = (9)(Y() - &

Entonces la probabilidad pedida es
15 W 105

P(X = 4)

(DEIG) -5
w0 = (3)616) - 2

63 105 _ 99

= = = == —_ = —— = R
REERaS0) 128 512 256 512 128 VR
Probabilidad Probabilidad
0.3 | 0.3+
e ﬁ A
0.2 0.2 X
/ \
0.1+ 0.1+ 7
|
'_'T"_ 4 ! T = 1 1 |I |l t o T T T T T T [ |
] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 8 10

Namero de caras

Fig. 4-15

Namero de caras

Fig. 4-16

(b) La distribucién de probabilidad para el nimero de caras en 10 lanzamientos de la moneda se presentan
graficamente en las Figuras 4-15 y 4-16, en la Fig. 4-16 trata los datos como si fueran continuos. La
probabilidad pedida es la suma de las dreas de los rectingulos sombreados en la Fig. 4-16 y puede
aproximarse por el irea bajo la correspondiente curva normal, mostrada a trazos. Considerando los datos
como continuos, se'deduce que 3 a 6 caras pueden considerarse como 2.5 a 6.5 caras, También, la media
y la varianza para la distribucién binomial estan dadas por s = np = 10(3) = 5 yo = Vnpg = V(10)}(1)(})

= 1.58. Entonces

2.5 en unidades tipificadas = (2.5— 5)/1.58 = —1.58
6.5 en unidades tipificadas = (6.5 — 5)/1.68 = 0.95

Probabilidad pedida

= (4rea entre z =—1.58y z = 0.95)

= (dreaentrez =—1.68 y 2= 0)
+ (drea entrez = 0y z = 0.95)

= 0.4429 + 0.3289 = 0.7718

que se compara muy bien con el valor verdadero de 0.7734 —1.58 0.95

obtenido en la parte (a). La precision es aiin mejor para valores

superiores de n.

Fig. 4-17
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4.18. Una moneda honrada se lanza 500 veces. Hallar la probabilidad de que el nimero de caras no
difiera de 250 por (a) mas de 10, (b) por mas de 30.

p = np = (500)(%) = 250 o = Vnpq = “||(500)<%><%> = 11.18

(a) Necesitamos la probabilidad de que el namero de caras se encuentre entre 240 y 260, o si consideramos
los datos como continuos, entre 239.5 y 260.5.

239.5 en unidades tipificadas = (239.5 — 250)/11.18 =—0.94 260.5 en unidades tipificadas = 0.94

Probabilidad pedida = (4rea bajo la curva normal entre z =—0.94 y z = 0.94)
= (dos veces el ireaentre z = 0 y z = 0.94) = 2(0.3264) = 0.6528
{b) Necesitamos la probabilidad de que el nimero de caras se encuentre entre 220 y 280, o si consideramos
los datos como continuos, entre 219.5 y 280.5.
219.5 en unidades tipificadas = (219.5 — 250)/11.18 = —2.73 280.5 en unidades tipificadas = 2.73
Probabilidad pedida = (dos veces el drea bajo la eurva normal entre z = 0 y z = 2.73)
= 2(0.4968) = 0.9936

Se deduce que podemos estar muy confiados de que el nGmero de caras no diferir del esperado (250)
por més de 30. Asi si resulta que el nimero real de caras es 280, podriamos considerar que la moneda no
es honrada, es decir estaba cargada.

4.19. Un dado se lanza 120 veces. Hallar la probabilidad de que resulte 4 (a) 18 veces o menos y (b)
14 veces o menos, suponiendo que el dado es honrado.

La probabilidad de que resulte un 4 es p = 1/6 y de que no resulte esq = 5/6.

(a) Deseamos la probabilidad del niimero de 4 entre 0 y 18. Esta se encuentra exactamente pbr

120\/1 18 5 102 . 120" 1 17/§ 103 o for g (HEOR T 0 5 120
18 /\6/ \6 17 ) 6/ \6 ' “\ 0o /\6/)\s6
pero debido a que el trabajo involucrado en la computacién es excesivo, empleamos la aproximacién nor-

mal,

Considerando los datos como continuos que 0 a 18 cuatros pueden tratarse como —0.5 a 18.5 cuatros.

También [
= np = 120 ! = 20 = E (120)'/13(§ = 4.08
B = np = S y e = Vnpg - \s)le] = *

Entonces
—0.5 en unidades tipificadas = (—0.5 — 20)/4.08 = —5.02 18.5 en unidades tipificadas = —0.37

Probabilidad pedida = (4rea bajo la curva normal entre z = —5.02y z = —0.37)
= (dreaentrez=0y z = —5,02)
—(éreaentre z =0y z =—0.37)
=0.5—0.1443 = 0.3557

(b) Procedemos como en ta parte (a), remplazando 18 por 14, Entonces
—0.5 en unidades tipificadas =—5.02 14.5 en unidades tipificadas = (14.5 — 20)/4.08 = -1.35

Probabilidad pedida = (4rea bajo la curva normal entre z = —5.02 y 2 = —1.35)
= (4rea entre z =0 y z = —5.02)
— (4rea entre z =0y z =—1.35)
= 0.5— 0.4115 = 0.0885

Se deduce que si fuéramos a tomar muestras repetidas de 120 lanzamientos de un dado, un 4 debe
aparecer 14 veces o menos en aproximadamente la décima parte de estas muestras.
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DISTRIBUCION DE POISSON

4.?0. Establecer la validez de la aproximacion de Poisson a la distribucion binomial.
Si X estd distribuida binomialmente, entonces
(1) PX=2x) = <:>p:qn—1

donde E(X) = np. Higase A = rip de modo que p = A/n. Entonces (1) se convierte en |

PX=z) = <Z><%)<1—%>'

nn— 1) —2) - <(n—z +1) H<1 . 5>""

(ot

Entonces cuando n = ©°,

-3y 2) —
9= a0 = =

empleando el resultado conocido del cidlculo

n
tm (144) =

Se deduce que cuando n = % pero A permanece fijo (es decir p = 0)

en tanto que

AIC —A

@ PX=2) — —

que es la distribucion de Poisson.

Otro método.

La funéién generatriz de momentos para la distribucién binomial es

(3) (gtpet)r = (1—p+pe)r = [1+plet—1)"

Si A = np de modo que p = A/n, esto se convierte en

4 [1 R ”]"

A medida que n —> * esto tiende a
(5) eMet—1)

que es la funcién generatriz de momentos de la distribucién de Poisson. El resultado pedido entonces se
deduce utilizando el Teorema 3-10, pagina 80.

4.21. Verificar que la funcién limite (2) del Problema 4.20 realmente es una funcion de probabili-

dad.
Primero, observamos que P(X =x)> 0O parax =0, 1, ..., dado que A > 0. Segundo, tenemos
@ o =2\ =3 P
S PX=2x) = 2 )\xe' = e Y )\—' = e-legr = 1
z=0 =0 % z=0 ¥

y se completa la verificacion.
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4.22.

4.23.

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CON NOMBRE PROPIO [cAP. 4

Diez por ciento de las herramientas producidas en un proceso de fabricacion determinado re-
sultan defectuosas. Hallar la probabilidad de que en una muestra de 10 herramientas seleccio-
nadas aleatoriamente, exactamente 2 estén defectuosas, empleando (a) la distribucion bino-
mial, (b) la aproximacion de Poisson a la distribucion binomial.

(@) La probabilidad de una herramienta defectuosa es p = 0.1. Denétese por X el niimero de herramientas
defectuosas de las 10 escogidas. Entonces de acuerdo con la distribuciéon binomial

7

P(X=2) - (10

5 >(o.1)2(0.9>B = 0.1937 6 0.19

(b) Tenemos A = np = (10)(0.1) = 1. Entonces de acuerdo con la distribucién de Poisson

To—A 20—1
P(X=z) = ":' 6 P(X=2) = (1)2_<: = 0.1839 6 0.18

En general la aproximacion es buenasip = 0.1y A = np = 5.

Si la probabilidad de que un individuo sufra una reaccién por una inyeccién de un determina-
do suero, es 0.001, determinar la probabilidad de que de un total de 2000 individuos (a)
exactamente 3, (b) mas de 2 individuos tengan reaccion.

Denétese por X el nimero de individuos que sufren una reaccién. X tiene una distribucién de Bernoulli, pero
ya que las reacciones se suponen sucesos raros, podemas suponer que X tiene una distribucién de Poisson, es
decir

ATe—A
PX=x) = = donde ) = np = (2000)(0.001) = 2
3e—2
(a) Px=3 = 2 36, = 0.180

{b) P(X >2)

1 — [P(X=0)+P(X=1) + P(X =2)]

20e—2 2lg—2 92¢-2
1”[oz il 2!]

i

= 1—5e2 = 0.323

Una evaluacién exacta de las probabilidades empleando la distribucién binomial requeriria mucho mais
trabajo.

TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL

4.24.

Verificar el teorema del limite central para una variable aleatoria X que esta distribuit'ia
binomialmente y asi establecer la validez de la aproximacion normal a la distribucién
binomial.

La variable tipificada para X es X* = (X — np)/Vnpq y la funcién generatriz de momentos para X * es
E(etX*) = E(e“X—n»)/Vnpa)

= e—tnp/ V'npqE‘(elX/ Vnpq )

0 n
e—tnp/Vnnq et/ Vnpq pIqn—2
Vroa 3 etz/Viral o Jprq

[
—= e —tnp/Vnpg 2 (n>(pe'/ Vnpq )T gn—=z
x

=0

= e tnp/ \/npq(q + pet/Vnpq )n

— [e—tp/Vnpq(q+pet/Vnpq )]n

Il

(ge ~tp/ Vnpq petd/ Vnpa yn
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4.25.

Entonces empleando la expansiéon

hallamos

qe—tp/\/npq + petq/Vnpq = q<1 __tp_+ ﬁ+ >

Vi | 2npa
tq t2q2 >
+p(1+ + SEERR
{1+ e

7,
pelp + @t
2npq

= q+p +
— B
_1+2n+

12 L
Por tanto E(etX*) = il b = 15 o

Pero a medida que n = o el lado a la derecha tiende a e!*/2, que es la funcién generatriz de momentos para la
distribucién normal tipificada. Asi el resultado pedido se sigue por el Teorema 3-10, pdgina 80.

Demostrar el teorema del limite central (Teorema 4-2, pagina 112).

Paran =1, 2,... tenemos S, = X; + X, +---+ X,,. Entonces X;, X3, ..., X, tienen media U y varianza
a2. Por tanto

CE(S,) = E(X)+ E(Xp) + - + EX,) = np
y, debido a que las X, son independientes,
Var (S,) = Var(X;) + Var(X,) + --- + Var (X,) = no?
Se deduce que la variable aleatoria tipificada correspondiente a S, es

S* — SZ‘_ _ﬂl
4 oyn

La funcién generatriz de momentos para S es
E(etSh) = E[et(s"—nu)/oﬁ]
= E[etXi—w/oVn gtXg=w/oVn. .. ot(X,—w)/aVn)

= E[e:(xl—u)/a\/?] 5 E[et(xz—u)/cr\/;] o8 .E[ec(x,—u)/aﬁ]

Il

{E’[et(xl—u)/o\/f_l]}n

donde, en los dos iltimos pasos, hemos utilizado respectivamente los hechos de que las X, son independien-
tes y que estdn distribuidas idénticamente. Entonces, por una expansion en serie de Taylor,

X,—nw t(X, — u)?
s 5 4+ e
oVn 2020

E[et(xl—u)/oﬁ] = E|:1 + U

t

2
= EQ) + ;—ﬁE(Xl—p) + mE[(Xl—#)ﬂ 4 ooa
=1+t +L 4 = 1+
§ oVn 2020 " - o

de modo que ) tZ !
E(etSn) = 1+%+...

Pero el limite de esta expresidon a medida que n —> o es et’/2, que es la funcibn generatriz de momentos de la
funcién normal tipificada. Por tanto, por el Teorema 3-10, pagina 80, se sigue el resultado pedido.
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DISTRIBUCION MULTINOMIAL

4.26. Una caja contiene 5 bolas rojas, 4 blancas y 3 azules. Una bola se selecciona aleatoriamente de

la caja, se observa su color y luego se remplaza. Hallar la probabilidad de que de 6 bolas
seleccionadas de esta forma 3 sean rojas, 2 blancas y 1 azul.

Método 1 (por fé6rmula).

P(roja en cualquier extracciéon) = 1% P(blanca en cualquier extraccién) = %
P(azul en cualquier extraccién) = 1%
. o6l [5V /4N /3\' _ 625
Entonces P(3 rojas, 2 blancas, 1 azul) = m<§> <12> <12> = i
Método 2.

La probabilidad de escoger cualquier bola roja es 5/12. Entonces la probabilidad de escoger 3 i)olas rojas es
(5/12)3. En forma aniloga la probabilidad de escoger 2 bolas blancas es (4/12)? y la de escoger 1 bola azul es
(3/12)!. Por tanto la probabilidad de escoger 3 bolas rojas, 2 blancas y 1 azul en ese orden es

() () ()

Pero la misma seleccién puede realizarse en otros 6rdenes diferentes, y el niimero de estas formas diferentes
es

—_— _6 ! i

SIEOMEIN!

como se expuso en el Capftulo 1, Entonces la probabilidad pedida es
__L ‘i\l; _{_\'2 _.3_ 1
312r1I\12,/ \12/ \12
Método 3.

La probabilidad pedida es el término P2P}P, en la expansién multinomial de (p, + p, +p,)¢ donde p, = 5/
12, pp = 4/12, pg = 3/12. Por expansion se obtiene el resultado anterior,

DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

4.27. Una caja contiene 6 bolas blancas y 4 rojas. Se realiza un experimento en el cual se selecciona

una bola aleatoriamente y se observa su color, pero no se remplaza la bola. Hallar la
probabilidad de que después de 5 pruebas del experimento se hayan escogido 3 bolas blancas.

Método 1.
6 )
El niimero de formas diferentes de seleccionar 3 bolas blancas de 6 blancas es <3> El nimero de formas

1 4 )
diferentes de seleccionar las 2 bolas restantes de las 4 rojas es <2 > Por tanto el numero de muestras
! ! s [6\/ 4\
diferentes que contienen 3 bolas blancas y 2 rojas es \3 2 )
/

. 10
Entonces el nimero total de formas diferentes de seleccionar 5 bolas de 10 bolas (6 + 4) en la caja es < 5 > .

Por tanto la probabilidad pedida esta dada por
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Método 2 (empleando la formula).
Tenemos b = 6, »r =4, » =5, x = 3. Entonces por (19), pagina 113, la probabilidad pedida es

()62
3) — A3/\2/

P(X =

()

4.28. Demostrar que la media y la varianza de la distribucion uniforme (pagina 114) estan dadas
respectivamente por (@) u = 1/2(a + b), (b) 02 = 1/12 (b — a)2.

DISTRIBUCION UNIFORME

b 2 g 2p o
(a) « = EX) = r bx(_ixa v 2(:__ aQl, é)(b_?,) = 2 ; 2
(b) Tenemos e o o e
S s J b—a — 3p—a)l, _ 3b—-a 3
Entonces la varianza estd dada por
o = E[(X—p)? = EX?) — u
_ b2+a3b+¢12_<¢142-b>Z - é(b_a)z.

DISTRIBUCION DE CAUCHY
4.29. Demostrar que (¢) la funcion generatriz de momentos para una variable aleatoria X con
distribucion de Cauchy no existe pero que (b) la funcién caracteristica si existe.

(a) La funci6n generatriz de momentos de X es

a i etr
E(etx) = — T dx
T J_, Xt a

la cual no existe si t es real, Esto puede verse al notar por ejemplo quesi « =0, t > 0

2,2 22
et = 1 + tx +£x_+ cob S e

o = OLs
a (7 et dr = at? a? dr
- ST, ax x- 1 S 1 9
s J_, 2+ a? 200 A

y la integral a la derecha diverge.

de modo que

(b) La funcidn caracteristica de X es

E(eivXy = dx

A e

8 g

3 eiwt
_ . x2+ a2

o o .
COS WX at sin wx
Gk3 g = f dx
T —®

x2 + a?

SR

x2 + a2

_ 2a f”’ coswr

T or )y 2t a
donde hemos utilizado el hecho de que los integrandos en el segundo renglén son funciones par e impar
respectivamente. Puede demostrarse que la fGltima integral existe y es igual a ¢~ 9@ (véase Problema

4.159).

-

. Demos-

D =

4.30. Sea © una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo —'215 6=
trar que X = a tan ©, a > 0, tiene una distribucién Cauchy en — o < x < o,

La funcién de densidad de © es

IIA

fo) = 1 —ZsesT

SR
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Considerando la transformacién x = a tan  tenemos

x de a
. = -1 _— = —
o g a y dx z2 + a? =

Entonces por el Teorema 2-3, pagina 46, la funcién de densidad de X est4d dada por

1 a
7 22 + a2

0@ = fo) 32

que es la distribucidon de Cauchy.

DISTRIBUCION GAMMA

4.31. Demostrar que la media y la varianza de la distribucion gamma estan dadas por (a) u = a8, (b)
o = aff?.

(a) J‘ [xa lg— ::/B:] B f x”‘e z/B
BT(a) _{~ BT (ﬂ)
Rempiazando x/§ =t tenemos
= BB I tre-tdt = %I‘(a-}-l) = aff

BT (e)
®) ey f [ e = f %
Remplazando x/8 = t tenemos
E(X2 — _ﬁa—+lB_ rmtoz+1e—tdt
@)= st

= T )I‘(a+2) = B%a+1ea

vaque Na+2) = (a+1)T(a+1) = (a¢+ 1)aT(a). Por tanto
02 = E(X%) — 2 = BYa+1)a — («B)? = af?
DISTRIBUCION BETA
4.32. Hallar la media de la distribucion beta.

(a + 1

_ Tat+B) (N

= l'(a)l‘(B)J; 241 —x)B~1dx
( r

4.33. Hallar la varianza de la distribucion beta.

| El segundo momento alrededor del origen es

E(X?) = (( J;(’;)) f 22z 1(1 — 2)9~1) do
= 1( ﬂ) a+1(1 — B8—1
T(a) T(8) f zati(1 —x) dx
_ Mt raton
T{a) T Lla+2+83)
_ Tlatp ) “+1)£(_¢1_)_F(B)
D) 1'(B) (a+ B+ 1)(a+ B) I(a+ B)
_ a(a+1)

@+ Batp+1)
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.

Entonces, utilizando el Problema 4.32, la varianza es

_ - ] ala +1) a ' _ B
o) SR EECRS XIS (@t pBatp+l) <a+,8> T @+t prl)

DISTRIBUCION CHI-CUADRADO

4.34.

4.35.

4.36.

Demostrar que la funcion generatriz de momentos de una variable aleatoria X con distribu-
cion chi-cuadrado con v grados de libertad es M(t) = (L—2t)7v2,

1 * =
M(t) = E(eX) = mﬁ etTp(v—2)/20—3/2 dy

1 Pl (v—2)/2 g— (12
= _— e t)I/Zd
272 T(/2) fo & i

Al remplazar (1 — 2t)x/2 = u en la Gltima integral hallamos

% (v—2)/2
M) = 1 J‘ 2u o—u_2du
22T(v/2) Jy \1— 21t 1-— 2t
— —v/2 ©
% f wuW/2—leg—udy = (1_2t)-—v/2
0

Sean X, y X, variables aleatorias independientes con distribucién chi-cuadrado YV Uy, vy
grados de libertad respectivamente. (a) Demostrar que la funcién generatriz de momentos de
Z=X,+X, es (1-2t)""*"2 g as{ (b) demostrar que Z tiene distribucién chi-cuadrado
con v, +v, grados de libertad.
(@) La funcién generatriz de momentosde Z = X, + X, es
M(t) = E[e'M*X)] = B E@@X) = (1—2t) W21 —20)7"/2 = (1—2¢)" Crtva)2
atilizando el Problema 4,34.

(b) Se observa del Problema 4.34 que una distribucién cuya funcién generatriz de momentos es (1 —
2t)~ “1712)/2 es la distribucién chi-cuadrado con »; + v, grados de libertad. Esta debe ser la distribucién
de Z, por el Teorema 3-13, pagina 81.

Al generalizar los resultados anteriores obtenemos una demostracién del Teorema 4-4, pagina 116,

Sea X una variable aleatoria distribuida normalmente con media 0 y varianza 1. Demostrar que
X? tiene distribucion chi-cuadrado con 1 grado de libertad.

Deseamos hallar la distribucién de Y = X2 dada una distribucién normal para X. Puesto que lIa corresponden-
cia entre X y Y no es uno a uno no podemos aplicar el Teorema 2-3 como estd, pero procedemos de
la manera siguiente.

Paray < 0 es 16gico que P(Y =y) = 0. Para y = 0 tenemos :
PY=y) = PX2=y) = P—Vy=X=+vVy)

= L f+‘/;e_"’z/2dx =12 f+ﬁe—12/2dx
\/Zr —Vy \/Zr 0

donde en el iltimo renglén se utiliza el hecho de que la funcién de densidad normal tipificada es cero.
Efectuando el cambio de variable xz = +\/t_ en la dltima integral, obtenemos

P(Y=y) = —L f”t—mrwdt
Q

V27

Pero esta es una distribucién chi-cuadrado con 1 grado de libertad, como se ve al colocar v = 1 en (39),
pégina 116, y utilizar el hecho de que L) = vVr.
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4.37. Demostrar el Teorema 4-3, pagina 116, para v = 2.

4.38.

4.39.

4.40.

Por el Problema 4.36 vemos que si X; y X, estdn distribuidas normalmente con media 0 y varianza 1,
entonces X'f y Xg tienen distribucién chi-cuadrado con 1 grado de libertad cada una. Entonces del Problema
4,.35(b), vemos que Z = X12+ Xf tiene distribucién chi-cuadrado con 1 + 1 = 2 grados de libertad si X, y
X, son independientes. El resultado general para todos los enteros positivos ¢ se deduce en la misma manera.
Véase Problema 4.150.

La representacion grafica de la distribucion chi-cuadra-
do con 5 grados de libertad se muestra en la Fig. 4-18.
(Véase las consideraciones sobre notacion en la pagina
116). Hallar los valores de x3, x; por los cuales

(a) el area sombreada a la derecha = 0.05,

(b) el area total sombreada = 0.05,

(c) el area sombreada a la izquierda = 0.10, X, Xe

2

(d) el area sombreada a la derecha = 0.01. Fig. 4-18

(a)

(b)

(c)
(d)

Si el area sombreada a la derecha es 0.05, entonces el irea a la izquierda de x5 es (1 — 0.05)=0.95y x2
representa la nonagésima quinta percentila, x%;.

Refiriéndose a la tabla en el Apéndice E, en la columna v, bisquese el valor 5. Entonces procédase hacia
la derecha hasta la columna x%;. El resultado 11.1 es el valor pedido de x2.

Puesto que la distribucién no es simétrica, hay muchos valores para los cuales el area total sombreada =
0.05. Por ejemplo, el drea sombreada a la derecha puede ser 0.04 en tanto que el drea a la izquierda es
0.01. Sin embargo, se acostumbra, al menos se especifique lo contrario, escoger las dos areas iguales.
Entonces, en este caso cada drea = 0.025.

Si el srea sombreada a la derecha es 0.025, el 4rea sombreada a la izquierda de x3 es1 —0.025= 0.975
v x3 representa la percentila 97.5, x %5, 1a cual del Apéndice E es 12.8.

Anilogamente, si el drea sombreada a la izquierda es 0.025, el drea a la izquierda de x; es 0.025 V Xi

representa la percentila 2.5, y%,;, la cual es igual a 0.831.

Por tanto los valores son 0.831 y 12.8.

Si el drea sombreada a la izquierda es 0.10, xi representa la décima percentila, x3,la cual es igual a 1.61.

Si el drea sombreada a la derecha es 0.01, el 4rea a la izquierda de x3 es 0.99 y x5 representa la
percentila 99, X?gg, la cual es igual a 15.1.

Hallar los valores de x> para los cuales el area de la cola a la derecha de la distribucion x* es
0.05, si el nimero de grados de libertad v es igual a (a) 15, (b) 21, (c) 50.

Utilizando la tabla en el Apéndice E hallamos en la columna x%; los valores: (a) 25.0 correspondiente a v =
15; (b) 32.7 correspondiente a ¥ = 21; (c) 67.5 correspondiente a ¥ = 50.

Hallar el valor de la mediana de x! que corresponde a (a) 9, (b) 28 y (c¢) 40 grados de
libertad.

Utilizando la tabla en el Apéndice E, hallamos en la columna x%, (puesto que la mediana es la percentila 50)
los valores: (a) 8.34 correspondiente a ¥ = 9; (b) 27.3 correspondiente a ¥ = 28; (c) 39.3 correspondiente a v
= 40.

Es de interés notar que los valores de la mediana estin muy prdéximos al niimero de los grados de libertad. En
efecto, para ¥ > 10 los valores de la mediana son iguales a v — 0.7, como puede observarse de la tabla.
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4.41. Hallar x}, para (a) v = 60 y (b) » = 100 grados de libertad.

Para ¥ mayor que 30, podemos utilizar el hecho de que (V2x2—V/2r—1) estf casi distribuido normalmente
con media cero y varianza uno. Entonces si z,, es la percentila 100p de la distribucién normsl tipificada,
podemos escribir, con un alto grado de aproximacién,

V2 ";—VZ»—I = z, 6 V2x§ =z +V2y—1
de donde 2 = 3z, +V2r—1)2

(a) Si »=50, x%s= J(z95+ V2(50) —1)2 = §(1.64 +V/99)2 = 69.2, lo cual esté de acuerdo con el valor 67.5
dado en el Apéndice E.

(b) Siv=100, x%s = 4(z.5+ V2(100) — 1)2 = }(1.64 + V199 )2 = 124.0(valor real = 124.3).

DISTRIBUCION t DE STUDENT
4.42. Demostrar el Teorema 4-6, pagina 117.

Puesto que Y estd distribuida normalmente con media 0 y varianza 1 su funcién de densidad es

1 2
(1) —— e—1%2

V2r

Puesto que Z tiene distribucién chi-cuadrado con ¥ grados de libertad su funcién de densidad es
1

(2) TG 2w/2)—1g—2/2 z>0
Debido a que Y y Z son independientes su funcién de densidad conjunta es el producto de (1) y (2), es decir
1 wm—te—attaie
V27 2v/2 T(s/2)

para —» <y < +%, z> (.
La funcion de distribucién de T = Y/\/Z/v es
F(zy = P(T=2) = P(Y=xVZl)

__;,_ ffz(l'/Z)—le—(y’+z)/2 dy dz
V27 2V/2 1 (v/2) ®

donde la integral se toma sobre la regién R del plano yz para la cusl y = xVz/». Primero fijamos a z b
integramos con respecto a y desde — °° hasta x\/z/». Luego integramos con respecto a z desde 0 hasta <, Por

tanto tenemos
1 ® Vi
F(x) = ——f z(v/z)—xe—z/z[f: ‘/ve—y’/zd :ld
5 Y |az
V2r 2v/21(»/2) L= I

Remplazando y = uV2/v en la integral entre paréntesis rectangulares hallamos

F(x) = 2W/2~1¢—2/24[7], e—u'2/2v dy dz

el WA
Ve2r 2v21(y/2) Jz=0Ju=-

_v 1 o fI [fw 2(r—1)/2 g= (2/2D[1 + (u?/1)) dz] du
V2ry 22T (v/2) Ju=-= 2=0

\3
Sustituyendo w = %(1 TP E-) esto puede escribirse como
14
1 [ W D/2e-w ]d
F0 = om0 S Lo o

+1
r(t >
- A F u2fp)vinr2
mr<§> w=—s ")

de acuerdo con lo pedido.
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4.43. La representacion grafica de la distribucion t de Student con 9 grados de libertad se muestra
en la Fig. 4-19. Hallar el valor de ¢, para el cual

4.44.

(@) el area sombreada a la derecha = 0.05,
(b) el area total sombreada = 0.05,
(c) el area total sin sombrear = 0.99,

(d) el area sombreada a la izquierda = 0.01,

—t t1

(e) el area a la izquierda de ¢, sea 0.90. Fig. 4-19

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Si el 4rea sombreada a la derecha es 0.05, entonces el 4rea a la izquierda de ¢, es (1 —0.05)=0.95y ¢,
representa la percentila 95, ¢ ;.

Refiriéndonos a la tabla en el Apéndice D, biisquese en la columna » el valor 9. Entonces bfisquese la
columna ¢ 45. El resultado 1.83 es el valor pedido de ¢.

Si el 4rea total sombreada es 0.05, entonces el irea sombreada a la derecha es 0.025 por simetria. Por
tanto el drea a la izquierda de ¢, es (1 — 0.025) = 0.975 y ¢, representa la percentila 97.5, ¢ ¢;5. Del
Apéndice D hallamos 2.26 como el valor pedido de ¢.

Si el 4rea total sin sombrear es 0.99, entonces el 4rea total sombreada es (1 — 0.99) = 0.01 y el 4rea
sombreada a la derecha es 0.01/2 = 0.005. De la tabla hallamos ¢ oo; = 3.25.

Si el drea sombreada a la izquierda es 0.01, entonces por simetria el irea sombreada a la derecha es 0.01,
De la tabla t4y = 2.82. Por tanto el drea de t para el cual el drea sombreada a la izquierda es 0.01 es
—2.82. )

Si el drea a la izquierda de ¢, es 0.90, entonces t; corresponde a la percentila 90, t oy, que de la tabla es
igual a 1.38.

Hallar los valores de t para los cuales el area de la cola a la derecha de la distribucion t es 0.05
si el nimero de grados de libertad es igual a (a) 16, (b) 27, (c) 200.

Refiriéndonos al Apéndice D, hallamos en la columna ¢ o; los valores: (a) 1.75 correspondiente a ¥ = 16; (b)
1.70 correspondiente a ¥ = 27; (¢) 1.645 correspondiente a ¥ = 200. (EIl dltimo es el valor que se obtendria
utilizando la curva normal. En el Apéndice B este valor corresponde a la entrada en la tltima fila marcada ).

DISTRIBUCION F

4,45, Demostrar el Teorema 4-7.

La funcién de densidad conjunta de V| y V, estd dada por

1 W/ —1 —v;/2 1 a/2)=1 __ o
f(vy,v9) = <— @, " Gl — Yy e v2/
> 2U172p(,,/2) : 222 1(1,/2)
- 1 /D =1 2/2) =1 = (vy + 0y
2t DI2p(, 19) T(py/2)
siv; > 0, v, > 0 y 0 de otra forma. Efectie la transformacién
Ul/lfl Uy 1 ruw
w = = —, w = PV, N = 7 Vo = W
s/ by Nt 4 - ! i %
Entonces el Jacobiano es
v, vy) v /ou v /ow viw/vy  viufvy rw
d(u, w) Avo/ou  dv./ow 0 1 T on
Denotando la densidad como funciéon de u y w por g(u,w), tenemos
(v /2)—1
90, ) 1 <V1“W> ! w1 g L+ /v oy M1V
’ 2(1'1+u2)/2 ]‘(v1/2) F(u2/2) vy vy
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siu>0,w >0y 0 de otra forma.

La funcién de densidad (marginal) de U puede encontrarse integrando con respecto a w desde 0 hasta °, es
decir
(v1/va)"1/2ulvi/2) =1 ©
Ry = f wl W1 +12)/21—1 g — [1+ (ryu/v9)1(w/2) day
2“‘1'* vg)/2 I‘(,,l/z) I‘(u2/2) 0

siu>0yO0siu = 0. Pero de (I15), Apéndice A,

0

aP
Tenemos

vyt
(r'l/vz)”‘/zu(L’l/2)~lr< l : 2>
— h_ L ] vt (vy+v)/2
2( 1 lz)/z 1‘(!’1/2) 1‘("2/2) [§<1 + —"‘2_>]
1‘<V1 + V2>
i _2 vi/2
: vy
vy 2]
P<E> F<E>

siu>0y0siu =0, que es el regultado pedido.

h(u) =

Vo/2  (py/2)— = +vy)
V22 uul/ 1(v2+v1u) Cuafidya2

-2 v
4.46. Demostrar que la distribucion F es unimodal en el valor CIT—> < . _'2_ 5
1 2

La moda localiza el valor mdximo de la funcion de densidad. A diferencia de una constante, la funcién de
densidad de la distribucién F es

> si v, > 2.

"/2) - — (v
u(l,/-) 1(V2+”1“) (ry tvg)l2

Si tiene un maximo relativo se presentara cuando la derivada sea cero, es decir

/
' 0 /2) - = (e , _ vyt vy _ =
(5,_ 1>u(1,/_n 2(py+ pyue) TEIDIZ s 1,,1( 5 >(,,2+”1u) [ +v)/21-1 = ¢
\
Dividiendo por u'"1/2)=2(p, + yju)~ [ +12)/21=1 y + 0, hallamos

3

¥y vy T vy 1 = Elee 2 «:
<? — 1>(v2+V1u) — uV1<__2_'> =0 o o= < i )("2 + 2>

Utilizando el criterio de la segunda derivada podemos demostrar que realmente se trata de un méximo.

4.47. Utilizando la tabla para la distribucion F en el Apéndice F, hallar (a) Fss,10,15, (b) F.9,159, (C)
F.OS.E.SO, (d) F.01.15,9.

(a) Del Apéndice F, donde », = 10, », = 15, hallamos F 45 ;9 15 = 3.80.

(b) Del Apéndice F, donde »; = 15, », = 9, hallamos F g9 159 = 4.96.

(c) Por el Teorema 4-8, pagina 118, F 5 3 40 = L e 0.325.
i Flgs530,8 3.08

(d) Por el Teorema 4-8, pigina 118, F o, 15, = — L~ = —1_ = 0.257.

F99,9,15  3.89

RELACIONES ENTRE LAS DISTRIBUCIONES F, 42 Y ¢
4.48, Verificar que (a) F.os = thrs, (b) Fas = taes.

(a) Comparar las entradas en la primera columna de la tabla F o5 en el Apéndice F con esas en la distribu-
¢ién t bajo t g75. Vemos que

161 = (12.71)2, 185 = (4.30)2, 10.1 = (3.18)2, 7.71 = (2.78)2, etc.
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(b) Comparar las entradas en la primera columna de la tabla F 3 en el Apéndice F con esas en la distribu-
ci6én t bajo ¢ gg5. Vemos que

4050 = (63.66)2, 98.5 — (9.92)2, 34.1 = (5.84)2, 21.2 = (4.60)%, etc.

4.49. Demostrar el Teorema 4-9, pagina 118, que puede establecerse simplemente como
Fl—p = t12—(p/2>
y asi generalizar los resultados del Problema 4.48.

Sea vy =1, vy = v enla funcién de densidad para la distribucién F [(45), pagina 117]. Entonces

<,+1

fluw) = 2y W2y —1/2(y 4 )= v+ 1)/2
L pf2

(5)(3)
-+

1
Ji= o
) / )\ (w+1i/2
= ,,u/zu—l/z,,—(un)/zKl + -

14

+1
I‘(y—-—z > -(r+1)/2
= _—_u—1/2<1 +E>

para u > 0, y f(u) = 0 para « = 0. Entonces por la definici6n de un valor de percentila, F_,es el nGmero tal
que P(U=F,_,) =1~ p. Por tanto

v+ 1
F< 2 > Fi, W\ e
__—_f u—1/2{ 1 + =2 de = 1 — P
=e(z)

En la integral efectfie el cambio de variable t = + \/u:

r v+ 1
2 +ﬁl—p £2 — (g 21001/
2——*;f <1+;> dt = 1 —-p
0 v

=g

Comparando con (42), pigina 116, vemos que el lado izquierdo de la Gltima ecuacién es igual a
2P0 <T=+VF{_,)

donde T es una variable aleatoria con distribucién t de Student con vV grados de libertad. Por tanto

1;” = PO<Ts=+F_,)

= P(T=+/F, ,) — P(T=0)
= PTs+/F_,) —3

donde hemos usado la simetria de la distribuci6n £. Resolviendo, tenemos

PT=+/F_,) = 1-%
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4.50.

Pero, por definicién, ¢, ., es el nimero tal que

-2 _— p
PT =t o)) = 1 9

y este nfimero se determina inicamente, ya que la funcién de densidad de la distribucién ¢ es estrictamente
positiva, Por tanto

W - pY g2,
+ Fl—p = ti— (o o Fl—p = i

que era lo que se querfa demostrar.

Verificar el Teorema 4-10, pagina 118, para () p = 0.95y (b) p = 0.99.

(¢) Comparar las entradas en la filtima fila de la tabla F';; en el Apéndice F (correspondientesa r, = ) con
las entradas bajo x%; en el Apéndice E. Entonces vemos que
3.84 5.99 7.81 9.49 11.1

3.84 = T 3.00 = 5 2.60 = 3 2.37 = 1 2.21:T, ete.

lo cual provee la verificacién requerida.

(b) Comparar las entradas en la Gltima fila de la tabla ¥ o, en el Apéndice F (correspondientes a r, = ») con
las entradas bajo x%, en el Apéndice E, Entonces vemos que

—
o
—

. "
6.63 = @ sy o 2HES L amy CHE Tl b [5G

— = 5 . 302 =

, ete.

4]

lo cual provee la verificacién requerida.

La prueba general del Teorema 4-10 se deduce tomando el limite cuando v, —> °° en la distribucién F en
la pagina 117, Véase Problema 4.145,

DISTRIBUCION NORMAL BIDIMENSIONAL

4.51.

Sean X, Y variables aleatorias cuya funcion de densidad conjunta es la distribuciéon normal

bidimensional. Demostrar que X, Y son independientes solo si su coeficiente de correlacion es
cero.

Si el coeficiente de correlacién p = 0, entonces la funcién de densidad normal bidimensional (49), pAgina

118, se convierte en
flx,y) = [ 1 e- (I,,ul)2/20f][ 1 ey uzl?/z.;gj
ol\@ oV 27

y puesto que este es un producto de una funcién solamente en x por una funcion solamente en y para todos
los valores de x, y se deduce que X, Y son independientes,

Inversamente, si X, Y son independientes, f(x, y) dada por (49) debe para todos los valores de x, y ser el
producto de una funcién solamente en x y una funcién solamente en y. Esto es posible sdlo si p = 0.

DISTRIBUCIONES DIVERSAS

4.52.

Hallar la probabilidad que en lanzamientos sucesivos de un dado honrado resulte un 3 por
primera vez en el quinto lanzamiento.

Método 1.

La probabilidad de no obtener un 3 en el primer lanzamiento es 5/6. Andlogamente la probabilidad de no
cbtener un 3 en el segundo lanzamiento es 5/6, etc. Entonces la probabilidad de no obtener un 3 en los
primeros cuatro lanzamientos es (5/6)5/6)(5/6)(5/6) = (5/6)*. Por tanto la probabilidad de obtener un 3 en
el quinto lanzamiento es 1/6, la probabilidad pedida es

5\V1\ 625
6)\6) = 776
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Método 2 (utilizando férmula).

Utilizando la distribuci6én geométrica, pigina 118, con p = 1/6, ¢ = 5/6, x = 5 vemos que la probabilidad
pedida es
1)(5\* _ 625
6/\6 T 7776
4.53. Verificar las expresiones dadas para la (a) media, (b) la varianza, de la distribucién Weibull,

pagina 119,

(a) s = EX) = f abxbe—azt dx
)

. ab %Y p—ulam-1 g,
o b

al/b @
L1
= a—l/bf ul/be—u dy
0

= a“”bl‘<1 SF %)

donde hemos utilizado la sustitucién u = axb para evaluar la integral.

(d) E(X?) = f abxbtle—azbdy
0

© 14 (1/b)
_ _ab Yl e—ulyam-1 gy
al’® ), \a b

=<
= g-2/b f u2/be—u dy
0

2
= g-2bp(1 4+ %2
¢ ! <1 b>

> = E[(X—p? = EX) - u

el (o)

Entonces

PROBLEMAS DIVERSOS

4.54. La probabilidad de que un estudiante que ingrese a la universidad se gradie es 0.4. Determi-
nar la probabilidad de que de 5 estudiantes (a) ninguno, (b) uno, (¢) al menos uno, se gradie.
(a) P(ninguno se gradie) = ;C,(0.4)°(0.6)> = 0.07776, 6 aproximando 0.08
(b) P(se gradfie uno) = 5C,(0.4)1(0.6)4 = 0.2692, 6 aproximando 0.26
(¢) P(al menos uno se gradiie) = 1 — P(ninguno se gradiie) = 0.92224, 6 aproximando 0.92.

4.55. ;Cual es la probabilidad de obtener un total de 9 (2) dos veces, (b) al menos dos veces en 6
lanzamientos de un par de dados?

Cada una de las 6 formas en las cuales el primer dado puede caer estd asociada con cada una de las 6 formas
en las cuales el segundo dado puede caer, asf hay 6 * 6 = 36 formas en las cuales ambos dados pueden caer,
Eltae son 1 en el primer dado y 1 en el segundo dade, 1 en el primer dado y 2 en el segundo dado, etc.,
denotados por (1, 1), (1, 2), etc.
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4.56.

4.57.

4.58.

De estas 36 formas todas igualmente factibles si los dados son honrados, un total de 9 ocurre en 4
(8, 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3). Entonces la probabilidad de un total de 9 en un solo lanzamiento de un par de da-
dos es p = 4/36 = 1/9 y la probabilidad de no obtener un total de 9 en un solo lanzamientoesg =1—p =

8/9.
2 6—2
) ] 1\ /8 61 440
P ¢ = — — = ot 1
(a) P(9 dos veces en seis lanzamientos) ecz< 9> <9> 531 441

(b) P(al menos 9 dos veces) = P(9 dos veces) + P(9 tres veces) + P(9 cuatro veces) + P(9 cinco veces) + P

(9 seis veces)
2 4 3 3 4 2 5 8
= l3) )+ elg () + =) G) + o) 5 6)

61 440 + 10 240 3 960 + 48 + 1 _ 72689
T B31441 ' 531 441 ' 531441 ' 531441 ' 531441 =~ 531441

Otro método.

P(al menos 9 dos veces) = 1 — P(9 cero veces) — P(9 una vez)
(] 8 1 5

1 - 1)/8 1\(8 _ 72689

R OIUREEOI A

Si la probabilidad de un tornillo defectuoso es 0.1, hallar (a) la media y (b) la desviacion
tipica para la distribucion de tornillos defectuosos de un total de 400.

(a) Media = np = 400(0.1) = 40, es decir podemos esperar que 40 tornillos estén defectuosos.

(b) Varianza = npq = (400)(0.1)(0.9) = 36. Por tanto la desviacién tfpica = V/36 = 6.

Hallar los coeficientes de (a) sesgo y (b) curtosis de la distribucion en el Problema 4.56.

- —p 09 —4Q1
(@) Coeficiente de sesgo = < = = 0.133
Vnpq E

Puesto que es positivo, la distribucién est4 sesgada a la derecha.

_ — 6
(®) Costigionteldeanetonis H=amsty L1600y by o WENGORIND-IIE By
npq 36

La distribucién es ligeramente més apuntada que la distribucién normal.

Las calificaciones de un parcial corto en biclogia fueron 0, 1, 2, . . ., 10 puntos, dependiendo
del numero de respuestas correctamente solucionadas de un total de 10 La calificacion media
fue 6.7 y la desviacién tipica fue 1.2. Suponiendo que las calificaciones estan distribuidas
normalmente, determmar (a) el porcentaje de estudlantes con 6 puntos, (b) la calificacion
maxima del 10% mas bajo de la clase, (c) la calificacién minima del 10% mas alto de la clase.

(a) Para aplicar la distribucién normal a datos discretos, es necesario considerar los datos como si fueran
continuos, Por tanto una calificacién de 6 puntos se considera como 5.5 a 6.5 puntos. Véase Fig. 4-20.

5.5 en unidades tipificadas = (5.5 — 6.7)/1.2 = —1.0
6.5 en unidades tipificadas = (6.5 — 6.7)/1.2 =—0.17
Proporci6én pedida = irea entre z=—1y 2 =—0.17
= (dreaentrez=—1yz=0)
— (4rea entre 2z =—0.17 y 2 = 0)
= 0.3413 — 0,0675 = 0.2738 = 27%
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4.59.

4.60.

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CON NOMBRE PROPIO [CAP. 4

-1 —0.17 Y4 Zy

Fig. 4-20 Fig. 4-21

(b) Sea x,; la calificacibn méxima pedida y 2, su equivalente en unidades tipificadas. De la Fig. 4-21 el drea a
la izquierda de z;, es 10% = 0.10; por tanto

Areaentre z; y 0 = 0.40
y z;, =—1.28 (aproximadamente).

Entonces 2, = (x; —6.7)/1.2=—1.28 y x; = 5.2 6 5 aproximando al entero més cercano.

(¢) Sea x, la calificacion minima pedida y z, su equivalente en unidades tipificadas. Si (b), por simetria
z, =1.28. Entonces (x, — 6.7)/1.2 = 1.28, x, = 8.2 u 8 aproximando al entero més cercano.

Un contador Geiger se emplea para contar la llegada de particulas radipactivas. Hallar la
probabilidad de que en un tiempo ¢ no s= cuenten particulas.

La Fig. 4-22 representa el eje de tiempo con O como el origen. La

probabilidad de que se cuente una partfcula en el tiempo At es propor- B At
cional a At y puede escribirse como A At. Por tanto la probabilidad de no

contar en el tiempo At es 1 — A At. Mis precisamente, existirin términos b ' !
adicionales que incluyen a (At)?y 6rdenes superiores, pero no se conside-

ran si At es pequeiio. Fig. 4-22

Sea P, (t) la probabilidad de no cuenta en el tiempo t. Entonces P, (¢ + At) es la probabilidad de no cuenta en
el tiempo ¢ + At, Si se suponen las llegadas de las particulas sucesos independientes, la probabilidad de no
cuenta en el tiempo ¢ + At es el producto de la probabilidad de no cuenta en el tiempo ¢t y la probabilidad de
no cuenta en el tiempo At. Por tanto, sin considerar los términos que incluyen (At)? y términos superiores,
tenemos

(1) Po(t+At) = Py(t)[1 — AA¢E]
De (1) obtenemos
Py (t -+ At) — Py(t)

(& fay At = AP0
es decir

dP, apP,
8 i S A

Resolviendo (3) por integracién obtenemos
InPy, = =Xt + ¢ 6 Py(t) = ee M

Para determinar ¢ notamos que si ¢t = 0, P4(0) = c es la probabilidad de no cuentas en el tiempo cero, que
l6gicamente es 1. Por tanto ¢ = 1 y la probabilidad pedida es

(4) Py(t) = et

Refiriéndose al Problema 4.59 hallar la probabilidad de exactamente una cuenta en el tiempo
t.

Sea Py (t) la probabilidad de una cuenta en el tiempo t, de modo que P, (¢t + At) es la probabilidad de una
cuenta en el tiempo ¢ + At. Entonces tendremos una cuenta en el tiempo t + At en los siguientes dos casos
mutuamente excluyentes:

(i) 1 cuenta en el tiempo ¢ y 0 cuentas en el tiempo At
(ii) O cuentas en el tiempo ¢ y 1 cuenta en el tiempo At
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La probabilidad de (i) es P, (f)(1 — X At).

La probabilidad de (ii) es Py (¢)X At.

Por tanto, sin cOl;siderar los términos que incluyen (At )2 y superiores,

(2) Pi(t+ At) = P, (t)(1—At) + Py(H)n At

Esto puede escribirse

P (t+At) — P, ()
(2) = AR = AP

Tomando el Ifmite cuando At — 0 y utilizando la expresiéon para Pq(t) obtenida en el Problema 4.59 esto se
convierte en

dF,
(3) d't— = Na~ b= )\Pl
6

dapP,
(4) T + AP, = ne M

Multiplicando por eM esto puede escribirse como

d
(5) 7 (@Py) =

que al integrar
(6) P,(t) = Ae=M + cge™ M

Si t = 0, P;(0) es la probabilidad de 1 cuenta en el tiempo 0, que es cero, Utilizando esto en (6) hallamos ¢y
= 0. Por tanto

(7) Py(t) = Ate—)t

Continuando de esta forma podemos demostrar que la probabilidad de exactamente n cuentas en el tiempo t
estd dada por

)\t)ne‘,\l
n!

(8) Pty = ¢

que es la distribucién de Poisson,

Problemas suplementarios

DISTRIBUCION BINOMIAL (BERNOULLI)

4.61.

4.62,

4.63.

4.64.

4.65.

4.66.

4.67.

Hallar la probabilidad de que al lanzar una moneda honrada 6 veces aparezcan (@)0, ()1, (c)2,(d)3,(e) 4,
(f) 5, (8) 6 caras,

Hallar la probabilidad de (¢) 2 o mds caras, (b) menos de 4 caras en un solo lanzamiento de 6 monedas
honradas.

Si X denota el nimero de caras en un solo lanzamiento de 4 monedas, hallar (a) P(X = 3), (b) P(X <2), (c)
P(X=2), (d PA<X =3,

De 800 familias con 5 hijos, ;jcudntas esperarian tener (a) 3 nifios, (b) 5 nifas, (c) o 2 6 3 nihos? Suponer
probabilidades iguales para nifios y ninas.

Hallar la probabilidad de obtener un total de 11 (a) una vez, (b) dos veces, en dos lanzamientos de un par de
dados honrados.

;Cuil es la probabilidad de obtener un 9 exactamente una vez en 3 lanzamientos con un par de dados?

Hallar la probabilidad de acertar correctamente al menos 6 de 10 respuestas en un examen tipo verdadero-
falso.
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4.68.

4.69.

4.70.

4.71.

4.72.

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CON NOMBRE PROPIO [CAP. 4

Un agente de una compaiia de seguros vende pélizas a 5 personas, todas de edad idéntica y con buena salud.
De acuerdo con las tablas de los actuarios la probabilidad de que una persona de esta edad especifica esté viva
en 30 afios es 2/3. Hallar la probabilidad de que en 30 afios (a) las 5, (b) al menos 3, (c) solamente 2, (d) al
menos 1 persona esté viva.

Calcular la (¢) media, (b) desviacién tipica, (c) coeficiente de sesgo, (d) coeficiente de curtosis para una
distribucion binomial en la cual p = 0.7 y n = 60. Interpretar los resultados.

Demostrar que si una distribucién binomial con n = 100 es simétrica, su coeficiente de curtosis es 2.9,
Evaluar (a) 2 (x — u)*f(x) y (b) = (x —u)*f(x) para la distribucién binomial,

Demostrar las formulas en la pagina 109 para los coeficientes de sesgo y curtosis.

DISTRIBUCION NORMAL

4.73.

4.74,

4.75.

4.76.

4.71.

4.78.

4.79.

4.80.

4.81.

4.82.

4.83.

4.84.

4.85.

4.86.

En un examen la media fue 78 y la desviacién tipica 10. (a) Determinar las calificaciones tipificadas de dos
estudiantes cuyos puntajes fueron 93 y 62 respectivamente. (b) Determinar los puntajes de dos estudiantes
cuyas calificaciones tipificadas fueron —0.6 y 1.2 respectivamente. ’

Hallar (a) la media y (b) la desviacién tipica de un examen en el cual los puntajes de 70 y 88 corresponden a
calificaciones tipificadas de —0.6 y 1.4 respectivamente, '

Hallar el drea bajo la curva normal entre (a) z = —1.20 y 2 = 2.40, (b)2=1.23 y 2 = 1.87, (c)z=-235y
z = 0.50.

Hallar el drea bajo la curva normal (a) a la izquierda de z = —1.78, (b) a la izquierda de z = 0.56, (c) a la
derecha de z = —1.45, (d) correspondiente a z = 2,16, (e) correspondiente a —0.80 = z = 1.53, (f)ala
izquierda de z = —2.52 y a la derecha de z = 1.83.

Si Z estd distribuida normalmente con media 0 y varianza 1, hallar (a) P(Z = —1.64), (b) P(—1.96 = Z = 1.96),
(¢) P(|1Z2| = 1).

Hallar los valores de z tales que (a) el drea a la derecha de z sea 0.2266, (b) el drea a la izquierda de z sea
0.0314, (c) el area entre —0.23 y z sea 0.5722, (d) el drea entre 1.15 y z sea 0.0730, (e) el drea entre —2 y z
sea 0.900.

Hallar zy si P(Z = z,) = 0.84, donde Z esta distribuida normalmente con media 0 y varianza 1.
Si X esta distribuida normalmente con media 5 y desviacién tipificada 2, hallar P(X > 8).

Si las estaturas de 300 estudiantes estin distribuidas normalmente con media 1.70 m y desviacion tipica 10
cm, ;cudntos estudiantes tienen estaturas (a) mayores que 1.85 m, (b) menos que o iguales a 1.55 m, (¢)
entre 1.59 y 1.81 m inclusive, (d) igual a 1.70 m?

Si los didmetros de los cojinetes de municiones estin normalmente distribuidos con media 0.6140 pul y
desviacion tipificada 0.0025 pul, determinar el porcentaje de los cojinetes de municiones con didmetros (a)
entre 0.610 y 0,618 pul inclusive, (b) mayor que 0.617 pul, (c) menores que 0.608 pul, (d) iguales a 0.615
pul.

La calificacion media de un examen final fue 72 y la desviacién tipica 9. El 105 superior de los estudiantes
recibirdn una calificacién A (excelente). ;Cuél es la calificacién minima que debe obtener un estudiante para
recibir una A?

Si un conjunto de mediciones est4 distribuido normalmente, ;qué porcentaje de esas mediciones diferiri de la
media por (a) mas deé media desviacién tipica, (b) menos de tres cuartos de desviacién tipica?

Si 4 es la media y 0 la desviacién tipica de un conjunto de mediciones que estan disiribuidas normalmente,
(qué porcentaje de las mediciones estin (a) dentro del recorrido u * 2 g, (b) por fuera del recorrido Hx1.2
g, (c) mayor que 4 — 1.5 g? :

En el Problema 4,85 hallar la constante a tal que el porcentaje de los casos (a) dentro del recorrido M * a0 sea
75%¢, (b) menos que i — a0 sea 22%, :
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APROXIMACION NORMAL A LA DISTRIBUCION BINOMIAL

4.87. Hallar la probabilidad de que en 200 lanzamientos de una moneda resulten (a) entre 80 y 120 caras inclusive,
(b) menos que 90 caras, (¢) menos de 85 o mis de 115 caras, (d) exactamente 100 caras.

4.88. Hallar la probabilidad de que un estudiante pueda acertar correctamente las respuestas a (a) 12 o mas de 20,
(b) 24 o mis de 40 preguntas en un examen tipo verdadero-falso.

4.89. Una maquina produce tornillos, 10% de los cuales son defectuosos. Hallar la probabilidad de que en un
muestreo aleatorio de 400 tornillos producidos por esta maquina (a) miaximo 30, (b) entre 30 y 60, (c) entre
35 y 45, (d) 55 o mas, de los tornillos sean defectuosos.

4.90. Hallar la probabilidad de obtener mds de 25 *‘sietes’’ en 100 lanzamientos de un par de dados honrados.

DISTRIBUCION DE POISSON

4.91. Si 3% de las lamparas eléctricas producidas por una compariia son defectuosas, hallar la probabilidad de que
en una muestra de 100 lamparas eléctricas (a) 0, (b) 1, (c) 2, (d) 3, (¢) 4, (f) 5 lamparas sean defectuosas.

4.92. En el Problema 4.91, hallar la probabilidad de que (a) mas de 5, (b) entre 1 y 3, (¢) menos de, o 2 limparas
eléctricas sean defectuosas.

4.93. Un talego contiene una bola roja y siete blancas. Se extrae una bola y se observa su color. Entonces se coloca
la bola en el talego. Utilizando (a) la distribucién binomial y (b) la aproximacion de Poisson a la distribucién
binomial, hallar la probabilidad de que en 8 de tales extracciones se seleccione una bola roja 3 veces.

4,94. Segin la National Office of Vital Statistics of the U. S. Department of Health, Education and Welfare, el
promedio de ahogados en accidentes por aino es 3.0 de cada 100 000 personas. Hallar la probabilidad de que
en una ciudad cuya poblacién es de 200 000 ocurran (a) 0, (b) 2, (¢) 6, (d) 8, (¢) entre 4 y 8, (f) menos de 3
ahogados por ano.

4.95. Demostrar que si X; y X, son variables independientes con distribuciones de Poisson con paridmetros
respectivos A; y A,, entonces X, + X, tiene una distribucién de Poisson con parimetro A; + A,. (Sugeren-
cia: Utilizar la funcién generatriz de momentos). Generalizar el resultado a n variables.

TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL

4.96. Demostrar el teorema del limite central para el caso en que X |, X,, . .. son independientes y estdn distribui-
das idénticamente con la distribucidon de Poisson, (13), pagina 111.

4.97. Demostrar el teorema del limite central para las variables independientes

{ 1 prob. 1/2

X, =
X ~1  prob. 1/2

4.98. Demostrar el teorema del limite central para las variables independientes
1 prob. p
X4 =
. —1 prob. g

donde g = 1 — p, asi generalizando el Problema 4.97.

4,99. Explicar por qué se podria esperar que el teorema del limite central no sea vilido en el caso que X;, X,,. ..
tengan la distribucion de Cauchy,

1

= = — o x <
1) s

f(w)

DISTRIBUCION MULTINOMIAL
4.100. Demostrar el resultado (17), pagina 113.

4.101. Se lanza un dado honrado 6 veces. Hallar la probabilidad de que el resultado sea: (a) 1 “uno”, 2 “doses” y 3
‘““treses”’; (b) cada cara una vez.
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4.102.

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD CON NOMBRE PROPIO [caP. 4

Una caja contiene una gran cantidad de bolas rojas, blancas, azules y amarillas en la proporcién 4: 3: 2: 1.
Hallar la probabilidad de que de 10 bolas extraidas: (a) 4 sean rojas, 3 blancas, 2 azules y 1 amarilla; (b) 8
sean rojas y 2 amarillas.

4.103. Hallar la probabilidad de no obtener un 1, 2 6 3 en cuatro lanzamientos de un dado honrado.

DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

4.104.

4.105.

4.106.

4.107.

4.108.

Una caja contiene 5 bolas rojas y 10 blancas. Si se seleccionan 8 bolas aleatoriamente (sin remplazamiento)
determinar la probabilidad de que (a) 4 sean rojas, (b) todas sean blancas, (c) al menos una sea roja.

Si se seleccionan 13 cartas aleatoriamente (sin remplazamiento) de una baraja de 52 cartas, hallar la probabili-
dad de que (a) 6 sean figuras, (b) ninguna sea figura.

De 60 aspirantes a una universidad 40 son del oriente, Si se seleccionan 20 aspirantes aleatoriamente, hallar la
probabilidad de que (a) 10, (b) no mas de 2, sean del oriente.

Emplear la aproximacién binomial (18) 6 (24) para resolver el Problema 4.106 y estudiar la precisién
obtenida.

Demostrar directamente que (22), pigina 114, se reduce a (1), pigina 108, cuando N — .

DISTRIBUCION UNIFORME

4.109.

4.110.

4.111.

4.112.

4.113.

Si X estd distribuida uniformemente en —2 = x = 2. Hallar (a) P(X <1), (b) P(( X —1| = }).
Hallar la funcion generatriz de momentos para la distribucién uniforme.

Hallar (a) el tercero y (b) el cuarto momento alrededor de la media de una distribucién uniforme.
Determinar el coeficiente de (a) sesgo y (b) curtosis de una distribuci6én uniforme.

Si X, Y son independientes y ambas estin distribuidas uniformemente en el intervalo de 0 a 1, hallar P(|X — Y|

z 3.

DISTRIBUCION DE CAUCHY

4.114.

4.115.

4.116.

4.117.

4.118.

Suponga que X tiene una distribucién de Cauchy de acuerdo con (29), pigina 114, con a = 2. Hallar (e) P(X
< 2), (b) P(X2212).

Demostrar que el recorrido semi-intercuartilico para la distribucién de Cauchy es a. ;Por qué en este caso el
recorrido semi-intercuartilico es un sustituto de la desviacidon tfpica?

Demostrar que si X; y X, son independientes y tienen la misma distribucién de Cauchy, entonces su media
aritmética también tiene esta distribucién.

Generalizar el resultado del Problema :1.116.

Si X, y X, son independientes y distribuidas normalmente con media 0 y varianza 1 Demostrare que Y =
X, /X, tiene una distribucién de Cauchy.

DISTRIBUCION GAMMA

4.119.

4.120.

4.121.

4.122.

Verificar que (31), pigina 116, es una funcién de densidad.
Una variable aleatoria X tiene una distribucién gamma con a = 3, § = 2, Hallar () P(X = 1), (b) P(1 = X = 2).
Determinar los valores modales de la distribucién gamma.

Verificar la (a) funcién generatriz de momentos y (b) la funcién caracterfstica de la distribucién gamma
dadas por (33), pagina 115.
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DISTRIBUCION BETA

4.123.

4.124.

4.125.

Verificar que (34), pagina 115, es una funcién de densidad.
Una variable aleatoria X tiene una distribucién beta con a = 3, § = 2. Hallar P(}X — % = 1).

Demostrar gue la distribucién beta tiene una moda finica en = (o — 1)/(a + 8 — 2).

DISTRIBUCION CHI-CUADRADO

4.126.

4.1217.

4,128.

4.129.

4.130.

4.131.

4.132,

4,133.

4.134.

Para una distribucién chi-cuadrado con 12 grados de libertad, hallar el valor ‘e x? tal que (a) el drea 2 la
derecha de x2 sea 0.05, (b) el drea a la izquierda de x? sea 0.99, (c) el drea a la derecha de xZ sea 0.025.

Hallar los valores de x2 para los cuales el drea de la cola derecha de la distribuciébn x* es 0.05, si el nimero
de grados de libertad v es igual a (a) 8, (b) 19, (c) 28, (d) 40.

Resolver el Problema 4.127 si el drea de la cola derecha es 0.01.
(a) Hallar x3 y x3 tales que el drea bajo la distribucién x2 correspondiente a ¥ = 20 entre x> y xfz sea 0.95,
suponiendo ireas iguales a la derecha de x3 y ala izquierda de x3- (b) Demostrar que si la suposicion de dreas

iguales en la parte (a) no se cumple, los valores de x% ¥ x% no son anicos.

Si la variable U tiene distribucién chi-cuadrado con v =7, hallar x? y x3 tales que (a) P(U > x}) = 0.025, (b)
P(U <x2) = 050, (¢) PGE=UZx3) = 0.90.

Hallar (a) x5 v (b) x%; para » = 150.
Hallar (a) x%05 ¥ (b) x7s Para » = 250.

Demostrar que para grandes valores de ¥ una buena aproximacion para x%, estd dada por p + z,V2r, donde 2z, |
es la percentila (100p) de la distribucién normal tipificada.

Demostrar que (a) E(x2?) = », (b) Var (x?) = 2.

DISTRIBUCION ¢t DE STUDENT

4.135.

4.136.

4.137.

4.138.

4.139.

4.140.

Para una distribucién ¢ de Student con 15 grados de libertad, hallar el valor de t;tal que (a) el drea a la
derecha de t; sea 0.01, (b) el drea a la izquierda de t; sea 0.95, (c) el irea a la derecha de ¢, sea 0.10, (d)el
irea combinada a la derecha de ¢; y a la izquierda de —t; sea 0.01, (e) el 4rea entre —¢; y t; sea 0.95.

Hallar los valores de t para los cuales el drea de la cola derecha de la distribucion t es 0.01, si el nimero de
grados de libertad v es igual a (a) 4, (b) 12, (c) 25, (d) 60, (¢) 150.

Hallar los valores de t, para la distribucién de Student que satisface cada una de-las condiciones siguientes:
(a) el drea entre —t; y t; sea 0.90 y v = 25, (b) el drea a la izquierda de —t; sea 0.025 y v = 20, (c) el area
combinada a la derecha de t, y a la izquierda de —t; sea 0.01 y v =5, (d) el drea a la derecha de {; sea 0.55 y
v=16.

Si una variable U tiene una distribucién de Student con ¥ = 10, hallar la constante c tal que (a) P(U >¢) =
0.05, (b) P(—c=U=c¢)=0.98, (c) P(U=c¢) =020, (d) P(U=Z=¢c)=0.90.

Demostrar que para 1 grado de libertad la distribucién ¢ es una distribucién de Cauchy.

Demostrar que la varianza de la distribucién ¢ de Student con v grados de libertad es v/(v —2), »> 2.

DISTRIBUCION F

4.141.

4.142.

Hallar el valor de:
(@) Fgs 15,125 (b) Figg 120,605 (€) Flo9,60,245 () Fo1.30.125 (€) Flos,9,20: (f) Fo1,838-

Verificar que la integral desde u = 0 hasta > de la funcién de densidad (45), pigina 117, es igual a 1.
[Sugerencia: Higase v = vyu/(v; + vou).]
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4.143. Demostrar el resultado (46), pagina 117.

4.144. Demostrar el Teorema 4-8, pagina 118. (Sugerencia: Haga la transformacién u = 1/v).

RELACIONES ENTRE LAS DISTRIBUCIONES CHI-CUADRADO, t Y F

4.145,

Demostrar el Teorema 4-10, pagina 118,

DISTRIBUCION NORMAL BIDIMENSIONAL

4.146.

4.147,

Suponer que X, Y tienen la funci6n de densidad conjunta f(x,y) = ke~ =’ +27+<¥> donde a, b, ¢, k son
constantes y b2 < gc. Verificar que estas constantes son las dadas en (49), pagina 118.

SiX Y con]untamente tlenen la distribucién bidimensional (49), demostrar que estén distribuidas marginal-
mente con varianzas al y az respectivamente.

PROBLEMAS DIVERSOS

4.148.

4.149.

4.150.

4.151.

4.152.

4.153.

4.154.

4.155.

4.156.

4.157.

4.158.

4.159.

4.160.

4.161.

Hallar el valor aproximado de
<3°°>(o 02)2(0.98)29 + <3g°>(o.02)3 (0.98)297

y dar una interpretacion de probabilidad.

Si X esta distribuida normalmente con media U y varianza 02, ;tiene X2 una distribucién chi-cuadrado con 1
grado de libertad? Véase Problema 4.36.
Generalizar el Problema 4.37 demostrando que si X;, ..., X, son variables aleatorias independientes distri-
buidas normalmente con media 0 y varianza 1, entonces E Xk tiene una distribucién chi-cuadrado con p
grados de libertad. =1
Si X;,...,X, son variables aleatorias independientes con distribucién chi-cuadradoy p,,...,p, grados de
libertad respectivamente, hallar la funcién de distribucién de X; + - -- + X,,.

n n! 1
Por evaluacidn de las series S 2 x' (n 1 (b) E x2 m—, , demostrar directamente los resulta-
dos del Problema 4.8, F=0 F ’

Hallar la funcién generatriz de momentos de la distribucién hipergeométrica.
Sean las variables independientes X,, k=1, ..., n, cada una con distribucién geométrica. Demostrar que

n
3 X, tiene distribuci6én de Pascal (véase pagina 118).
K=1

;Puede deducirse la ley de los grandes nimeros en forma débil del teorema del limite central? Justificar su
solucién,

Demostrar el teorema del limite central para el caso donde X,, X,, . .. son independientes pero no necesaria-
mente tienen una distribucién idéntica.

Completar la demostracién de la ecuacién (8) del Problema 4.60, pagina 144,
Demostrar el Teorema 4-5, pigina 116.
Demostrar que
24 fw it,o—s,ixidx = ¢-ow (@0, 00
T Jp L2 ha

Demostrar los resultados (20) y (23), pagina 114.

Demostrar que cuando ¥ —> <° la distribucién t de Student tiende a la distribucién normal tipificada.
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4.162, Estudiar qué le sucede a la varianza de la distribucién t si (@) » =1, (b)) » =2.

4.163. Estudiar qué le sucede a la media y varianza de la distribucién F para log casos (a) vs = 2, (b) v, = 4, (¢) v{+
Ira = 2

4.164, La probabilidad de que una molécula de un gas ideal tenga una velocidad entre v y v + dv estd dada por
cv2e— MV /2kT dy
donde % es la constante de Boltzmann y T es la temperatura Kelvin del gas. Determinar (a) la constante ¢, (b)

la velocidad media, (c) la velocidad m4s probable, (d) la velocidad efectiva (rms, es decir la rafz cuadrada de
la velocidad media al cuadrado). Comparar sus resultados con la entrada 5, pagina 119.
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Capitulo 5

Teoria de muestreo

POBLACION Y MUESTRAS. INFERENCIA ESTADISTICA

Con frecuencia en la prictica estamos interesados en extraer conclusiones validas respecto a un
grupo grande de individuos u objetos. En cambio de examinar un grupo entero, llamado la pobla-
cion, lo cual puede resultar dificil o imposible, puede llegarse a la idea de examinar solamente una
parte pequefia de esta poblacion, que se llama la muestra. Esto se hace con el proposito de inferir
ciertos hechos respecto de la poblacion de los resultados hallados en la muestra, un proceso conoci-
do como inferencia estadistica. El proceso de obtener muestras se llama muestreo.

EJEMPLO 5. 1. Deseariamos extraer conclusiones respecto a las estaturas (o pesos) de 12 000 estudiantes (la pobla-
cién ) examinando solamente 100 estudiantes (la muestra) seleccionados de esta poblacion.

EJEMPLO 5.2. Deseariamos extraer conclusiones respecto al porcentaje de tornillos defectuosos producidos en una
fabrica durante una semana de 6 dfas examinando 20 tornillos diariamente producidos en tiempos diferentes durante
el dia. En este caso los tornillos producidos durante la semana conforman la poblacién, en tanto que los 120
tornillos escogidos constituyen la muestra.

EJEMPLO 5.3. Deseariamos extraer conclusiones respecto a la honradez de una moneda determinada al lanzarla
repetidamente. La poblacion consiste en todos los lanzamientos posibles de la moneda. Se podria obtener una
muestra al examinar, por ejemplo, los primeros 60 lanzamientos de la moneda y notar los porcentajes de caras y
sellos.

EJEMPLO 5.4. Deseariamos extraer conclusiones respecto a los colores de 200 bolas (la poblacién) en una urna
seleccionando una muestra de 20 bolas de la urna, donde cada bola seleccionada se regresa luego de observar su
color,

Deben notarse varias cosas. Primero, la palabra poblacién no tiene necesariamente el mismo
significado como en el lenguaje comin, como en “la poblacion de determinada ciudad es de
180 000”. Segundo, la palabra poblacién se utiliza para denotar las observaciones o medidas y no
los individuos u objetos. Asi en el Ejemplo 5.1 podemos hablar de la poblacion de 12 000 estaturas
(o pesos) en tanto que en el Ejemplo 5.4 podemos hablar de la poblacion de todos los 200 colores
en la urna (algunos de los cuales pueden ser iguales). Tercero, la poblacion puede ser finita o
infinita, el nimero se llama el tamarno de la poblacién, comunmente denotado por N. En forma
semejante el nimero en la muestra se llama el tamarno de la muestra, denotada por n, generalmente
finito. En el Ejemplo 5.1, N = 12 000, n = 100 mientras que en el Ejemplo 5.3, N es infinito, n =
60.

MUESTREO CON-Y SIN REMPLAZAMIENTO

Si, extraemos un objeto de una urna, tenemos la alternativa de colocarlo o no en la urna antes de
una segunda extraccion. En el primer caso un objeto determinado puede seleccionarse una y otra
vez, mientrgs que en el segundo caso solamente puede seleccionarse una vez. El muestreo donde
cada miembro de una poblacion puede seleccionarse mas de una vez se llama muestreo con rempla-
zamiento, mientras que si cada miembro no puede seleccionarse mas de una vez se llama muestireo
sin remplazamiento.

155
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Una poblacion finita muestreada con remplazamiento puede tedricamente considerarse infinita
ya que pueden extraerse muestras de cualquier tamafio sin agotar la poblacién. Para la mayoria de
propositos practicos el muestreo de una poblacion finita que es muy grande puede considerarse
como muestreo de una poblacion infinita.

MUESTRAS ALEATORIAS. NUMEROS ALEATORIOS

Logicamente, la confiabilidad de las conclusiones extraidas concernientes a una poblacion de-
penden de si la myestra se ha escogido apropiadamente de tal modo que represente la poblacién lo
suficientemente bien; uno de los problemas importantes de la inferencia estadistica es cémo escoger
una muestra.

Una forma de hacer esto para poblaciones finitas es asegurarse de que cada miembro de la
poblacion tenga igual oportunidad de encontrarse en la muestra, lo cual se conoce como muestra
aleatoria. El muestreo aleatorio puede efectuarse para poblaciones relativamente pequeiias extrayen-
do lotes o, en forma equivalente, utilizando una tabla de nimeros aleatorios (Apéndice I) especial-
mente construida para tales propdsitos. Véase Problema 5.43.

Debido a que la inferencia de la muestra a la poblacién no puede ser cierta debemos emplear el
lenguaje de probabilidad en cualquier proposicion de conclusiones.

PARAMETROS POBLACIONALES

Se considera que se conoce una poblacion cuando conocemos la distribucion de probabilidad
f(x) (funcion de probabilidad o funcién de densidad) de la variable aleatoria asociada X. Por
ejemplo, en el Ejemplo 5.1 si X es una variable aleatoria cuyos valores son las estaturas (o pesos) de
los 12 000 estudiantes entonces X tiene una distribucién de probabilidad f(x).

Si, por ejemplo, X esta normalmente distribuida decimos que la poblacion es’té normalmente
distribuida o que tenemos una poblacion normal. En forma semejante, si X esta blnomlalmepPe
distribuida, decimos que la poblacion esta binomialmente distribuida o que tenemos una poblacién
binomial.

Existiran ciertas cantidades que aparecen en f(x), como u y o en el caso de la distribucion
normal o p en el caso de la distribucion binomial. Otras cantidades tales como la mediana, momen-
tos, sesgo, etc., pueden determinarse en términos de estos. Todas estas cantidades se conocen como
pardmetros poblacionales. Cuando nos dan la poblacion, de modo que conocemos f(x), entonces los
parametros poblacionales también son conocidos.

Un problema importante surge en el caso de que la distribucion de probabilidad f(x) de la
poblacion no se conozca precisamente, aunque podemos tener idea del, o al menos poder formular
alguna hipotesis relativa al, comportamiento general de f(x). Asi por ejemplo podemos tener alguna
razon para suponer que una poblacion determinada estd distribuida normalmente. En tal caso no
sabriamos uno o ambos de los valores i y ¢ y asi deseariamos estimarlos.

ESTADISTICOS MUESTRALES

Podemos tomar muestras aleatorias de la poblacion y entonces emplearlas para obtener valores
que sirven para estimar los parametros poblacionales.

Como ejemplo ilustrativo, consideremos el Ejemplo 5.1 donde X es una variable aleatoria cuyos
valores son las diferentes estaturas. Para obtener una muestra de tamafio 100 debemos primero
escoger un individuo aleatoriamente de la poblacion. Este individuo puede tener cualquier valor, por
ejemplo x,, de las diferentes estaturas posibles y llamamos x, el valor de la variable aleatoria X 5
donde el subindice 1 se emplea ya que corresponde al primer individuo seleccionado. De la misma
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marniera escogemos el segundo individuo para la muestra, que puede tener cualquiera de los valores
x, de las estaturas posibles, y x, puede tomarse como el valor de una variable aleatoria X,.
Podemos continuar este proceso hasta X, puesto que el tamafio de la muestra es 100. Por
simplicidad supongamos que el muestreo es con remplazamiento de modo que el mismo individuo
podria conceptualmente escogerse mas de una vez, En este caso, ya que el tamano de la muestra es
mucho mds pequefio que el tamario de la poblacion, el muestreo sin remplazamiento daria realmen-
te los mismos resultados que el muestreo con remplazamiento.

En el caso general una muestra de tamano n se describiria por los valores %y, x,, ..., x, de las
variables aleatorias X,, X,, . . ., X,. En el caso de muestreo con remplazamiento X;, X,, ..., X,
serian variables aleatorias independientes distribuidas idénticamente con distribucion de probabili-
dad f(x). Entonces su distribucion conjunta seria

P(Xi=a1, Xo=1, ..., Xa=m2) = f(@1)f(2)- - - (n) (1)

Cualquier cantidad obtenida de una muestra con el proposito de estimar un parametro poblacio-
nal se llama estadisticos muestrales o brevemente estadisticos. Matematicamente, un estadi-tico
muestral para una muestra de tamano n puede definirse como funcion de las variables aleatorias X, ,
X,,...,X,,esdecir g(X;, ..., X,). La funcién g{X,, . . ., X,,) es otra variable aleatoria, cuyos
valores pueden representarse porg(x,, ..., x,). La palabra estadistico se emplea frecuentemente
para la variable aleatoria o para sus valores, el sentido determinado se deduce logicamente del
contexto.

En general, correspondiente a cada parametro poblacional habra un estadistico a calcularse de la
muestra. Cominmente el método para obtener un estadistico de la muestra es semejante al de
obtener el parametro de una poblacion finita, ya que una muestra consiste de un conjunto finito de
valores. Sin embargo, como veremos esto no siempre produce el ‘“‘mejor estimador’” y uno de los
problemas importantes de la teoria de muestreo es decidir como formar el estadistico muestral
apropiado que mejor estime un pardmetro poblacional dado. Tales problemas se consideran en
capitulos posteriores.

Donde sea posible trataremos de utilizar letras griegas, tales como u, o, etc., para valores de
parametros poblacionales y letras romanas m, s, etc., para valores del correspondlente estadistic6
muestral.

DISTRIBUCION MUESTRAL

Como hemos visto, un estadistico muestral que se computa de X,, . .., X, es funcion de estas
variables aleatorias i' es por tanto una variable aleatoria. La distribucion de un estadistico muestral
se llama la distribucion muestral del estadistico.

De otra forma podemos considerar todas las muestras posibles de tamafno n que pueden extraer-
se de la poblacion, y para cada muestra computar el estadistico. De esta manera obtenemos la
distribucion del estadistico, que es su distribucion muestral.

Para una distribucion muestral podemos légicamente computar la media, varianza, desviacion
tipica, momentos, etc. Algunas veces se llama a la desviacion tipica, error tipico.

MEDIA MUESTRAL

Denotense por X,, X,, ..., X, las variables aleatorias para una muestra de tamafio n como se
describe anteriormente. Entonces la media de la muestra o media muestral es una variable aleatoria
definida por

1 R o e
R (2)

H

en analogia con (3), pagina 76. Si x,, x,,...,x, denotan los valores obtenidos en una muestra
especifica de tamano n entonces la media para esa muestra se denota por
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- .l‘+xz+~"+l'u
g = = n (3)

EJEMPLO 5.5. Si una muestra de tamaio 5 resulta en los valores muestrales 7, 9, 1, 6, 2 entonces la media muestral
es
7ar® 4l =F @ ar Y
5

= 5

DISTRIBUCION MUESTRAL DE MEDIAS

Sea f(x) la distribucion de probabilidad de alguna poblacién dada de la cual extraemos una
muestra de tamano n. Entonces es natural buscar la distribucién de probabilidad del estadistico
muestral X, que se llama la distribucion muestral para la media de la muestra o la distribucion
muestral de medias. Los teoremas siguientes son importantes en este sentido.

Teorema 5-1: La media de la distribucién muestral de medias, denotada por 1%, esta dada por
EX) = pg = & (4)
donde u es la media de la poblacion.

El Teorema 5-1 establece que el valor esperado de la media muestral es la media de la poblacién.

Teorema 5-2: Si una poblacion es infinita o si el muestreo es con remplazamiento, entonces la
varianza de la distribuciéon muestral de medias, denotada por o3, esta dada por
S o’

E((X=p)] = o = — (5)

donde 02 es la varianza de la poblacién.

Teorema 5-3: Si la poblacién es de tamafio N, si el muestreo es sin remplazamiento, y si el tamano
de la muestra es n = N, entonces (5) se remplaza por

2/N —n
P el
i) n<N—1> ©

en tanto que p; alin se da por (4).

Notese que (6) se reduce a (5) cuando N — oo,

Teorema 5-4: Si la poblacion de la cual se toman muestras esta distribuida normalmente con media
u y varianza ¢? entonces la media muestral esta normalmente distribuida con media
U y varianza ¢%/n.

Teorema 5-5: Si la poblacion de la cual se toman las muestras tiene una distribucién de probabili-
dad con media u y varianza 02 que no necesariamente tiene una distribuciéon normal.
Entonces la variable tipificada asociada con X, dada por

A= ")

ol\/n

es normal asintoticamente, esto es

1 z 2
imP(Z<z2) = —— f e dy (8)
n= 1 /271, = &

El Teorema 5-5 es una consecuencia del teorema del limite central, pagina 112. Se supone aqui
que la poblacion es infinita o que el muestreo es con remplazamiento. De otra forma lo anterior es
correcto si remplazamos o/\/% en (7) por o3 como se da en (6).
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DISTRIBUCION MUESTRAL DE PROPORCIONES

Si ura poblacion es infinita y distribuida binomialmente, si p y ¢ = 1 — p son las probabilidades
respectivas de que un miembro dado exhiba o no exhiba una propiedad determinada. Por ejemplo,
la poblaciéon puede ser los posibles lanzamientos de una moneda honrada, en el que la probabilidad
del suceso “‘cara” esp = 1/2.

Considere las posibles muestras de tamafio n extraidas de esta poblacion y para cada muestra
determinar el estadistico que es la proporcion P de éxitos. En el caso de la moneda P seria la
proporcion de caras que resulten en n lanzamientos. Entonces obtenemos una distribucién muestral
de proporciones cuya media u, y desviacion tipica op estan dadas por

b = D \[_ ) 9)

que pueden obtenerse de (4) y (5) al colocar w=p, o= VD

Para grandes valores de n(n = 30) la distribucién muestral estd muy proxima a una distribucion
normal, como se ve del Teorema 5-5.

Para poblaciones finitas en las que el muestreo es sin remplazamiento, la segunda ecuacion en
(9) se remplaza por o; como se da por (6) con ¢ = \/pq.

Notese que las ecuaciones (9) se obtienen mucho mas facilmente al dividir por n la media y la
desviacion tipica (np y /npq ) de la distribucion binomial.

DISTRIBUCION MUESTRAL DE DIFERENCIAS Y SUMAS

Se nos dan dos poblaciones. Por cada muestra de tamafio n, extraida de la primera poblacion
computemos un estadistico S,. Esto resulta en una distribucién muestral para S, cuya media y
desviacion tipica denotamos por ps, ¥ og, respectivamente. En forma semejante por cada muestra de
tamafio n, extraida de la segunda poblac1on computamos un estadistico S, cuya media y desviacion
tipica son ps, Y og, respectivamente.

Tomando las posibles combinaciones de estas muestras de las dos poblaciones podemos obtener
una distribucién de las diferencias, S; — S,, que se llama la distribucién muestral de la diferencia de
estadisticos. La media y la desviacion tipica de esta distribucion muestral denotada respectivamente
POr ii5 _ ¥V o5 _g,, estan dadas por

: . — /2 T2
Mg —s, = M5, = Mg, 05,-s, = Vs, T o5, (10)

1

dado que las muestras escogidas en ninguna forma dependan entre si, es decir las muestras son
independientes (en otras palabras, las variables aleatorias §; y S, son independientes).

Si por ejemplo S, y S, son las medias muestrales de dos poblaciones, denotadas por X,, X,
respectivamente, entonces la distribucion muestral de la diferencia de las medias esta dada para
poblaciones infinitas con media y desviacion tipica u;, 0, y u,, 0, respectivamente por

[ &
— T — = L — . = fo2 i - et G Wt
AL“XI_')_(Z . lu“)'{l IJ‘X2 My Moy le c"xz V [ril +0)'(2 | N1 U N2 (11)

utilizando (4) y (5). Este resultado también es valido para poblaciones finitas si el muestreo es con
remplazamiento. La variable tipificada

£ XY
74 ( 1 Xg) (.U“] .u'z) (12)

T, 7

+_.

N1 N2

en tal caso tiene casi una distribucion normal si n, y n, son grandes (n,, n, = 30). Resultados
semejantes pueden obtenerse para poblaciones finitas en las que el muestreo es sin remplazamiento
empleando (4) y (6).
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Resuitados correspondientes pueden obtenerse para distribuciones muestraies de diferencias de
proporciones de dos poblaciones distribuidas binomialmente con parametros p,, q, y p,, q, respec-
tivamente. En este caso S; y S, corresponden a las proporciones de éxitos P, y P, y las ecuaciones
(11) resultan

2 [ P1q1 | P2q
Bp—p, = Kp, T Hpy T b, — P, P =Py T Gg’l+0}2)2 I ?'ll_|+ :;22 L)

En cambic de fomar diferencias de estadisticos algunas veces estamos interesados en la suma de
estadisticos. En tal caso ia distribucién muestral de la suma de estadisticos S; y S, tiene mediay
desviacion tipica dada por

— o3 2 3
Fsi+s, = Ms, + Ms, s, +s8, — 9s, + 9, (14)

supnaniende que las muestras son independientes, Se pueden obtener resultados semejantes a (11).

VARIANZA MUESTRAL

Si X,, X,,..., X, denocta las variables aleatorias para una muestra de tamario n, entonces la
vaniable aleatoria que da la varianza de la muestra o la varianza muestral se define de acuerdo con
(14), pagina 78, por

o o Ko X (X&) (X R (15)

Entonces en el Teorema 5-1 hallamos que E(X) = 4 y seria increible si también pudiéramos tener
E(S*) = o?. Siempre que el valor esperado de urn estadistico sea igual al parametro poblacional
correspondiente llamamos al estadistico un estimador insesgado, y el valor una estima insesgada, de
este parametro. Sin embargo, resulta ser que (véase Problema 5.20)

n—1

E(SZ) = Mg = P a? (16)

que estd muy préximo a o? solamente para grandes valores de n (n = 30). El estimador insesgado
esta definido por '

§2 = n §2 - (Xx—X)2+(X2~X)2+ e+ (X X2
- e n—1
de modo que E(§2) — (18)

(17)

Debido a esto, algunos estadistas escogen para definir la varianza muestral por S? en cambio de S? y
sencillamente remplazan n por n —1 en el denominador de (15). Sin embargo, continuaremos
definiendo la varianza muestral por (15), puesto que al hacerlo asi muchos resultados posteriores se
simplifican,

EJEMPLO 5.6. Refiriéndose al Ejemplo 5.5, pigina 157, la varianza muestral tiene el valor

2 = 4 =612 +1(T—6) + |5—;6‘|3-— (8 — 612 + (6 — 6)2 ~ 3

B

en tanto que la estima insesgada est4 dada por

22 5 n ((4— 62+ (T—6)2+ (5— 612 + (8 = ﬁl'l_ﬂr'l_ﬁ—_l;;i}f‘__.-
- 4

= —s2 = 25

Los resultados anteriores son validos si el muestreo es de una poblacioén infinita o con remplaza-
miento para una poblacion finita. Si el muestreo es sin remplazamiento de una poblacion finita de
tamano N, entonces la media de la distribucion muestral de varianzas esta dada por

B = we = (gog)(tat)” | (19)

Cuando N ~ = ésta se reduce a (16).
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DISTRIBUCION MUESTRAL DE VARIANZAS

Tomando todas las posibles muestras aleatorias de tamafio n extraidas de una poblacion y
computando la varianza para cada muestra podemos obtener la distribucion muestral de varianzas.
En cambio de hallar la distribucién muestral de S? 6 S? es conveniente hallar la distribucion
muestral de la variable aleatoria relacionada

nS: (n—1)82 X=X+ (Xe— X2+ -+ + (Xu— X
- = . - —= = (20)

(o8 a o

La distribucion de esta variable aleatoria se describe en el teorema siguiente.

Teorema 5-6: Si se toman muestras aleatorias de tamafio n de una poblacion que tiene una distribu-
cibn normal entonces la variable de muestreo (20) tiene una distribucion chi-cuadrado
conn — 1 grados de libertad.

Debido al Teorema 5-6 la variable en (20) se denota con frecuencia por x*. Para una demostra-
cion de este teorema véase Problema 5.22.

CASO DONDE LA VARIANZA POBLACIONAL SE DESCONOCE

En los Teoremas 5-4 y 5-5 hallamos que la variable tipificada
2y
o/\/n

estd normaimente distribuida si la poblacion de donde se tomaron las muestras de tamafo n esta

normalmente distribuida, en tanto que es normal asintéticamente si la poblacién no es normal dado
que n - 30, En (21) hemos supuesto logicamente que se conoce la varianza poblacional 2.

(21)

Es natural preguntar qué sucederia si no conocemos la varianza poblacional. Una posibilidad es
estimar la varianza poblacional utilizando una o mas varianzas muestrales y luego colocar la corres-
pondiente_desviacion tipica en (21). Una mejor idea es remplazar la 0 en (21) por la variable
aleatoria S dando la desviacion tipica muestral e investigar la distribucion del estadistico correspon-
diente que designamos por ) -

e B A (22)
Sh/n SiVn—1

Podemos entonces demostrar utilizando el Teorema 4-6, pagina 117, que T tiene una distribucion ¢
de Student con n — 1 grados ‘de libertad. Establecemos esto en el teorema siguiente, que se
demuestra en el Problema 5.24.

Teorema 5-7: Si se toman muestras aleatorias de tamafio n de una poblacion normalmente distri-
buida entonces el estadistico (22) tiene una distribucion t de Student con n — 1
grados de libertad.

Se encuentra que el Teorema 5-7 es valido aun cuando las muestras se tomen de poblaciones que no
son normales pero que tengan distribuciones en forma de campana como la distribuciéon normal.

Puesto que no tenemos que conocer la varianza poblacional con frecuencia nos referimos al
anterior tipo de muestreo como la teoria de pequerias muestras o teoria de muestreo exacto.

DISTRIBUCION MUESTRAL DE RELACIONES DE VARIANZAS

En la pagina 159 indicamos como pueden obtenerse distribuciones muestrales de diferencias, en
particular diferencias de medias. Utilizando la misma idea podriamos llegar a la distribucion mues-
tral de diferencias de varianzas, S; — S:. Sin embargo, resulta que esta distribucién muestral es mas
bien complicada. En cambio, podemos considerar el estadistico Si/Sz, ya que una relacion grande o
pequefia indicaria una gran diferencia mientras que una relacion proxima a 1 indicaria una pequefia
diferencia.
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Teorema 5-8: Si se extraen dos muestras aleatorias independientes de tamafiom y n respectivamen-
te de dos poblaciones normales con varianzas o}, oF respectivamente. Entonces si las

o . , 2 s g .
varianzas de las muestras aleatorias estan dadas por S, S: respectivamente, el estadis-

tico , .y
o STy F S 23
’?Sj/(n ‘71)0'3 g%/(r% i )

tiene la distribucion F con m — 1, n — 1 grados de libertad.

El teorema también puede aplicarse en el caso de que las distribuciones de poblacion no sean
normales pero tengan forma de campana.

OTROS ESTADISTICOS

Muchos otros estadisticos ademas de la media y la varianza o desviacion tipica pueden definirse
para muestras. Por ejemplo la mediana, la moda, los momentos, el sesgo, la curtosis, etc. Sus

Tabla 5-1

ERRORES TIPICOS PARA ALGUNAS DISTRIBUCIONES MUESTRALES
T
Distribucion muestral | Error tipico Notas especiales

Se cumple para muestras grandes o peque-
| nas donde la poblacién es infinita o el mues-
| treo es con remplazamiento. La distribucién
| muestral de medias se 4justa mucho a una

oy = normal (normal asintéticamente) para n =

Medias
‘ Vn 30 incluso para poblaciones no normales.
‘ | #v = 1, la media poblacional

| en todos los casos.

Las notas anteriores para medias son
igualmente aplicables aqui.
wp — p en todos los casos

Proporciones op —

Para n = 30 la distribuciéon muestral de la
P T mediana es muy préxima a una normal, Los
V 2n resultados dados son vilidos solamente si la
| poblaciéon es normal o aproximadamente

normal.

Medianas

Hned 1

>

Para n = 100 la distribucién muestral de

| S es muy proxima a una normal,

| 0Og esta dada por (I) solamente cuando la

(1) oy - —100 poblacién es normal (o aproximadamente
25 normal). Si la poblacion no es normal, puede

Desviaciones tipicas utilizarse (2).

WY M= *"_‘__i ' Noétese que (2) se reduce a (1) cuando p4
2 R

412 = 307, lo que se cumple para poblaciones
normales.

Paran ~ 100, ug = 0 con gran aproxima-
cion.

Las notas para desviaciones tipicas son
igualmente aplicables aqui. Notese que (2) se
convierte en (1) en caso de que la poblacién

]
Varianzas ‘ | sea normal.
|

]

ul

fiy — ot it (n—1w*/n

s? =T
\' i | que es casi igual a 0> para valores de » (n = B‘H)J
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definiciones son analogas a esas dadas para poblaciones en el Capitulo 3. Distribuciones muestrales
para estos estadisticos, o al menos sus medias y desviaciones tipicas (errores tipicos), puecen
encontrarse con frecuencia. Algunos de estos, conjuntamente con los dados, se muestran en la tabla
anterior.

DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIA

Si una muestra (o una poblacion) es grande, es dificil observar las diferentes caracteristicas o
computar estadisticos tales como la media, desviacion tipica, etc. Por esta razon es Gtil organizar o
agrupar los datos. Como ilustracion suponga que una muestra consiste de las estaturas de 100
estudiantes de la universidad XYZ. Ordenamos los datos en clases o categorias y determinamos el
namero de individuos que pertenecen a cada clase, denominada la frecuencia de clase. La ordena-
cion resultante, Tabla 5-2, se conoce como distribucion de frecuencia o tabla de frecuencia.

Tabla 5-2

)
ESTATURAS DE 100 ESTUDIANTES § [ e
DE LA UNIVERSIDAD XYZ2 g b
[ . \
Estatura | Nuamero de E;, 50 A
(pulgadas) l estudiantes ) N\
| g , \
GO 62 : 3 g 20+ L b
i 3
H--065 18 32
2R o\
miigE 12 < / 2z
i—gnk e 27 ::- 15 Bl
T T T T
~_ = | ? Z 1] 61 A4 67 70 73 76
= Estatura (pulgadas)
TOTAL r 1010) = S
Fig. 3-1

La primera clase o categoria, por ejemplo, consiste de estaturas desde 60 hasta 62 pulgadas,
indicadas por 60—62, lo que se llama un intervalo de clase. Puesto que 5 estudiantes tienen estaturas
correspondientes a esta clase la correspondiente frecuencia de clase es 5. Ya que una estatura
registrada como 60 pulgadas realmente esta entre 59.5 y 60.5 pulgadas mientras que una registrada
como 62 pulgadas realmente esta entre 61.5 y 62.5 pulgadas, podriamos haber registrado el interva-
lo de clase como 59.5—62.5. El siguiente intervalo de clase seria entonces 62.5—65.5, etc. En el
intervalo de clase 53.5—62.5 los nimeros 59.5 y 62.5 se conocen como limites reales de cluse. El
ancho del intervalo de clase j-ésimo, denotado por ¢;, que cominmente es el mismo para todas las
clases (en cuyo caso se denota por c), es la diferencia entre el limite real superior e inferior. En este
caso ¢ = 62.5—59.5 = 3.

El punto medio del intervalo de clase, que puede tomarse como representativo de la clase, se

llama marca de clase. En la tabla anterior la marca de clase correspondiente al intervalo de clase
60—62 es 61.

Una representacion grafica para la distribucion de frecuencia puede suministrarse por un histo-
grama, como se muestra sombreado en la Fig. 5-1, o por un poligono de frecuencias uniendo los
puntos medios de los techos del histograma. Es interesante observar que la grafica parece indicar que
la muestra se extrajo de una poblacion de alturas normalmente distribuida.

DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIA RELATIVA Y OJIVAS

Si en la Tabla 5-2 registramos la frecuencia relativa o porcentual en cambio del namero de
estudiantes en cada clase, el resultado seria una distribucion de frecuencia relativa o porcentual. Por
ejernplo, la frecuencia relativa o porcentual correspondiente a la clase 63—56 es 18/100 6 187 . El
histograma correspondiente es entonces semejante al de la Fig. 5-1 excepto que el eje vertical es
frecuencia relativa en cambio de frecuencia. La suma de las areas es 1 ¢ 100",
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Podemos considerar una distribuciéon de frecuencia relativa como una distribuciéon de probabili-
dad en la que las probabilidades se remplazan por frecuencias relativas. Ya que las frecuencias
relativas pueden considerarse como probabilidades empiricas (véase pagina 6), podemos considerar a
las distribuciones de frecuencia :elativa como distribuciones de probabilidad empiTica.

En el Capitulo 2 vimos que podiamos asociar con cada distribucion de probabilidad f(x) una
funcion de distribucioén definida por F(x) = P(X = x) y también podiamos representar graficamente
esta funcion. Por analogia podemos asociar con cualquier distribucion de frecuencia una distribu-
cion de frecuencia acumulada o distribucion de frecuencia relativa acumulada, cuyas representacio-
nes graficas asociadas se conocen como ojivas u ojivas porcentuales respectivamente. Véase Proble-
ma 5.3u.

COMPUTO DE LA MEDJA, VARTANZA Y MOMENTOS PARA DATOS AGRUPADOS

Podemos representar una distribucion de frecuencia como en la Tabla 5-3 dando cada marca de
clase y la correspondiente frecuencia de clase. La frecuencia total es n, es decir

Rt A O S S A

o

Tabla 5-3
Marca de clase l Frecuencia de clase
ry | I
| o
U fi
TOTAL n
Puesto que hay f, nimeros iguales a x,, f, numeros iguales a x,, . . ., f, nameros iguales a Xg, la
media estda dada por
g oo Dt hrt - tfin 3 2
o n oo (24)
Analogamente la varianza esta dada por
oo Y2 L 3 o )2 . )s A2
ol L Filey — &)+ fol2a — @) 4 - - - + fila — & _ Sflx—ap (25)

n n
Notese la analogia de (24) y (25) con los resultados (2), pagina 76, y (13), pagina 78, si f;/n
corresponde a probabilidades empiricas.

En el caso cuando todos los intervalos de clase tienen igual tamano ¢ hay disponibles métodos
cortos para computar la media y la varianza. Se conocen como métodos claves y emplean la
transformacion de la marca de clase x a un entero correspondiente u dada por

= a+cu (26)

donde ¢ es una marca de clase escogida arbitrariamente que corresponde a u = 0. Las formulas
claves para la media y la varianza estan dadas por

) e :
& = a+zzfu = a + ¢i (27)

¢ = of %L‘<ﬁ>] = - i) (28)

n
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Formulas semejantes existen para momentos superiores. Asi los momentos r con respecto a la media
y al origen respectivamente estan dados por

TR ) A 20 ol i (ary = av)’ S flx—a)
o g fi(x l)_ fk(’li__ _)_ . 77]‘.(77) (29)
N n
L gelcle oo s T S far
m: = 11'11, ey + f“ a __f'l (30)
n n
Las dos clases de momentos estan relacionados por
i = 0
ms = mbs— mf
(31)
msy = mh— 3mims + 2mP
my = mi — dmimh + emFms — 3m’?
etc. Si escribimos
S — iy i S fur
M M= =
entonces las relaciones (31) también son validas para las M. Pero
3 (e —a) 3 e+ cu) - (¢ + cn)]” 2 fer(w—u)
s 2flx—ay _ EfHe+ cu) (@t en)) _ 2rel )y _ oM.
n n n
de tal modo que obtenemos de (31) las formulas claves
my = 0
me = (M — MY
(32)

my = (Ms—3MIM5+2M7Y)
ma = cMMi— AM| M, + 6M1I*M5— 3MY
etc. Logicamente la segunda ecuacion de (32) es igual a la (28).

De una manera semejante otros estadisticos como el sesgo, la curtosis, etc. pueden hallarse
para muestras.

Problemas resueltos

DISTRIBUCION MUESTRAL DE MEDIAS

5.1. Una poblacion se compone de los cinco nimeros 2, 3, 6, 8, 11. Considerar todas las muestras
posibles de tamafio dos que puedan extraerse con remplazamiento de esta poblacion. Hallar
(¢) la media de la poblacion, (b) la desviacion tipica de la poblacion, (¢) la media de la distri-
bucion muestral de medias, (d) la desviacidn tipica de la distribucion muestral de medias, es
decir, el error tipico de medias.

_EAS VLR B0
((l) U 5 — 5 = (.0

(262 + (361« (6 -6+ 8- 6%+ (11 -6 _ 16+ 9+0+4+25 _

(b) P2 = 5 5

10.8
Y o = 3.29.
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{¢) Hay 5(5) = 25 muestras de tamaio dos que pueden extraerse con remplazamiento (puesto que cualquie-
ra de los cinco niimeros de la primera extraccién puede asociarse con cualquiera de los cinco nfimeros de
la segunda extraccién). Estas so 1

(2,2) (2,3) (2,6) 8) (2,11)
(3,2) (3,3) (3, G) 8) (3,11)
(6,2) (6,3) (6, 6) ( 8) (6,11)
(8,2) (8, 3) (8, 6) (8,8) (8,11)
(11,2) (11,3) (11,6) (11,8) (11,11)
Las correspondientes medias muestrales son
2.0 2.5 4.0 5.0 6.5
2.5 3.0 4.5 5.5 7.0
(1) 4.0 4.5 6.0 7.0 8.5
5.0 5.5 7.0 8.0 9.5
6.5 7.0 8.5 9.5 11.0
y la media de la distribucién muestral de medias es
suma de todas las medias muestrales de (1) 150
B 25 = 35 = 60

comprobandose que u5; ~ . Para una demostracién general véase Problema 5.6.

(d) La varianza o— de la distribucién muestral de medias se obtiene restando el valor de la media 6 de cada

nimero de (1) elevando al cuadrado cada diferencia, sumando los 25 ntimeros asi obtenidos y dividien-
do por 25. El resultado final es

o;—f{ = % = 5.40 de modo que o5 = V540 = 2.32

Esto pone de manifiesto el hecho de que para poblaciones finitas en las que se efectfia muestreo con
remplazamiento (o poblaciones infinitas), oz = o%/n, puesto que el segundo miembro es 10.8/2 = 5.40, de

acuerdo con el valor anterior. Para una demostramon general véase Problema 5.7.

Lo mismo que en el Problema 5.1 para el caso de muestreo sin remplazamiento.

(@) y (b) como en el Problema 5.1, 4 = 6 y 02 = 10.8, 0 = 3.29.

(c) Hay ;C, - 10 muestras de tamafo dos que pueden extraerse sin remplazamiento (esto significa que se
extraerd un nimero y después otro niimero diferente del primero) de la poblacidn, éstas son

(2,3), (2,6), (2,8), (2,11), (3;6), (3,8), (3,11), (6,8), (6,11), (8,11)
La seleccidn (2, 3), por ejemplo, se considera la misma que (3, 2).
Las correspondientes medias muestrales son
2.5, 4.0, 5.0, 6.5, 4.5, 55, 7.0, 7.0, 8.5, 9.5
y la media de la distribucién muestral de medias es

25440+ 50+ 65+ 45+ 55+ 7.0+ 7.0+ 85+ 95
el == 10— = 6.0

poniendo de manifiesto el hecho de que ux = u.

(d) La varianza de la distribucion muestral de medias es

(2.5 = 6.0)2 + (1.0 — 6.0)> + (5.0 — 6.0)2 + --- + (9.5 —6.0)2

N e 10 = 4.05
y ox = 2.01.
om - N — 10.8/5 — 2\
Esto pone de manifiesto que o% - a\N= , puesto que el segundo miembro es TS 4.05,

que es el valor obtenido anteriormente. Para una demostracion general de este resultado véase Problema
5.47.
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5.3.

5.4.

5.5.

Supdngase que las estaturas de 3000 estudiantes de una universidad se distribuyen normal-
mente con media 68.0 pulgadas y desviacion tipica 3.0 pulgadas. Si se toman 80 muestras de
25 estudiantes cada una, ;cual sera la media y-la desviacion tipica esperada de la distribucion
muestral de medias resultante si el muestreo se hizo (a) con remplazamiento, (b) sin rempla-
zamiento?

El nimero de muestras de tamafio 25 que tedricamente pueden obtenerse de un grupo de 3000 estudiantes
con y sin remplazamiento son (3000)25 y ,,,,Cys, que son muchas mis de 80. De aqui que con 80 no se
obtenga realmente una distribucién muestral de medias, sino solamente una distribucién muestral experimen-
tal. Sin embargo, puesto que el nimero de muestras es grande, habria mucha aproximacion entre las dos
distribuciones muestrales. Por ello, la media y desviacién tipica esperadas serin muy préximas a las de la
distribucién tedrica. Asi se tiene,

a X = = 68.0 pulgadas e = = = i_ = 0.6 pulgadas
(@) BX u pulg y X Ve VT pulg

ot

3
b o = = 68. = = v - <
() = F S Sl g vi VN —1 vas '\ 3000 — 1

que es ligeramente menor que 0.6 pulgadas y puede, por tanto, para todo propésito practico, considerarse la
misma que en el muestreo con remplazamiento.

Asi, pues, cabria esperar que la distribucidn muestral experimental de medias se distribuya aproximadamente
normal con media 68.0 pulgadas y desviacidn tipica 0.6 pulgadas.

(En cuantas muestras del Problema 5.3 cabria esperar una media (a) entre 66.8 y 68.3
pulgadas, (b) menor de 66.4 pulgadas?

i X—puzx X-—680
La media X de una muestra en unidades tipificadas viene dada por 7 = —

a0
(@) 66.8 en unidades tipificadas = (66.8 — 68.0)/0.6 = —2.0

68.3 en unidades tipificadas = (68.3 — 68.0)/0.6 = 0.5
Proporcidon de muestras con medias entre 66.8 y 68.3 pulg.

= (&rea bajo la curva normal entre z = —2.0 y z = 0.5) I

= (areaentrez = —2 yz = 0) i

+ (dreaentrez =0 y z = 0.5) |

=0.4772 + 0.1915 = 0.6687 2.0 0.5 )

Entonces el nimero de muestras esperado es (80)(0.6687) 6 53. Fig. 5-2

(b) 66.4 en unidades tipificadas = (66.4 — 68.0)/0.6 = —2.67
Proporcién de muestras con medias menores de 66.4 pulgadas
= (area a la izquierda de z = —2.67)

= (drea a la izquierda de z = 0)
— (4rea entre z = —2.67 y z = 0)

=0.5—0.4962 = 0.0038

—2.687

Entonces el nlimero de muestras esperado es = (80)(0.0038) =
0.304 o cero. Fig. 5-3

Quinientos cojinetes de bolas tienen un peso medio de 5.02 onzas y una desviacion tipica de
0.30 onzas. Hallar la probabilidad de que una muestra al azar de 100 cojinetes elegidos entre
este grupo tenga un peso total (a) comprendido entre 496 y 500 onzas, (b) de mas de 510
onzas. .

Para la distribucién muestral de medias xx = x = 5.02 onzas,

N—n _ 030 500 — 100 0.027

o
v VN -1 Vioo ¥ 500 —1

ox ==
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(a) El peso total se éncontrard entre 496 y 500 onzas si la media de los 100 cojinetes se encuentra entre 4.96
y 5.00 onzas.

4.96 en unidades tipificadas = (4.96 — 5.02)/0.027 = —2.22
5.00 en unidades tipificadas = (5.00 — 5.02)/0.027 = —0.74

Probabilidad pedida
= (drea entrez = —2,22 y z = —0.74)

= (drea entrez = —2.22 y z = 0)
— (4rea entre z = —0.74 y z = 0)

= 0.4868 — 0.2704 — 0.2164 Fig. 5-4

—0.74

]

(b) El peso total excedera de 510 onzas si el peso medio de los 100 cpjinetes sobrepasa las 5.10 onzas.
5.10 en unidades tipificadas = (5.10 — 5.02)/0.027 = 2.96
Probabilidad pedida
= (4rea a la derecha de z = 2.96)

= (4rea a la derecha de z = 0)
— (dreaentrez =0y z = 2.96)

= 0.5 —0.4985 = 0.0015

2.96
Asi, pues, solamente se dardn 3 casos cada 2000 de obtener una
muestra de 100 cojinetes con un peso total superior a 510 on- Fig. 5-5

zas,

5.6. Demostrar el Teorema 5-1, pagina 158.

Puesto que X;, Xj,..., X, son variables aleatorias que tienen la misma distribucién que la poblacién, la
cual tiene media U, tenemos
EX,) = u k=132 o

Entonces ya que la media muestral se define como

n

tenemos como se requiere
EX) =

2=

B+ -+ BX] = S = »

5.7. Demostrar el Teorema 5-2, pagina 158.

Tenemos

_ X X. X
X — _] + i + -+ j
n n n
Entonces puesto que X;, .. ., X, son independientes y tienen varianza 62, tenemos por los Teoremas 3-5 y
3-T:
= 2
Var (X) = —.I,Var(Xl) Foeee dF I—Z-Var(X”) = 71(%02> Z
n> n XL n

DISTRIBUCION MUESTRAL DE PROPORCIONES

5.8. Hallar la probabilidad de que en 120 lanzamientos de una moneda el nimero de caras (a) esté
comprendido entre el 40% y el 60%, (b) sea 5/8 o mas del numero de lanzamientos.

Se consideran los 120 lanzamientos de la moneda como una muestra de la poblacién infinita de todos los
posibles lanzamientos de la moneda. En esta poblacién la probabilidad de cara es p = 1/2 y la probabilidad de
selloesg=1—p =1/2.

(a) Se pide ia probabilidad de que el nimero de caras en los 120 lanzamientos se encuentre entre 40% de
120, 6 48, y 60% de 120, 6 72. Se procede como en el Capitulo 4, mediante la aproximacién normal a la
binomial. Puesto que el nimero de caras es una variable discreta, se pide la probabilidad de que el
niimero de caras se encuentre entre 47,5y 72.5.
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{4 = nimero de caras esperado = np = 120<%> = 60

A
v o = Vapg = 4 1202 )(L) = 548
2 )\ 2
47.5 en unidades tipificadas = 27280 = g
72.5 en unidades tipificadas = %ﬁ = 228
Probab .idad pedida
= (area bajo la curva normal
entre z = —2.28 y z = 2.28) —1 P
-2 2.28

= 2(4rea entrez =0y z = 2.28) ¥

= 2(0.4887) = 0.9774 Fig. 5-6

Otro método. v
S ST _ LlPe o (33 _
Lot (o =il 0.50 op = . e 0.0456
3 W 0.40 — 0.50
a7, = = =
409 en unidades tipificadas 0.0456 2.19
. e 0.60 — 0.50
(74 = —— =
607 en unidades tipificadas 0.0456 2.19

si la probabilidad pedida es el drea bajo la curva normal entre z = —2.19 y 2 = 2.19 = 2(0.4857) =
0.9714.

Aungque es: ¢ resultado tiene dos cifras significativas, no concuerda exactamente, puesto que no se ha utili-
zado el hecho de que la proporcién es realmente una variable discreta. Teniendo esto en cuenta se resta

1 1 1

A gt ) 1SR W L : : : -
2n ~ 2(120) de 0.40 y se suma 2n — 2(120) a 0.60. Asi pues, las proporciones pedidas en unidades tipi

ficadas son, puesto que 1/240 = 0.00417,

0.40 — 0.00417 — 0.50 _ 0.60 + 0.00417 — 0.50 _
0.0156 e y 0.0456 g

que concuerda con lo obtenido por el primer método.
Adviértase que (0.40 — 0.00417) y (0.60 + 0.00417) corresponden a las proporciones 47.5/120 y
72.5/120 del primer método.

(6) Empleando el segundo método de (a) se tiene, puesto que 5/8 = 0.6250, que

(0.6250 — 0,00417) en unidades tipificadas = %5250 — 006(31054617 =050 £ -5

Probabilidad pedida = (4rea bajo la curva normal a la derecha de z = 2.65)

= (4rea a la derecha de z = 0)
— (areaentrez =0y z = 2,65)

= 0.5—0.4960 = 0.0040

5.9. Cada persona de un grupo de 500 lanza una moneda 120 veces. ;En cuantos individuos cabe
esperar que (a) el nimero de caras se encuentre entre el 40% y el 60% de sus lanzamientos,
(b) 5/8 o mas de sus lanzamientos resulten cara?

Este problema esti estrechamente ligado al Problema 5.8. Aquf se consideran 500 muestras, de tamafio 120
cada una, de la poblacién infinita de todos los posibles lanzamientos de una moneda.

(2¢) En el apartado (e¢) del Problema 5.8 se ha obtenido que todas las posibles muestras de 120 lanzamientos
de una moneda, cabe esperar el encontrar un 97.74% de ellas con porcentaje de caras entre 40% y el
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60%. En 500 muestras se puede esperar 97.74% de 500, 5 489 muestras con esta propiedad. Se sigue que
en 489 individuos se esperaria que su ntimero de caras se encontrase entre el 40% y el 60%.

Es interesante advertir que en 500 — 489 = 11 individuos cabe esperar que su niimero de caras no se
encuentre entre el 40% y el 60% de los lanzamientos, Tales individuos pueden razonablemente sospechar
gue sus monedas no estan bien hechas aunque si lo estén. Este tipo de error es un riesgo que se presenta
siempre que se trata con probabilidades.

(b) Razonando como en (a), se concluye que en (500)(0.0040) = 2 personas se esperara que los 5/8 o mas
de sus lanzamientos sean caras.

5.10. Se ha encontrado que el 2% de las piezas producidas por cierta maquina son defectuosas.
¢(Cudl es la probabilidad de que en una partida de 400 piezas sean defectuosas (@) 3% o mas,
(b) 2% o menos?

el A e L / /002098) 014 = |

(a) Mediante la correccién para variables discretas, 1/2n = 1/800 = 0.00125, se tiene

(0.03 — 0.00125) en unidades tipificadas = 225 — 06083)?15 =002 _ 95

Probabilidad pedida = (area bajo la curva normal a la derecha de z = 1.26) = 0.1056

Si no se hubiese aplicado la correccidn se hubiese obtenido 0.0764.

Otro método.

(3% de 400) = 12 piezas defectuosas, En concepto continuo, 12 o mis significa 11.5 o mas.

4 = (2% de400) = 8 o = Vapg = V(400)(0.02)(0.98) =

Entonces 11.5 en unidades tipificadas = (11.5 — 8)/2.8 = 1.25 y como antes la probabilidad pedida es
0.1056.

(®) (0.02 + 0.00125) en unidades tipificadas = Y02 0608(1)275 —) 0 WIS

Probabilidad pedida = (area bajo la curva normal a la izquierda de z = 0.18)
= 0.5000 + 0.0714 =0.5714

Si no se hubiese aplicado la correccién, se hubiese obtenido 0.5000. También puede utilizarse el segundo
método del apartado (a).

5.11. Los resultados de una eleccion demostraron que un cierto candidato obtuvo el 46% de los
votos. Determinar la probabilidad de que de (¢) 200, (b) 1000 individuos elegidos al azarde
| entre la poblacion votante se hubiese obtenido una mayoria de votos para dicho candidato.

0.46:0.54 ’
(a) gp = p = 046 y op = \/ ‘\/ ]”” = (.0352

Puesto que 1/2n = 1/400 = 0.0025, una mayoria se obtendria en la muestra si la proporcion en favor del
candidato fuese 0.50 + 0.0025 = 0.5025 o mds. (Esta proporcién puede también obtenerse dindose
cuenta que 101 o mas indica mayoria, pero ésta, como variable continua, seria 100.5 y as{ la proporcién
seria 100.5/200 = 0.5025.)

Entonces, 0.5025 en unidades tipificadas = (0.6025 — 0.46)/0.0352 = 1,21
Probabilidad pedida = (4rea bajo la curva normal a la derecha de z = 1.21)
= 0.5000 — 0.3869
0.1131

I
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(b)  up=p =046, op =Vpg/n = 1/0.46(0.54)/1000 = 0.0158, y

. e _ 0.5025 — 0.46 _
0.5025 en unidades tipificadas = 0.0158 = 2.69

Probabilidad pedida = (4rea bajo la curva normal a la derecha de z = 2.69)
= 0.56000 — 0.4964 = 0.0036

DISTRIBUCIONES MUESTRALES DE DIFERENCIAS Y SUMAS

5.12. Sea U, la variable de los elementos de la poblaciéon 3, 7, 8 y U, la variable de los elementos
de la poblacion 2, 4. Calcular (a) ryy (0) wy,s (€) wy, gy @) oy, (€) oy, () oy _y,

(a) ry, = media de la poblacién U; = %(3 +7+8) = 6

(b) by, = media de la poblacion U, = %(2+4) =3

(¢) La poblacién consistente en las diferencias de cualquier término de U, y cualquiera de U, es

3—2 7—2 8 -2 . 1 5 G
3-4 7-4 8-—4 2 U
, R 404k (=1) 4-3. 4 4
Entonces by,-u, = mediade (U, — U2) = ] > ﬂ. ) =5

esto concuerda con el resultado general Hu,—u, = Hy, T By, sacado de (a) y (b).

(B—6)2+ (T—62+ (8-6)2 _ 14

2 = 1 10 = - —_— = —
(d) o7 varianza de la poblacién U, 3 3
& _ j14
o UU, = —3—
. . — 3)2 — 3)2
(e) o2 = varianza de la poblacién U, = 2=4) 42'_04_ Sk 1
2
6 oy, = 1
f) ng—Uz = varianza de la poblacién (U, — U,)
_ (1=82+(5-32+ (632 + (-1-82+ 332+ (4-32 _ 17
- 6 3
2 _ 7
6 oy _y, =1l -

Esto concuerda con el resultado general para muestras independientes y—v, = Vv al271 + o%’ , sacado de
(d) y (e). La demostracion del resultado general se deduce del Teorema 3-7, pigina 79. B

5.13. Las bombillas eléctricas de un fabricante A tienen una duracién media de 1400 horas con
una desviacion tipica de 200 horas, mientras que las de otro fabricante B tienen una duracién
media de 1200 horas con una desviacion tipica de 100 horas. Si se toman muestras sl azar de
125 bombillas de cada fabricante, ;cual es la probabilidad de que las bombillas de A tengan
%r;a duracion media que sea al menos (a) 160 horas, (b) 250 horas més que las bombillas de
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5.15.
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Dendtense por X . v Xp las duraciones medias de las muestras A y B, respectivamente. Entonces

s ol e iR — 1400 — 1200 = 200 horas

2 2
_ JJeh e _ a0z oo _
2 “%,-% = Nn, "ng _ \/125 T R

La variable tipificada para la diferencia de media es
(Xa—Xp) — (“5‘.1 X! (X4 —Xp) — 200

z = el e
oy 20

y se acerca mucho a una distribucién normal.

(a) La diferencia de 160 horas en unidades tipificadas es = (160 — 200)/20 = —2.
Probabilidad pedida = (&rea bajo la curva normal a la derecha de z = —2)
= 0.5000 + 0.4772 = 0.9772
(b) La diferencia de 250 horas en unidades tipificadas es = (250 — 200)/20 = 2.50.

Probabilidad pedida = (area bajo la curva normal a la derecha de z = 2.50)
= 0.5000 — 0.4938 = 0.0062

Los cojinetes de bolas de una determinada casa pesan 0.50 onzas con una desviacion tipica de

0.02 onzas. ;Cual es la probabilidad de que dos lotes de 1000 cojinetes cada uno difieran en
un peso superior a 2 onzas?

Denotense por X’l y X'2 los pesos medios de los cojinetes en los dos lotes. Entonces

,uxl_)'(z = }L)'(l“/.l)'(.z = 0.50 — 0.50 = 0

=

I e \j(o.02)2+(0.02)2

T -1 i = 0, 9
Xy =%, ny | mg 1000 1000 i
(X, — Xz) =0 L Ao
La variable tipificada para la diferencia de medias es Z = ~0000805 € distribuye muy préoxima a una nor-

mal.
Una diferencia de 2 onzas en los lotes es equivalente a una diferencia de 2/1000 = 0.002 onzas en las medias.
Esto puede ocurrir si X; — X, = 0.002 6 X, —X, = —0.002, es decir

0.002 — 0
0.000895

I

g < < —0002-0 _
= 223 6 Z 2 —iooees = 228

Entonces

P(Zz=223 6 Z=-223) = P(Z=223)+ P(Z=-223) = 2(0.5000 — 0.4871) = 0.0258

A y B juegan a “cara y sello”, lanzando cada uno 50 monedas. A ganara el juego si consigue 5
0 mas caras que B, de otro modo gana B. Determinar la proporcion contra A de que gane un
juego determinado.

Denétese por P, y Pgp la proporcién de caras obtenidas por A y B. Si se supone que las monedas estén bien
hechas, la probabilidad de cara es p = 1/2. Entonces,

Bra-pg = PPy~ Hpp T 4

et 2((d)
- TR R 2220 — 0910
! %Py~ Pg vﬂ"_!. Py \}?IA " np \/ 50

La variable tipificada para la diferencia de las proporciones es Z = (P, — P — 0)/0.10.

En una distribucién continua, 5 o mais seria 4.5 o mas, de modo que la diferencia de proporciones seria
4.5/50 = 0.09 o mas, es decir, Z mayor o igual a (0.09 —0)/0.10 = 0.9 (¢ Z = 0.9). La probabilidad de esto
es el drea bajo la curva normal a la derecha de Z = 0.9 que es 0.5000 — 0.3159 = 0.1841.

Asi, pues, la proporcién contra A es (1 — 0.1841); 0.1841 = 0.8159: 0.1841 6 4.43a 1.
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5.16. Dos distancias se miden obteniéndose 27.3 pulgadas y 15.6 pulgadas, con desviaciones tipicas

5.17.

(errores tipicos) de 0.16 pulgadas y 0.08 pulgadas, respectivamente. Determinar la media y la
desviacion tipica de (a) la suma, (b) la diferencia de las distancias.

Si las distancias se denotan por D, y D5, se tiene

(a) . ) BDy 4 Dy = Bp, = bp, = 27.3 + 15.6 = 42.9 pulgadas
Opy+n, = Vi +oi = V(0.16)2 + (0.08)2 = 0.18 pulgadas

(b) fp,~p, = FD, = tp, = 27.3 — 15.6 = 11.7 pulgadas

1 we 3
TS e RN AY Y ) D,

il

V(0.16)2 + (0.08)2 = 0.18 pulgadas

Un cierto tipo de bombilla eléctrica tiene una duracién media de 1500 horas y una desvia-
cion tipica de 150 horas. Se cofiectan tres bombillas de forma que cuando una se funde, otra
sigue alumbrando. Suponiendo que las duraciones se distribuyen normalmente, ;cual es la
probabilidad de que se tenga luz (a) al menos 5000 horas, (b) como mucho 4200 horas?

Sean las duraciones L, L, y L3. Entonces

Bliv gLy — i, g, Vg, 1500 + 1500 + 1500 = 4500 horas
O ren, = Vit i top = V/3(150)2 = 260 horas

(a) 5000 horas en unidades tipificadas = (5000 — 4500)/260 = 1.92.
Probabilidad pedida = (irea bajo la curva normal a la derecha de z = 1.92)
= 0.5000 — 0.4726 = 0.0274
(b) 4200 horas en unidades tipificadas = (4200 — 4500)/260 = —1.15.

Probabilidad pedida = (drea bajo la curva normal a la izquierda de z = —1.15
=0.5000 — 0.3749 = 0.1251

DISTRIBUCION MUESTRAL DE VARIANZ.:AS

5.18. Con referencia al Problema 5.1, hallar (a) la media de la distribucion muestral de varianzas,

(b) la desviacion tipica de la distribucion muestral de varianzas, es decir, el error tipico de
varianzas.

{(a) Las varianzas muestrales correspondientes a cada una de las 25 muestras del Problema 5.1 son

0 0.25 4.00 9.00 20.25
0.25 0 2.25 6.25 16.00
4.00 28215 0 1.00 6.25
9.00 6.25 1.00 0 2.25

20.25 16.00 6.25 2.25 0
La media de la distribucién r;uestral de varianza es
suma de todas las varianzas de la tabla anterior 135
e > = Sg = 540

Esto pone de manifiesto el hecho de que p: = (= — 1)(¢%)/n, puesto que para n = 2 y 02 =10.8 [véase
Problema 5.1(b)], el segundo miembro se convierte en 1(10.8) — 5.4.

Este resultado muestra la conveniencia de definir una varianza corregida para las muestras, como
AN n 5 oo ~ Ak g
§% = ) S2, puesto que se seguirfa que yg; = o% (véanse también las notas de la pagina 160).

(b) La varianza de la distribucién muestral de varianzas o3 Se obtiene restando la media 5.40 a cada uno de
los 25 nfimeros de la tabla anterior, elevando al cuadrado estas diferencias, sumdndolas y dividiendo el

resultado por 25. Asi, o";’z = 575.756/25 = 23.03 & o = 4.80.
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5.20.
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Solucionar el problema anterior para el caso en que el muestreo sea sin remplazamiento.

(a) Hay 10 muestras cuyas varianzas vienen dadas por los nimeros por encima (o por debajo) de la diagonal
de ceros de la tabla del Problema 5.18(a). Entonces

_ 0.25 + 4.00 + 9.00 + 20.25 + 2.25 + 6.25 + 16.00 + 1.00 + 6.25 + 2.25
GSE 10

= 6.75

N

Este es un caso particular del general sz = <N — 1><n .

)02 [ecuacién (19), pigina 160], como se

comprueba haciendo N =5, n = 2 y 0% = 10.8 el segundo miembro pasa a ser p» = (£)(}1)(10.8) = 6.75.
(b) Restando 6.75 de cada uno de los 10 nimeros por encima de la diagonal de ceros de la tabla del

Problema 6.18(a), elevando al cuadrado estos niimeros, sumindolos y dividiéndolos por 10, se tiene
og, = 89.676 6 o5: = 6.30.

Demostrar que

n—1
n

E(S?) = o?

donde S? es la varianza muestral para una muestra aleatoria de tamafio n, como se define en
la pagina 160, y 02 es la varianza de la poblacién.

Método 1.
Tenemos
X -X = x, - %(XH’"' +X,) = %[(n—l)X,—Xz— ce = X
= Y@ -—w -~ - w)
Entonces
X, —-X2 = #[(n —1D)XX; —p)? + (Xy—p)2 + -+ + (X, — p)? + téminos de producto cruzado]

Puesto que las X son independientes la esperanza de cada término de producto cruzado es cero, por tanto se
tiene

E(X, =% = (= 12E[X, — p?) + E[(Xy— 0 + - + E[(X, ~ w2}

= #{(n—l)zoz-l- o+ .- 4 o2}

1 R
= (=122 + @m—1)0%) = =g

Anflogamente, E[(X, — X)?| = (n — 1)o2/n para k = 2, ..., n. Por tanto

ES) = L1E@x,-Xe+ .+ x,- 2

= l[ﬂ___102+...+n_102] = "—102
n n n

Método 2.
Tenemos X, — = (X;—n) — (X — ). Entonces
(X=X = (X;— )2 — 2(X;— X —p) + (X — p)2
y
(1) 2X;-X2 = ZX;-u2 - 2~ 3SX;—w + SE—p2

donde la suma es desde j = 1 hasta n. Lo que puede escribirse como
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5.21.

5.22.

5.23.

Il

(2) E(Xj_X)z E(X,-_;t)z = 211()2—;1)2 aF n()z—p.)2

Il

S (X, — w2 — (X — w2

puesto que (X;—w) = > X; — np = n(X — p). Tomando la esperanza a ambos lados de (2) y utilizando
el Problema 5.7 hallamos

Il

E[E (X, — X)ﬂ E [2 X, — mﬂ — nE[(X— 4y

2
= ne? — ‘n(a—\ = (n—1)¢2
Ny
de donde ES) = L
Demostrar el Teorema 5-4, pagina 158.
Si X;, / =1, 2,..., n, estd distribuida normalmente con media u y varianza 0%, entonces su funcién
caracteristica es (véase Tabla 4-2, pagina 111)
¢(w) — eiucu—(<72¢u2)/2
1

La funcién caracteristica de X, + X, + - -+ + X, es, por el Teorema 3-12,

innw — (nr?w?)/2

#lw) = ¢1(w) olw): * oplc) = e
puesto que las X; son independientes. Entonces, por el Teorema 3-11, la funcién caracteristica de

X, +Xo+ - + X,

n

o =T 20
es oxle) = ¢<Z> = o PSRNl

Pero ésta es la funcidon caracteristica para una distribucién normal con media {4 y varianza 02 /n, y el resultado
deseado se deduce del Teorema 3-13.

Demostrar el Teorema 5-6, pagina 161.
n
Por definicidn, (n — 1)§2 = 3 (X;— X) Se deduce de (2) del Método 2 en el Problema 5.20 que V =V, +
=1
V.. donde

(=182

a2

no(X —u)®
vV = E ._.L__’i,, 7, =

i=1 02

(X — w2

4 Vi = a%/n

Entonces por el Teorema 4-3, pagina 116, V tiene distribucion chi-cuadrado con n grados de libertad [como se
ve remplazando X; por (X;—w)/0]. También, por el Problema 5.21, X tiene di_stribuci()n normal con media 4 'y
varianza 02 jn. Por tanto, del Teorema 4-3 con v = 1 y X, remplazada por (X — p)/V¢2/n,vemos que V, tiene
una distribucién chi-cuadrado con 1 grado de libertad, Se deduce del Teorema 4-5, pagina 116, quesi V, y
V, son independientes entonces V, tiene distribucidn chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad. Ya que
podemos demostrar que V; v V, son independientes (Problema 5.135) se sigue el resultado pedido.

(¢) Emplear el Teorema 5-6 para determinar el nimero esperado de muestras en el Problema
5.1 para las cuales las varianzas muestrales son mayores que 7.2. (b) Verificar el resultado en
(a) con el resultado real. £

(a) Tenemos n = 2, 02 = 10.8 [del Problema 5.1(b)]. Para s} — 7.2, tenemos

nsi @0(7.2) _
= = 1.33.
o2 10.8
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Entonces de acuerdo con el Teorema 6-6 x2 = nS2/s2 = 252/10.8 tiene la distribucién chi-cuadrado con 1
grado de libertad. De la tabla en el Apéndice E se deduce que

P(S2= 812) = P(x2z133) = 0.25
Por tanto esperariamos que alrededor del 257 de las muestras, o 6, tengan vidrianzas mayores a 7.2.

(b) Del Problema 5.18 hallamos al contar que realmente hay 6 varianzas mayores que 7.2, de modo que los
resultados son iguales.

CASO DONDE SE DESCONOCE LA VARIANZA POBLACIONAL

5.24.

5.25.

Demostrar el Teorema 5-7, pagina 161.

X — 2 .
/‘\/_# . = "aiz’ » = n — 1. Entonces puesto que las X; estan distribuidas normalmente con media u
o/Vn

y varianza 02 sabemos (Problema 5.21) que X esté distribuida normalmente con media 4 y varianza 02 /n, de
modo que Y estd distribuida normalmente con media 0 y varianza 1, También, del Teorema 5-6, pigina 161,
o del Problema 5.22 Z tiene distribucién chi-cuadrado con v = n — 1 grados de libertad.

SiYy =

Se deduce del Teorema 4-6, pagina 117, que
- X ¢
el = ¥ = il =

Zlv S/Vn—1

tiene la distribucién ¢t con n — 1 grados de libertad.,

De acuerdo con la tabla de la distribuciéon ¢t de Student para un grado de libertad (Apéndice
D) tenemos P(—1.376 =T =1.376) = 0.60. Verificar si este resultado se confirma con los
obtenidos en el Problema 5.1.

De los valores de X en (1) de la pégina 166 y los valores de S? en el Problema 5.18(a) obtenemos los valores
siguientes para 7 = (X — »)/(S/V1):

— —-7.0 —-1.0 —0.33 0.11
—7.0 —® —1.0 —0.20 0.25
—1.0 —1.0 1.0 1.0
—0.33 —0.20 1.0 @ 2.33

0.11 0.25 1.0 2.33 w

Realmente hay 16 valores para los cuales — 1,376 = 7' = 1.376 mientras que esperariamos (0.60)(25) = 15.
Esto no es tan malo si se considera la pequena cantidad de datos involucrados. Este método de muestreo fue
efectivamente la manera como “Student” originalmente obtuvo la distribucién ¢,

DISTRIBUCION MUESTRAL DE RELACIONES DE VARIANZAS

5.26.

Demostrar el Teorema 5-8, pagina 161.

Denétense las muestras de tamafios m
varianzas muestrales estin dadas por

ynpor Xy,..., X, vyY,..., Y, respectivamente. Entonces las

donde X, Y son las medias muestrales,

Entonces del Teorema 5-6, pigina 161, sabemos que fme/af y nS§/o§ tienen distribucién chi-cuadrado con m
— 1 y n—1 grados de libertad respectivamente, Por tanto del Teorema 4-7, pagina 117, se deduce que

mS3/(m — 1)o3 §‘13/a§

tiene la distribucién F con m — 1, n — 1 grados de libertad.
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5.27.

Dos muestras de tamaifios 8 y 10 se extraen de dos poblaciones distribuidas normaimente con
varianza 20 y 36 respectivamente. Hallar la probabilidad de que la varianza de la primera
muestra sea mas de dos veces la varianza de la segunda.

N

Tenemos m = 8, n »= 10, u‘;’ = 20, o3 = 36. Por tanto

El ntimero de grados de libertad para el numerador y el denominadorson »; = m—1 =17, » =n—1=9.
Entonces si S? es més de dos veces S2, es decir S? > 2%, entonces F > 3.70. Refiriéndonos a las tablas en el
Apéndice F vemos que la probabilidad es menor que 0.05 pero mayor que 0.01. Para valores exactos
necesitamos una tabulacién mas amplia de la distribucién F,

DISTRIBUCION DE FRECUENCIA

5.28. En la Tabla 5-4 se registran los pesos de Tanta sd
40 estudiantes en State University con 138 164 150 132 144 125 149 157
aproximacion de una libra. Construir una 146 158 140 147 136 148 152 144

5.29.

distribucion de frecuencias.
168 126 138 176 163 119 154 165

El peso mayor es 176 libras y el menor 119 li- 146 173 142 147 135 153 140 135
bras, de modo que el recorrido es 176 — 119 = . ) o
K 161 145 135 142 150 156 145 128
57 libras.
Si utilizamos 5 intervalos de clase, el tamano de cada
uno es 57/5 = 11 aproximadamente. = Tabla 5-5
Si utilizamos 20 intervalos de clase, el tamano de cada Peso (libras) Cuenta Frecuencia
uno es 57/20 = 3 aproximadamente.
118-122 / 1
Una eleccion conveniente para el tamano del intervalo 123—127 // 2
de clase es de 5 libras. También conviene elegir las 198132 /] 9
marcas de clase en 120, 125, 130, 135, ... libras. Asi 133137 111/ 4
los intervalos de clase pueden ser 118—122, 123—127, - |
128—132, ... Con esta eleccion los limites reales de 138—142 THL ] 6
clase seran 117.5, 122.5, 127.5, ... que no coinciden 143—147 T /1Y 8
con los datos observados. 148152 L 5
La distribuciéon de frecuencias pedida aparece en la Ta- Lugis 1 %
bla 5-5. La columna central, denominada columna de 158162 /" 2
cuenta, se utiliza para tabular las frecuencias de clase 163—167 /1] 3
de la totalidad de los datos y generalmente se omite en 168—172 / 1
la presentacién final de la distribucion de frecuencias, 173177 // 2
Otro método. TOTAL 40
Naturalmente, son posibles otras distribuciones de fre-
cuencia, La Tabla 5-6, por ejemplo, muestra una distri-
bucién de frecuencias con 7 clases solamente en las que Tabla 5-6
el intervalo de clase es de 9 libras.
Peso (libras) Cuenta Frecuencia
118-126  /// 3
Construir un histograma y un poligono de fre- 127135 M4
cuencia para la distribucion de los pesos del 136144 THHL 11T 9
Problema 5.28. 145153  THL THL /] 12
154-162 L 5
El histograma y el poligono de frecuencias para cada 163—171 11/
uno de los dos casos considerados en el Problema 5.28 172180 /) 2
estdn dados en las Figs. 5-7 y 5-8. Notese que los centros be
de las bases de los rectangulos se encuentran en las mar- TOTAL 40
cas de clase,
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Peso (libras)
Fig. 5-7

5.30. Se lanzan cinco monedas simultaneamente 1000 veces
y en cada lanzamiento se observa el numero de caras.
Los nimeros de lanzamientos durante los cuales se ob-
tienen 0, 1, 2, 3, 4 y b caras se muestran en la Tabla
5-7. (a) Representar los datos graficamente. (b) Cons-
truir una tabla que muestra el porcentaje de lanzamien-
tos que resultan en un nimero de caras menor que 0,
1, 2,3, 4, 5 0 6. (c) Representar graficamente los datos
de la tabla construida en (b).

(@) Los datos aparecen graficamente en la Fig. 5-9 o en la Fig.
5-10.

La Fig. 5-9 es un grifico de empleo mis légico, puesto que,
por ejemplo, el nimero de caras no pueden ser 1.5 6 3.2.
Este grafico es una especie de grafico de barras en el que las
barras tienen una anchura cero y a veces se llama grdfico de
vara. Se utiliza especialmente cuando los datos son discre-
tos.

131 140 143 158

Peso (libras)

Fig. 5-8

187 176 185

Tabla 5-7
Nimero de

Nimero de lanzamientos
caras (frecuencia)

0 38

1 144

2 342

3 287

4 164

5 25

TOTAL 1000

La Fig. 5-10 muestra un histograma de los datos. El 4rea total del histograma es la frecuencia total 1000.
Al emplear la representacion de histograma o el correspondiente poligono de frecuencia se estin tratan-

do los datos como si fuesen continuos.

w 350 g 350
Q e
= =
S 300 @ 300
4= §
§ 250 S 250+
N
N |
S 200+ 5 200
o] = 1
i [
@ 150 o 150~
i o
g 100 - 100
£
E 5o S 504
Z | ) =
0 T T 1 ! 0
3

0 1 2 3 4
Ntmero de caras

Fig. 5-9

T T T 1
1 2 3 1

Niimero de caras

Fig. 5-10

=

(b) Refiriéndose a la Tabla 5-8, adviértase que muestra inicamente una distribucién de frecuencias acumula-
das y una distribucién acumulada porcentual del niimero de caras. Las entradas reflejadas como ‘“menor
que 1”, “menor que 2”, etc., podrian igualmente haber sido “menor que o igual a 0, *‘menor que o

igual a 1”°, ete.
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Tabla 5-8
Porcentaje de lanzamientos
Ntmero de lanzamientos (frecuencias acumuladas
Ntmero de caras (frecuencia acumulada) porcentuales)
menor que 0 0 0.0
menor que 1 38 3.8
menor que 2 182 18.2
menor que 3 524 52.4
menor que 4 811 81.1
menor que 5 | 975 917.5
menor que 6 | 1000 100.0
100 —r 100
] [}
o o
T‘-“ 801 E 80
2 2
8 60 g8 60
i — i
] )
o °
‘o 40 2 40
8 ]
= <]
[ Q
g 20~ — g 20
~ [
1 T 1 I I L 1 | T T T T

NGmero de caras
Fig. 5-11

o 1 2 3 4 & &
Namero de caras

Fig. 5-12

(c¢) La representacién grafica puede indicarse como en la Fig, 5-11 o en la Fig. 5-12.

La Fig. 5-11 es la més logica para representar datos discretos; asi por ejemplo, el porcentaje de lanza-
mientos en los que haya menos de 2 caras es igual al porcentaje en las que haya menos de 1.75, 1.56 6
1.23 caras, de modo que el mismo porcentaje 18.2%, aparece para todos estos valores (indicado por la

linea horizontal).

La Fig. 5-12 muestra el poligono de frecuencias acumuladas u ojiva de los datos y los trata como si en

esencia fuesen continuos.

Nétese que las Figs. 5-11 y 5-12 corresponden a las Figs. 5-9 y 5-10 de la parte (a).

CALCULO DE LA MEDIJA, VARIANZA Y MOMENTOS PARA MUESTRAS

5.31. Hallar la media aritmética de los nimeros 5, 3, 6, 5,4,5,2,8,6,5,4,8,3,4,5,4,8,2,5, 4.

Sz _ 5+3+6+5+4+5+2+8+6+5+4+8+3+4+5+4+8+2+5+4

Método 1.
=
n
_ 96 _
= %0 4.8
Método 2.

20

Hay seis 5, dos 3, dos 6, cinco 4, dos 2 y tres 8. Entonces

5 = fz _ (6)(5) +(2)(3) + (2)(6) + (5)(4) 4 (2)(2) + (3)(8) _ 96

n

6+2+2+5+2L3

—oh s 4.8

5.32. Cuatro grupos de estudiantes, formados por 15, 20, 10 y 18 individuos registran una media de
pesos de 162, 148, 153 y 140 libras, respectivamente. Hallar el peso medio de todos los

estudiantes.
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o Zfx  (1B)162) + (20)(148) + (10)(153) + (18)(140) _ :
B S e 5 4 20 + 10 = 18 = 150 libras

5.33. Utilizar la distribucion de frecuencias de estaturas en la Tabla 5-2, pagina 163, para hallar la es-

5.34.

5.35.

tatura media de los 100 estudiantes de la Universidad, XYZ.

La solucién se indica en la Tabla 5-9. Adviértase que todos los estudiantes con estaturas de 60—62 pulgadas,
63—65 pulgadas, etc., se consideran como teniendo estaturas de 61, 64, etc,, pulgadas. El problema entonces
se reduce a encontrar la estatura media de 100 estudiantes, si 5 tienen una estatura de 61 pulgadas, 18 tienen
una estatura de 64 pulgadas, etc.

Tabla 5-9 '
Estatura (pulgadas) | Marca de clase (x) Frecuencia (f) | fx
|
60—62 61 i 5 305
|
63—65 64 18 1152
66—68 67 42 2814
69--71 70 27 1890
72—74 73 8 584
n=23f=100 S fx = 6745
= S2fe _ Zfx 6745 -
& = S~ e w100 67.45 pulgadas

Los calculos involucrados pueden convertirse en tediosos, especialmente para los casos en los que los niimeros
son grandes y hay muchas clases. Técnicas breves se encuentran disponibles para disminuir el trabajo en tales
casos. Véase Problema 5.35, por ejemplo.

Derivar la formula clave (27), pagina 164, para la media aritmética.

Dendtese la clave de marca j-ésima por x;. Entonces la desviacion de x; con respecto a alguna marca de clase
determinada a, x; — @, es igual al tamaio de intervalo de clase ¢ multiplicado por algiin entero u;, es decir x;
—a = cu; 6 x; = a + cu; (también escrito brevemente como x =a + cu).

La media esta dada por

_ Xfix;; Efila+tan) alf; d 2w
_ n . | n - n )
Sfu
= a4+ ¢ "j ! = a+ cun
yaque n = 3f;
Utilizar la féormula clave del Problema 5.34 T abla 5-10
para hallar la estatura media de los 100 estu- x " f fu
diantes de la Universidad XYZ (véase Proble- B 5 A =T
ma 5-33). 64 =3 18 ~18
o —e 17 0 42 0
La solucion puede ordenarse como se indica en la 70 1 27 a7
Tabla 5-10. El método se denomina el método cle- 73 2 8] 16
ve v debe emplearse siempre que sea posible.
n =100 Sfu=15

= 1 2fu ] 35, Tl S . i
Gl = a+< n >c = 67 + <100>(3) == 67.45 pulgadas
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5.36. Hallar (a) la varianza y (b) la desviacion tipica para los nimeros en el Problema 5.31.
(a) Método 1.

Como en el Problema 5.31 tenemos £ = 4.8. Entonces

&2 = S(e—x)2  (5—4.8)>+ (3 —_—l—bj" + (G—48)+ (5—4.8)2+ -+ + (4—4.8)2
T n - 20
_ b9%.20
= 30 2.96
Método 2.
o SHE—2P _ 6B 482+ 23— A8 + 26— 48 + 54— 487 + 22— 48P + BB 48
y n - 20
 59.20 _
= o0 2.96

(b) De(a),s2=296 y s=1/296=136.

5.37. Hallar la desviacion tipica de los pesos de los estudiantes del Problema 5.32.

Sfx—%)2 _ 15(162 — 150)2 + 20(148 — 150) + 10(153 — 150)2 + 18(140 — 150)2
n - 15 + 20 + 10 + 18

82 =

i —4(1530 = 65.6 en unidades libras cuadradas o (libras)2

Entonces s = V 65.6 (libras)2 = /65.6 libras = 8.10 libras, donde hemos utilizado el hecho de que las
unidades siguen la leyes comunes del ilgebra.

5.38. Hallar la desviacion tipica de las estaturas de los 100 estudiantes de la Universidad XYZ
Véase Problema 5.33.

Del Problema 5.33, x = 67.45 pulgadas. La solucién puede ordenarse como se indica en la Tabla 5-11.

Tabla 5-11

Estatura Marca de =% =
(pulgadas) clase z x — 67.45 (x — £)2 Frecuencia f f(x — )2
60—62 61 —6.45 41.6025 5 208.0125
63—65 64 —3.45 11.9025 18 214.2450
66—68 67 —0.45 0.2025 42 8.5050
6971 70 2.55 6.5025 27 175.5675
72—74 73 5.55 30.8025 8 246.4200

b iy A 2fm—2)2 =

A e 852.7500

— )2
s = 1/2"("% = \[8527500 — V88276 = 2.92 pulgadas

5.39. Derivar la formula clave (28), pagina 164, para la varianza.

Como en el Problema 5.34 tenemos x; = a + cu; y

S fou
5 = g o gee e =eid

n
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Entonces
2 = L3 f@-m = 1350w

= %Efj(uj—ﬂﬂ

2
= % > fj(u?— 2u;4 + a?)

_ 2 2 2dc? c? A
= ;Efju,-— Efjuj+;2fju2

n
2
= czﬁu_j — 2i2¢2 + c2qi2
n
2 0
n n
_ [m_ (m)}
n n
= c2[u? — 2

5.40. Utilizar la formula clave del Problema 5.39 para hallar la desviacién tipica de las estaturas en
el Problema 5.33.

La solucién puede ordenarse como se indica en la Tabla 5-12. Esto nos permite hallar x como en el Problema
5.35, De la ailtima columna tenemos

o - o[2e ()] - oo

97 [15\?
. _
®”| 100 <1oo> i

y s = 2.92 pulgadas.

Tabla 5-12
x u f fu fa?
61 -2 5 —10 20
64 -1 18 —18 18
a - 67 0 42 0 0
70 1 27 27 27
73 2 8 8 32
n=3f=100 S fu=15 Sfu2 =97

5.41. Hallar los primeros cuatro momentos con respecto a la media para la distribucion de estaturas

del Problema 5.33.
Continuando el método del Problema 5.40 obtenemos la Tabla 5-13.
Tabla 5-13
x u f fu fu2 ful fut
61 —2 5 —10 20 —40 80
64 =il 18 —18 18 —18 [ 18
67 0 42 0 0 0 | 0
70 1 27 27 27 27 27
73 2 8 16 32 64 128
n=23f=100 Sfu=15 = fu? = 97 3 fud = 33 3 fut = 253
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Entonces, utilizando la notacion de la pagina 165, tenemos

3
M, = 2% _ g5 M, = 1% _ g
n n
2 4
M, = 212 _ 4o M, = 2% _ 95
n n

y de (32),
m; = 0
my = ¢AM;—M{) = 9{0.97 —(0.15)2] = 8.5275
my = c3(Mjy—3M{My+2M%) = 27(0.33 — 3(0.15)(0.97) + 2(0.15)3] = —2.6932
my = cMMy—AM{M;+ 6MIMy — 3MY)
= 812,53 — 4(0.15)(0.83) + 6(0.15)2(0.97) — 3(0.15)2] = 199.3759

5.42. Hallar los coeficientes de (a) sesgo y (b) curtosis para la distribucion de estaturas del
Problema 5.33.

(@) Del Problema 5.41,

m, = s2 = 85275 my = —2.6932

d ms

Entonces Coeficiente de sesgo = a; = =

—2.6932 _ —0.14
V (8.5275)3
(b) Del Problema 5.41,

my = 199.3759 my, = 82 = 8.5275

m

Entonces Coeficiente de curtosis = a, = ?‘

_ 199.3759 _

(852752 ~ 74

De (a) vemos que la distribucién estdi moderadamente sesgada a la izquierda. De (b) vemos que es menos
apuntada que la distribucién normal (que tiene un coeficiente de curtosis = 3). :

PROBLEMAS DIVERSOS

5.43. (a) Demostrar como escoger 30 muestras aleatorias de 4 estudiantes cada una (con
remplazamiento) de la tabla de estaturas en la pagina 163 utilizando niimeros aleatorios. (b)
Hallar la media y la desviacion tipica de la distribucion muestral de medias en (a). (c)
Comparar los resultados de (b) con los valores tedricos, explicando cualquier discrepancia.

(@) Emplear dos digitos para numerar a cada uno de los
100 estudiantes: 00, 01, 02,..., 99 (véase Tabla

5-14). Asi los 5 estudiantes con estaturas 60—62 Tabla 5-14

pulgadas se numeran 00—04, los 18 estudiantes con

estaturas 63—65 pulgadas se numeran 05—22, etc. Cada Estatura Ntmero
nimero de estudiantes se denomina némero’ muestral, (pulgadas)| Frecuencia muestral
Entonces extraeremos nlimeros muestrales de la tabla

de ntimeros aleatorios (Apéndice I). Del primer rengléon 60—62 5 00—04

hallamos la secuencia 51, 77, 27, 46, 40, etc., que

tomamos como nfimeros muestrales aleatorios, cada 63—65 18 05—22

uno de los cuales determina la estatura de un estudian-

te determinado. Asi 51 corresponde a un estudiante 66—68 = a6

con estatura 66—68 pulgadas, que tomamos como 67 69—71 27 65—91

pulgadas (la marca de clase). En forma semejante 77,

27, 46 resultan en-estaturas de 70, 67, 67 pulgadas 72—74 8 9299

respectivamente.
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Por este proceso obtenemos la Tabla 5-15 que muestra los nGmeros muestrales extraidos, las estaturas
correspondientes y la estatura media para cada una de las 30 muestras, Debe mencionarse que aunque
escogimos el primer renglén de la tabls de nmeros aleatorios habriamos podido iniciar en cualquier

parte y escoger cualquier patron determinado.

Tabla 5-15
Nmeros muestrales | Estaturas co- |Estatura NGmeros muestrales| Estaturas co- |Extatura
extraidos rrespondientes | media extrafdos respondientes | media
1. 51, 77, 27, 46 67, 70, 67, 67 67.75 16. 11, 64, 55, 58 | 64, 67, 67, 67 66.25
2. 40,42, 33,12 67, 67, 67, 64 66.25 17. 170, 56, 97, 43 | 70, 67, 73, 67 69.25
3. 90, 44, 46, 62 70, 67, 67, 67 | 67.75 18. 174, 28, 93, 50 | 70, 67, 73, 67 ‘ 69.25
4. 16, 28, 98, 93 64, 67, 73, 73 I 69.25 19. 79,42,71,30 | 70, 67, 70, 67 | 68.50
5. 58,20,41,86 | 67, 64,67, 70 | 67.00 20. 58,60,21,33 | 67,67, 64,67 | 66.25
6. 19, 64, 08, 70 64, 67, 64, 70 66.25 21. 75,79, 74, 54 | 70, 70, 70, 67 69.25
7. 56,24, 03,32 | 67, 67, 61, 67 65.50 22. 06, 31, 04, 18 | 64, 67, 61, 64 64.00
8. 34,91, 83, 58 67, 70, 70, 67 68.50 23. 67,07,12,97 | 70, 64, 64, 73 67.75
9. 170, 65, 68, 21 70, 70, 70, 64 68.50 24. 31,71, 69,88 | 67, 70, 70, 70 69.25
10. 96, 02, 13, 87 73, 61, 64, 70 67.00 25. 11, 64, 21, 87 | 64, 67, 64, 70 66.25
11. 76, 10, 51, 08 70, 64, 67, 64 66.25 26. 03, 58, 57,93 | 61, 67, 67, 73 | 67.00
12. 63, 97, 45, 39 67, 73, 67, 67 68.50 27. 53, 81, 93, 88 | 67, 70, 73, 70 70.00
13. 05, 81, 45, 93 64, 70, 67, 73 68.50 28. 23,22,96,79 | 67, 64, 73, 70 68.50
14. 96, 01, 73, 52 73, 61, 70, 67 67.75 29. 98, 56, 59, 36 | 73, 67, 67, 67 68.50
15. 07, 82, 54, 24 64, 70, 67, 67 67.00 30. 08, 15, 08, 84 | 64, 64, 64, 70 65.50
Tabla 5-16

Media muestral Cuenta f u fu fu2

64.00 / 1 —4 —4 16

64.75 0 —3 0 0

65.50 /! 2 =2 —4 8

66.25 ' 6 -1 —6 6

a—»67.00 111/ 4 0 0

67.75 /117 4 1 4

68.50 THL 1/ 7 2 14 28

69.25 THL 5 3 15 45

70.00 / 1 4 4 16

2f=n=230 S fu =23 3 fu? =123

(b) La Tabla 5-16 da la distribucién de frecuencias de la media muestral de las estaturas obtenidas en (a).
Esta es una distribucién muestral de mediass. La media y la desviacién tipica se obtienen como es usual
por los métodos claves descritos anteriormente.

Media = a + ci = a +—°2nf“ 67.00 + (—0'735())(23) =  67.58 pulgadas
— 2
Desviacién tipica = e+ Jui—a® = ¢ M_<M>
n n
2
= (0.75) 1_3202_@3) = 1.41 pulgadas
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5.44.

5.45.

5.46.

(¢) La media tedrica de la distribucién muestral de medias, dada por .y, es igual a la media poblacional 1 que
es 67.45 pulgadas (véase Problema 5.33), de acuerdo con el valor de 67.58 pulgadas de la parte (b).

La desviaci6n tipica tedrica (error tipico) de la distribucion muestral de medias, dada por o, €s igual a
o/V'n, donde la desviacién tipica poblacional 0 = 2,92 pulgadas (véase Problema 5.40) y el tamafio de la
muestra n = 4. Puesto que o/ = 2.92/v4 = 1.46 pulgadas, estamos de acuerdo con el valor de 1.41
pulgadas de la parte (b). Las discrepancias se deben a que solamente 30 muestras fueron seleccionadas y
el tamano de la muestra fue pequefio.

La desviacion tipica de los pesos de una poblaciébn muy grande de estudiantes es de 10.0
libras. Se escogen muestras de 200 estudiantes de esta poblacion y se calculan las desviaciones
tipicas de las estaturas de cada muestra. Hallar (a) la media y (b) la desviacion tipica de la
distribucion muestral de las desviaciones tipicas.

Podemos considerar que el muestreo es o de una poblacién infinita o con remplazamiento de una poblacién
finita. De la Tabla 5-1, pagina 162, tenemos:

(a) g = o = 10.01b
10
(b) 0y = —— = —— = 0.501b
Ven V400

{Qué porcentaje de las muestras del Problema 5.44 tendrian desviaciones tipicas () mayores
que 11.0 libras, (b) menores que 8.8 libras?

La distribucién muestral de desviaciones tipicas es aproximadamente normal con media 10.0 libras y desvia-

cion tipica 0.50 libras.

(a) 11.0 libras en unidades tipicas = (11.0 — 10.0)/0.50 = 2.0, El 4rea bajo la curva normal a la derecha de z
= 2.0 es (0.5 — 0.4772) = 0.0228; por tanto el porcentaje pedido es 2.3%.

(b) 8.8 libras en unidades tipicas = (8.8 —10.0)/0.50 = —2.4, El 4rea bajo la curva normal a la izquierda de
z=—2.,4 es (0.5 —0.4918) = 0.0082; por tanto el porcentaje pedido es 0.8%.

Una muestra de 6 observaciones se hace aleatoriamente de una poblacion. ;Cual es la
A
probabilidad de que las dos Gltimas observaciones sean menores que las primeras cuatro?

Suponemos que la poblacion tiene funcién de densidad f(x). La probabilidad de que 3 de ias primeras 4
observaciones sean mayores a 4 mientras que la cuarta observacién se encuentre entre u y u + du esta dada
por

(1) pen [Jj fix) (lx]gf(u) du

La probabilidad de que las 2 Gltimas observaciones sean menores que u (y por tanto menores que las primeras
4) esta dada por

" 2
(2) [f f(z) dx]

Entonces la probabilidad de que las primeras 4 sean mayores que u y las 2 iltimas sean menores que u es el
producto de (1) y (2), es decir

(3) 4Ca [fo(x) dx]gf(u) du [fjl f(x) dx:,z

Puesto que u puede tomar valores entre — 2 e > la probabilidad total de que las 2 Gltimas observaciones sean
menores que las primeras 4 es la integral de (3) desde — = hasta °°, esto es

© o 3 i
4) 4Cy f [:f f(x) dx] [J flx) dx:r fuw) du
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5.47.
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Para evaluar esta expresidén hacemos

®) v = f_ " flx) de

Entonces
(6) dv = f(u)du 1—v = f f(x) dx
u
Cuando u = o9, v = 1 y cuando u = — <0, v = 0. Por tanto (4) se convierte en
! I'(3) I'(4) 1
2 —_ 3 = —_— =
4C3 J(; v2(1 —v)3dv 4 NG 15

que es la probabilidad pedida. Es interesante notar que la probabilidad no depende de la distribucién de
probabilidad f(x). Este es un ejemplo del estadistico no paramétrico puesto que no se necesita conocer
ninglin pardmetro poblacional.

Sea {X,, X,;, ..., X,} una muestra aleatoria de tamafio n extraida sin remplazamiento de
una poblacion finita de tamafio N. Demostrar que si la media y varianza poblacional son u y
o? entonces (a) E(X;) = p, (b) Cov (X; Xi) = —o*/(N —1).

Suponer que la poblacion consiste del conjunto de nfimeros {a;, aj,..., &y}, donde las & no son
necesariamente distintas. Un procedimiento de muestreo aleatorio es aquel bajo el cual cada seleccién de n de
un total de N « tiene la misma probabilidad (es decir 1/5C), ). Esto quiere decir que las X; estan distribuidas
idénticamente,

ay prob. 1/N
ap prob. 1/N

an prob. 1/N

Sin embargo, no son mutuamente independientes. En verdad, cuando j # k, la distribucién conjunta de Xy
X), estd dada por

PX;=ay, Xx=a,)) = PX;=a)PX=a, | X;=0a))

1
— ﬁP(XkZ%IXj:ﬂx)

(1/_1
J hf(?u-— 1) ANF oy

0 A=y
donde A y v varian de 1 a N.
N 1 X
(a) EX;) = x§1 aP(X;=a) = N )‘gl ay = B
(b) Cov (X;, X)) = E[X;— )Xy — )]

N N
= 3 3 (W) PE=a, X=a)

N
= %,(ﬁ) S (- ww—a

A#£v=1
donde la filtima suma contiene un total de N(N — 1) términos, que corresponden a todas las parejas po-
sibles de A y v desiguales.
Entonces, por dlgebra elemental, . »
(a—m+(—w+ - +ay—w2 = 2 (a—u2+ 2 (=)o, —u)
A=1 AFv=1



CAP. 5]

TEORIA DE MUESTREO 187

En esta ecuacion, el lado izquierdo es cero, ya que por definicién
d1+(!2+ o +(IN = N,u

y la primera suma en el lado derecho es igual a N 02, por definici6n. Por tanto

N
S (en—pe,~p) = —No?
A#v=1
C(XX)—l_L(_NZ)—_az
2 WiEe S = N\N—1)V" T TN-1

5.48. Demostrar que (a) la media y (b) la varianza de la media muestral del Problema 5.47 estan
dadas respectivamente por

i el ﬁ(f"“"
S ¥ n\N-1
_ AGy ARL 0P 8 = 2 1
(a) EX) = E(——n——> = S[EX)+ - +EX,)]
-1 _ =
= St tw) = o

donde hemos empleado el Problema 5.47 (a).

(b) Utilizando los Teoremas 3-5 y 3-16 (generalizados), y el Problema 5-47, obtenemos

- 1 n 1 n n
Var (X) = —5Var (\j§1 Xj> = ﬁ[igl Var (X;) + #gﬂ Cov (X,-,Xk)]

= 1|, P i B
= 3| mo + n(n 1)< N—l)]

_a_zl_n—l _ d2(N—mn
T on N-1 T a\N-1

Problemas suplementarios

DISTRIBUCION MUESTRAL DE MEDIAS

5.49.

5.50.

5.61.

5.62.

5.53.

Una poblacion estd formada por los cuatro nfimeros 3, 7, 11, 15. Considerar todas las posibles muestras de
tamafio dos que pueden extraerse de esta poblacién con remplazamiento. Hallar (¢) la media poblacional, (b)
la desviaci6n tipica poblacional, (c) la media de la distribucién muestral de medias, (d) la desviaci6n tipica de
la distribucién muestral de medias. Encontrar (¢) y (d) directamente de (a) y (b) mediante las f6rmulas
adecuadas.

Resolver el Problema 5.49 si el muestreo fuese sin remplazamiento.

Los pesos de 1500 cojinetes de bolas se distribuyen normalmente con media 22.40 onzas y desviacién tipica
0.048 onzas. Si se extraen 300 muestras de tamafio 36 de esta poblacién, determinar la media y la desviacién
tipica esperadas de la distribucién muestral de medias si el muestreo se hace (a¢) con remplazamiento, (b) sin
remplazamiento,

Resolver el Problema 6.51 si la poblacién se compone de 72 cojinetes.
En el Problema 5.51, ;en cudntas de las muestras aleatorias cabe esperar que sus medias (a) estén entre 22.39

¥ 22.41 onzas, (b) sean mayor de 22.42 onzas, (c) sean menor de 22,37 onzas, (d) sean menor de 22.38 o
mayor de 22.41 onzas?
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5.54.

5.55.

5.56.

TEORIA DE MUESTREO [CAP. 5

Ciertos tubos fabricados por una compaiiia tienen una duracion media de 800 horas y una desviacién tipica
de 60 horas. Hallar la probabilidad de que una muestra aleatoria de 16 tubos, tomada de entre ellos tenga una
duracién media de (a) entre 790 y 810 horas, (b) menor de 785, (c) mayor de 820 horas, (d) entre 770 y 830
horas.

Lo mismo del Problema 5.54 si la muestra extraida es de 64 tubos. Explicar la diferencia,
Los pesos de los paquetes recibidos en un departamento de almacenamiento tienen una media de 300 libras y

una desviacién tipica de 50 libras. ;Cuil es la probabilidad de que el peso de 25 paquetes recibidos aleatoria-
mente y cargados en un ascensor supere el limite de seguridad del ascensor, que es de 8200 libras?

DISTRIBUCION MUESTRAL DE PROPORCIONES

5.57.

5.58.

5.59.

5.60.

5.61.

5.62.

Hallar la probabilidad de que de los pr6ximos 200 nifios nacidos (a) menos del 40% sean nifios, (b) entre el
43% y el 57% sean nihas, (¢) mds del 54% sean nifios. Supénganse iguales las probabilidades de nacimientos
de nifio y nifa.

De un total de 1000 muestras de 200 nifios cada una, ;en cudntas cabe esperar que (a) menos del 40% sean ni-
fos, (b) entre el 40% y el 60% sean nifias, (c) el 53% o ma4s sean nifias?

Resolver el Problema 5.57 si se consideran 100 en lugar de 200 nifios y explicar las diferencias en los
resultados.

Una urna contiene 80 bolas de las que 60% son rojas y 40% blancas. De un total de 50 muestras de 20 bolas
cada una, sacadas de la urna con remplazamiento, ;en cuéntas cabe esperar (a) igual nimero de bolas rojas y
blancas, (b) 12 bolas rojas y 8 blancas, (¢) 8 bolas rojas y 12 blancas, (d) 10 o mis bolas blancas?

Disefiar un experimento que ponga de manifiesto los resultados del Problema 5.60. En lugar de bolas rojas y
blancas, se pueden usar hojas de papel, sobre las que se escriba la inicial R o B en las proporciones adecuadas.
¢ Qué errores pueden introducirse al utilizar dos conjuntos diferentes de monedas?

Un fabricante despacha 1000 lotes de 100 bombillas cada uno. Si normalmente el 5% de las bombillas es

defectuoso, ;en cuintos lotes cabe esperar (a) menos de 90 bombillas buenas, (b) 98 o mas bombillas
buenas?

DISTRIBUCIONES MUESTRALES DE DIFERENCIAS Y SUMAS

5.63.

5.64.

5.65.

5.66.

5.67.

5.68.

5.69.

A y B fabrican dos tipos de cables, que tienen unas resistencias medias a la rotura de 4000 y 4500 libras con
desviaciones tipicas de 300 y 200 libras, respectivamente. Si se comprueban 100 cables de A y 50 cables de

B, ¢cuil es la probabilidad de que la media de resistencia a la rotura sea de (a) al menos 6Q0 libras mis que A,
(b) al menos 450 libras mds que A?

¢Cuales son las probabilidades del Problema 5.63 si se comprueban 100 cables de cada fabricante? Explicar
las diferencias.

En una prueba de aptitud la puntuacién media de los estudiantes es de 72 puntos y la desviacién tipica de 8
puntos.’ ;Cuil es la probabilidad de que dos grupos de estudiantes, formados de 28 y 36 estudiantes,
respectivamente, difieran en su puntuacién media en (a) 3 o mis puntos, (b) 6 o mas puntos, (c) entre 2 y 5
puntos?

Una urna tiene 60 bolas rojas y 40 blancas. Se extraen dos colecciones de 30 bolas cada una con remplaza-

miento y se anotan sus colores, ;Cuil es la probabilidad de que las dos colecciones difieran en 8 o mas bolas
rojas?

Resolver el Problema 5.66 si las extracciones son sin remplazamiento al obtener cada coleccién,
Los resultados de una eleccion mostraron que un cierto candidato recibié el 65% de los votos, Hallar la
probabilidad de que en dos muestras aleatorias compuesta cada una de 200 votantes, haya una diferencia

superior al 10% en las proporciones que votaron por dicho candidato.

Si U; y U, son los conjuntos de nameros del Problema 5.12, comprobar que
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5.70.

5.71.

(@) sy, 4y, = sy, T sy, O oy 4y, = V"tzy, + "’127,'

Se pesan tres cantidades dando 20.48, 35.97 y 62.34 libras con desviaciones tipicas de 0.21, 0.46 y 0.54
libras, respectivamente, Hallar (a) la media y (b) la desviacién tipica de la suma de las cantidades.

El voltaje medio de una baterfa es de 15.0 voltios y la desviacién tipica 0.2 voltios. ;Cudl es la probabilidad
de que cuatro de estas baterfas conectadas en serie tengan un voltaje conjunto de 60.8 o mis voltios?

DISTRIBUCION MUESTRAL DE VARIANZAS

6.72.

5.73.

5.74.

6.75.

Con referencia al Problema 5.49, hallar (¢) 1a media de la distribucién muestral de varianzas, (b) el error
tipico de varianzas.

Resolver el Problema 5.72 si el muestreo es sin remplazamiento.

Una poblacién normal tiene una varianza de 15. Si se extraen muestras de tamafio 5 de esta poblacién, ;qué
porcentaje puede tener varianzas (a) menores que 10, (b) mayores que 20, (¢) entre 5 y 10?

Se halla que la duracién de tubos de televisién fabricados por una compaiifa tienen una media de 2000 horas
y una desviacidon de 60 horas. Si se seleccionan 10 tubos aleatoriamente hallar la probabilidad de que la
desviacién tfpica muestral (a) no exceda a 50 horas, (b) se encuentre entre 50 y 70 horas.

CASO DONDE SE DESCONOCE LA VARIANZA POBLACIONAL

5.76.

5.717.

5.78.

De acuerdo con la tabla de distribucién ¢ de Student para 1 grado de libertad (Apéndice D) tenemos P(—1 =
T =1) = 0.50. Verificar si los resultados del Problema 5.1 se confirman por este valor y explicar cualquier
diferencia.

Verificar si los resultados del Problema 5.49 se confirman utilizando (a) P(—1=T7T=1) = 0.50, (b) P(—
1.376 = T = 1.376) = 0.60, donde T tiene una distribucién ¢t de Student con v = 1.

Explicar cdmo podria utilizar el Teorema 5-7, pAgina 161, para disefiar una tabla de distribucion ¢ de Student
como la dada en el Apéndice D,

DISTRIBUCION MUESTRAL DE RELACIONES DE VARIANZAS

5.79.

5.80.

5.81.

5.82.

Dos muestras de tamafios 4 y 8 se extraen de una poblacién distribuida normalmente. ;Es la probabilidad de
que una varianza sea mayor que 1.5 veces la otra mayor que 0.05, entre 0.05 y 0.01, o menor que 0.01?

Dos compaiifas, A y B fabrican bombillas. La duracién para A tiene una desviacién de 40 horas en tanto que
la duracion de B tiene una desviacién tipica de 50 horas. Una

muestra de 8 bombillas se toma de A y 16 de B. Determinar la Tabla 5-17
probabilidad de que la varianza de la primera muestra sea mayor r
que (a) dos veces, (b) 1.2 veces, la de la segunda. Duracién Niimero de
7 (horas) tubos
Solucionar el Problema 5.80 si las desviaciones tipicas de las du-
raciones son (a) ambas 40 horas, (b) ambas 50 horas. 300 — 399 14
400 — 499 46
DISTRIBUCION DE FRECUENCIA 500 — 599 | 58
La Tabla 5-17 ‘muestra una distribucién de frecuencias de la 600 —699 | 76
duracién de 400 tubos de radio comprobados en la L & M Tube
: f 700 — 799 68
Company, Con referencia a esta tabla determinar:
800 — 899 62

(a) Limite superior de la quinta clase.
(b) Limite inferior de la octava clase, 900 — 999 48
(¢) Marca de clase de la séptima clase.

(d) Limites reales de la iltima clase, 10001099 &
(¢) Tamaio del intervalo de clase, 1100—1199 6
(f) Frecuencia de la cuarta clase.

(g) Frecuencia relativa de la sexta clase. TOTAL 400

(h) Porcentaje de tubos cuya duracién no sobrepasa las 600 horas.




190

5.83.

5.84.

5.85.

5.86.

5.87.

5.88.

5.89.

5.90.

5.91.
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(i) Porcentaje de tubos cuya duracién es mayor o igual a 900 horas.
(/) Porcentaje de tubos cuya duracién es al menos de 500 horas pero menor de 1000 horas.

Construir (a) un histograma y (b) un poligono de frecuencias correspondientes a la distribucién de frecuen-
cias del Problema 5.82.

Para los datos del Problema 5.82 construir (a) una distribucién de frecuencias relativas o porcentual, (b) un
histograma de frecuencias relativas, (¢) un poligono de frecuencias relativas,

Para los datos del Problema 5.82 construir (a) una distribucién de frecuencias acumuladas, (b) una distribu-
cién acumulada relativa o porcentual, (¢) una ojiva, (d) una ojiva porcentual.

Estimar el porcentaje de tubos del Problema 5.82 con duraciones de (a) menos de 560 horas, (b) 970 o més
horas, (c) entre 620 y 890 horas.

Los didmetros interiores de las arandelas producidas por una companiia pueden medirse con aproximacién de
milésimas de pulgada. Si las marcas de clase de una distribucién de frecuencias de estos didmetros vienen
dadas en pulgadas por los nimeros 0.321, 0.324, 0.327, 0.330, 0.333 y 0.336, hallar ,(a) el tamafio de
intervalo de clase, (b) los Iimites reales de clase, (c) los limites de clase.

La Tabla 5-18 muestra los dismetros en pulgadas de una muestra de 60 cojinetes de bolas fabricados por una
comparifa. Construir una distribucién de frecuencias de los didmetros utilizando intervalos de clase adecua-
dos.

Tabla 5-18
0.738 0.729 0.743 0.740 0.736 0.741 0.735 0.731 0.726 0.737
0.728 0.737 0.736 0.735 0.724 0.733 0.742 0.736 0.739 0.735
0.745 0.736 0.742 0.740 0.728 0.738 0.725 0.733 0.734 0.732
0.733 0.730 0.732 0.730 0.739 0.734 0.738 0.739 0.727 0.735
0.735 0.732 0.735 0.727 0.734 0.732 0.736 0.741 0.736 0.744
0.732 0.737 0.731 0.746 0.735 0.735 0.729 0.734 0.730 0.740

Con los datos del Problema 5.88 construir (a) un histograma, (b) un poligono de frecuencias, (c) una
distribucién de frecuencias relativas, (d) un histograma de frecuenoias relativas, (¢) un poligono de frecuen-
cias relativas, () una distribucién de frecuencias acumuladas, (g) una distribucién acumulada porcentual, (h)
una ojiva, ({) una ojiva porcentual.

Con los resultados del Problema 5,89 determinar el porcentaje de cojinetes de bolas que tienen didmetros (a)
superiores a 0.732 pulgadas, (b) no superiores a 0.736 pulgadas, (c) entre 0.730 y 0.738 pulgadas, Comparar
estos resultados con los obtenidos directamente de la coleccién de datos de la Tabla 5-18.

Resolver el Problema 5.89 para los datos del Prablema 5.82.

CALCULO DE LA MEDIA, DESVIACION TIPICA Y MOMENTOS PARA MUESTRAS

5.92,

5.93.

5.94.

5.95.

5.96.

Las calificaciones de un estudiante en cinco asignaturas fueron 85, 76, 93, 82 y 96. Hallar la media aritmética
de dichas calificaciones.

Los tiempos de reaccion de un individuo a determinados estimulos fueron 0.53, 0.46, 0.50, 0.49, 0.52, 0,'53'
0.44 y 0.55 segundos, respectivamente. Determinar el tiempo medio de reaccién del individuo a los estimu-
los.

Una serie de nlimeros esti formada por seis 6, siete 7, ocho 8, nueve 9 y diez 10. ;Cuil es su media
aritmética ?

Las calificaciones de un estudiante en las tres asignaturas del curso fueron 71, 78 y 89, (a) Si las ponderacio-
nes asignadas a cada asignatura son 2, 4 y 5, respectivamente, ;cuil es el promedio adecuado para sus
calificaciones? (b) ;Cuil seria si todas las ponderaciones son iguales?

Tres profesores de economfa registraron una calificacién media en sus exdmenes de 79, 74 y 82; sus clases
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5.97.

5.98.

5.99.

5.100.

5.101.

5.102.

5.103.

5.104.

5.106.

estaban formadas por 32, 25 y 17 estudiantes, respectivamente, Determinar la calificacién media para todas
las clases.

El salario medio anual pagado a todos los empleados de una compaifa fue de $5000. Los salarios medios
anuales pagados a hombres y mujeres de la compania fueron $5200 y $4200, respectivamente. Determinar
el porcentaje de hombres y mujeres empleados en la compaiia. .

La Tabla 5-19 muestra la distribucién de las cargas maximas en Tabla 5-19
toneladas cortas (1 tonelada corta = 2000 libras) que soportan Carga mixima Ntmero de
ciertos cables producidos por una compafifa. Determinar la media (toneladas cortas) cables
de la carga mixima empleando (a) el “método largo”, (b) el méto-
do clave. 9.3— 9.7 2
9.8-10.2 5
Hallar & para los datos de la Tabla 5-20 empleando (a) el “método 10.3-10.7 12
largo”, (b) el método clave. 10.8-11.2 17
11.3-11.7 14
Tabla 5-20 11.8-12.2 6
12.3—-12.7 3
x | 462 480 498 516 534 552 570 588 606 624 12.8—13.2 1
f198 75 56 42 30 21 15 11 6 2 TOTAL 60

La Tabla 5-21 muestra la distribucién de los didmetros de las cabezas de los remaches fabricados por una
compaiifa. Calcular el didmetro medio.

Tabla 5-21 Tabla 5-22
Didmetro (pulgadas) Frecuencia Clase Frecuencia

0.7247—0.7249 2 10—menos de 16 3
0.7250—0.7252 6 16—menos de 20 7
0.7253—0.7255 8 20—menos de 25 16
0.7256—0.7258 15 25—menos de 30 12
0.7259—0.7261 42 30—menos de 36 9
0.7262—0.7264 68 35—menos de 40 5
0.7265—0.7267 49 40—menos de 45 2
0.7268—0.7270 25 e 54
0.7271—-0.7273 18
0.7274—0.7276 12
0.7277—0.7279
0.7280—0.7282 1

TOTAL 250

Calcular la media de los datos de la Tabla 5-22.

Hallar la desviacién tipica de los nimeros:
(a) 3,6,2,1,7,5; (b) 3.2,4.6,2.8,52,44; (¢ 0,0,0,0,0,1,1,1.

(a) Sumando 5 a cada uno de los nimeros de la serie 3, 6, 2, 1, 7, 5 se obtiene la serie 8, 11, 7, 6, 12, 10.
Demostrar que las dos series tienen las mismas desviaciones tfpicas, pero diferentes medias. ;Como estin
relacionadas las medias?

(b) Multiplicando cada uno de los nimeros 3, 6, 2, 1, 7, 5 por 2 y después sumando 5 se obtiene la serie 11,
17,9, 7, 19, 15. ;Cuiles son las relaciones entre las desviaciones tipicas y las medias de las dos series?

(¢) (Qué propiedades de la media y de la desviacién tfipica se ponen de manifiesto por las series de los
nimeros de los apartados (a) y (b)?

Hallar la desviacién tipica de la serie de nimeros de la progresién aritmética 4, 10, 16, 22, ..., 154,

Hallar la desviacién tipica para las distribuciones del (a) Problema 5.98, (b) 5.99.
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Hallar (a) 12 media y (b) la desviacion tipica para la distribucién del Problema 5.30 explicando el significado
de los resultados obtenidos.

(a) Hallar la desviacién tipica s de los didmetros de los remaches del Problema 5.100. (b) ¢(Qué porcentaje de
didmetros se encuentra entre (& = s), (& = 2s), (£ = 3s)? (c) Comparar los porcentajes de (b) con los tebricos
esperados, si la distribucién fuese normal, y comentar las diferencias observadas.

(a) Hallar la media y desviacién tipica para los datos del Problema 5.28.
(b) Construir una distribucién de frecuencias para los datos y hallar la desviacién tipica,
(c) Comparar el resultado de (b) con el de (a).

Lo mismo del Problema 5.108 para los datos del Problema 5.88.

(a) De un total de n niimeros, la fraccién p son unos mientras que la fraccién ¢ = 1 — p son ceros. Demostrar
que la desviacién tipica de la serie de niimeros es \/pg. Aplicar el resultado de (a) al Problema 5.102(c).

Hallar los momentos de (a) primero, (b) segundo, (c) tercero y (d) cuarto orden de los nimeros 4, 7, 5, 9, 8,
3, 6.

Hallar los momentos de (a) primero, (b) segundo, (c) tercero y (d) cuarto orden con respecto a la media de
los niimeros del Problema 5.111.

Hallar los momentos de (a) primero, (b) segundo, (c) tercero y (d) cuarto orden respecto al punto 7 para los
nimeros del Problema 5.111,

Con los resultados de los Problemas 5.111 y 5.112, comprobar las relaciones entre momentos (@) my = my —

mi%  (b) my = mi—3mims +2m>  (¢) my = m)— dm]m+ 6my2my — 3mjt

Hallar los cuatro primeros momentos con respecto a la media de los nimeros de la progresion aritmética 2, 5,
8,11, 14,17,

Si el momento de primer orden con respecto al punto 2 es igual a 5, ;cu4l es la media?

Si los cuatro primeros momentos de una serie de nfimeros respecto al punto 3 son iguales a —2,10,—25 y 50,
determinar los correspondientes momentos (a) respecto a la media, (b) respecto al punto 5, (c) respecto al
origen.

Hallar los cuatro primeros momentos con respecto a la media de los niimeros 0,0,0,1,1,1,1,1.
(a) Demostrar que m; = m3 — 5mimq + 10mi>m§ — 10m {3} + 4m/5. (b) Derivar una férmula aniloga para mg.

De un total de n nimeros, la fraccién p son unos mientras que la fraccion g = 1 — p son ceros. Hallar (a) m,
(b) my, (c) m3 y (d) my para los nimeros. Comparar con el Problema 5.118.

5 il Tabla 5-23
Calcular los primeros cuatro momentos con respecto a la media para la distribucion
de la Tabla 5-23. x f
Calcular los cuatro primeros momentos con respecto a la media para la distribucién 12
del Problema 5.98. : 14
Hallar (a) my, (b) my, (€) my, (d) my, (e) &, (f) s, (9) 22, () 25, (i) 27, ¥ (j) (x + 1)3 para s
la distribucién del Problema 5.101. 18 10
20
Hallar el coeficiente de (a) sesgo, (b) curtosis para la distribucion del Problema 5.121. 29 9
Hallar el coeficiente de (a) sesgo, (b) curtosis para la distribucién del Problema 5.98.
z TOTAL 30
Véase Problema 5.122.

Los momentos de segundo orden con respecto a la media de dos distribuciones son 9 y 16, mientras que los
momentos de tercer orden con respecto a la media son —8.1 y —12.8 respectivamente. ;Qué distribucién esta
mads sesgada a la izquierda?

Los momentos de cuarto orden respecto a la media de las dos distribuciones del Problema 5.126 son 230 y
780 respectivamente. ;Qué distribucién se aproxima mas a la distribucién normal desde el punto de vista de
(a) apuntamiento, (b) asimetria?
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PROBLEMAS DIVERSOS

5.128,

5.129.

5.130.

5.131.

5.132.

5.133.

5.134.

5.135.

5.136.

Una poblacion de 7 nimeros tiene una media de 40 y una desviacién tipica de 3. Si muestras de tamaiio 5 se
extraen de esta poblacion y se calcula la varianza de cada muestra, hallar la media de la distribucién muestral
de varianzas si el muestreo es (a¢) con remplazamiento, (b) sin remplazamiento.

Determinados tubos producidos por una compaiifa tienen una duracién de 900 horas y una desviacién tipica
de 80 horas. La compaiifa envia 1000 lotes de 100 tubos cada uno. ;En cudntos lotes cabe esperar que (a) la
duracién exceda 910 horas, (b) la desviacién tipica de la duracién exceda 95 horas? ;Qué suposiciones
deben hacerse?

En el Problema 5.129 si la mediana de duraciébn es de 900 horas, ;en cuintos lotes cabe esperar que la
mediana de duraci6én exceda a 910 horas? Comparar su solucién con el Problema 5.129(a) y explicar sus
resultados,

En un examen las calificaciones fueron normalmente distribuidas con media 72 y desviacién tipica 8. (a)
Hallar la calificaciébn minima del 20% superior de los estudiantes. (b) Hallar la probabilidad de que en una
muestra aleatoria de 100 estudiantes la calificacién minima del 20% superior sea menor que 76,

(a) Demostrar que las varianzas del conjunto de n nfimeros a, a + d, a + 2d, ..., a + (n— 1)d (es decir una
progresion aritmética con primer término a y razén d) estd dada por 1/12 (n2 — 1)d2. [Sugerencia: Utilizar
1+24+3+ - -+(n—1)=Inn—-1), 12+224+32+ -+ + (n—1)2 = %n(n—l)(2n—1).] (b) Emplear (a) enel
Problema 5.104.

Demostrar que 1os primeros cuatro momentos con respecto a la media de progresion aritmética o, a +d, a +
2d,..., a+(n—1)d son

i

1
m = 0, my, = E(vﬂ—l)d?, mg = 0, my = 240(n2—1)(3n2—7)d4

Comparar con el Problema 5.115. [Sugerencia: 14+ 24+ 34+ -+ + (n — 1)* = ﬁn(n —1)(2n — 1}3n2— 3n —
1).]

Una muestra de 8 observaciones se hace aleatoriamente de una poblacién. ;Cuil es la probabilidad de que las
primeras tres observaciones sean mayores que las Gltimas cinco?

Demostrar que V; y V, definidas en el Problema 5.22, pigina 175, son independientes.

Demostrar el resultado (19), pagina 160.




Capitulo 6

Teoria de estimacidn

ESTIMAS INSESGADAS Y ESTIMAS EFICIENTES

En el Capitulo 5 indicabamos que un estadistico se llama estimador insesgado de un parametro
poblacional si la media o esperanza del estadistico es igual al parametro. El valor correspondiente
del estadistico se llama estima insesgada del parametro.

EJEMPLO 6.1. La media X y la varianza S? definidas en las paginas 157 y 160 son estimadores insesgados de la

media poblacional ¢ y de la varianza poblacional 02, puesto que E(X) = », E(S2) = ¢2 Los valores ¥ y 32 se llaman
A A

estimas insesgadas. Sin embargo, S realmente es un estimador sesgado de 0, ya que en general I(S) # o.

Si las distribuciones muestrales de dos estadisticos tienen la misma media, el estadistico con la
menor varianza se llama estimador eficiente de la media. El valor correspondiente del estadistico
eficiente se llama estima eficiente. Logicamente se prefiere tener estimas que sean eficientes e
insesgadas, pero esto no siempre es posible.

EJEMPLO 6.2. La distribucién muestral de la media y la mediana, ambas tienen la misma media, la media pobla-
cional. Sin embargo, la varianza de la distribucién muestral de medias es mis pequeifia que la distribucién muestral de
medianas. Por tanto, la media provee una estima mas eficiente que la mediana. Véase Tabla 5-1, pagina 162,

En Ia practica se utilizan estimas sesgadas o no eficientes, por la relativa facilidad con que algunas de
ellas pueden obtenerse.

ESTIMAS POR PUNTOS Y ESTIMAS POR INTERVALOS. SEGURIDAD

La estima de un parametro poblacional dada por un nimero se llama estima de punto del
parametro. La estima de un parametro poblacional dada por dos nimeros entre los cuales se
considera que se encuentra dicho parametro se llama estima de intervalo del parametro.

EJEMPLO 6.3. Si se dice que una distancia viene dada por 5.28 pies, se esta dando una estima de punto. Si, por otra
parte, se dice que la distancia es 5.28 * 0.03 pies, es decir, la distancia real se encuentra entre 5.25 y 5.31 pies, se esta
dando una estima de intervalo.

La precision o conocimiento del error de una estima se conoce también como su seguridad.

ESTIMAS POR INTERVALOS DE CONFIANZA, DE PARAMETROS POBLLACIONALES

Sean ug v og la media y la desviacidn tipica (error tipico) de la distribucion muestral de un
estadistico S. Entonces, si la distribucion muestral de S es aproximadamente normal (lo que se ha
visto, que es cierto para muchos estadisticos, si el tamafio de muestra es n = 30), cabe esperar que el
estadistico S se encuentre en los intervalos us — oy a ug+ oy, pg— 20, a ps+20s 0 ug—30g a pg+
30, €l 68.279%,95.45% y 99.73% de las veces, respectivamente.

194
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Analogamente cabe esperar o se puede confiar en encontrar, ug en los intervalos S —o; a S+,
S—20,a S+20, 6 S—8og a S+30,en el 68.27%, 95.45% y 99.73% de las veces, respectivamen-
te. Por estos se pueden llamar a estos intervalos los intervalos de confianza del 68.27%, 95.45% y
99.73% para la estima de ug (es decir, para estimar el parametro poblacional, en el caso de un S in-
sesgado). Los nimeros extremos de estos intervalos (S = o, S = 20, S * 30¢) son llamados los limites
de confianza del 68.27%, 95.45% y 99.73% o, como otras veces se conocen, limites fiduciales.

Anilogamente, S +1.960, y S = 2.58 ¢, son los limites de confianza del 95% y 99% (6 0.95 y
0.99) para ug. El porcentaje de confianza se llama también nivel de confianza. Los nimeros 1.96,
2.58, etc., de los limites de confianza se llaman coeficientes de confianza o valores criticos y se
denotan por z,. De los niveles de confianza se pueden obtener los coeficientes de confianza y

reciprocamente.

En la Tabla 6-1 se dan los valores de 2z, que corresponden a distintos niveles de confianza
utilizados en la practica. Para niveles de confianza que no se encuentran en la tabla, los valores de 2z,
pueden sacarse de las tablas de la curva normal en el Apéndice C.

Tabla 6-1

Nivel de confianza | 99.73% 99%  98%  96%  95.45% 95% 90%  80% 68.27% 50%

Za 3.00 2.58 2.33 2.05 2.00 196 1.645 1.28 1.00 0.6745

En los casos donde un estadistico tiene una distribucion muestral que es diferente de la distri-
bucién normal (como chi-cuadrado, t 0 F) se hacen facilmente modificaciones apropiadas para
obtener los intervalos de confianza.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA MEDIAS

1. Grandes muestras (n = 30).

Si el estadistico S es la media muestral X, entonces los limites de confianza del 95% y 99% para
la estimacién de la media poblacional u, vienen dados por X =1.960; y X +2.58 o5 respectiva-
mente. Mas generalmente, los limites de confianza estan dados por X +z_¢; donde z, depende
del nivel de confianza que en cada caso se desee y puede obtenerse de la tabla anterior. Utilizan-
do los valores de oy, obtenidos en el Capitulo 5, se puede ver que los limites de confianza para
la media poblacional vienen dados por
X+ 2L (1)
vVn
en el caso de muestreo en una poblacion infinita o si el muestreo es con remplazamiento en una
poblacion finita y por
= o N—n
A =L 2

si el muestreo es sin remplazamiento ¢n una poblacion finita de tamano N.

En general, la desviacion tipica poblacional ¢ es desconocida, de modo que para obtener los
limites de confianza anteriores, se utiliza la estima muestral So S.

2. Pequeiias muestras (n < 30).

En este caso utilizamos la distribucién ¢ para obtener los niveles de confianza. Por ejemplo si
—to7s ¥ tors son los valores de T para los que el 2.5% del area se encuentra en cé}tda “cola” de
la distribucion ¢, entonces un intervalo de confianza para T esta dado por (véase pagina 161)

—tos < &—M < togs (3)
S
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de lo que se deduce que u se encuentra en el intervalo

A A

_ S 1

X — t.975—\/_—ﬁ < p < X+ t975% (4)
con el 95% de confianza. En general los limites de confianza para medias poblacionales estan
dados por

X = tci (5)

Vn

donde el valor ¢, puede leerse del Apéndice D.

Comparando (5) con (1) se observa que para pequefias muestras remplazamos 2, por t.. Paran
= 30, 2z, y t. son realmente iguales. Debe anotarse que una ventaja de la teoria de pequefias
muestras (que logicamente puede emplearse para grandes muestras, es decir, es exacta) es que S
aparece en (5) de modo que la desviacion tipica puede utilizarse en cambio de la desviacion
tipica poblacional (que generalmente se desconoce) en (1).

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA PROPORCIONES

Si el estadistico S es la proporcion de ““éxitos” en una muestra de tamafio n = 30 extraida de
una poblacion binomial en la que p es la proporcion de éxito (es decir, la probabilidad de éxito), los
limites de confianza para p vienen dados por P t z,0p, donde P es la proporcion de éxitos en la
muestra de tamafio n. Con los valores obtenidos en el Capitulo 5 de op, se tiene que los limites de
confianza para la proporcion poblacional son dados por

Pizc\/p_qutzc/w 6)
n n

para el caso de muestreo en una poblacion infinita, o con remplazamiento en una poblacion finita.
Analogamente los limites de confianza son

Pq IN—n

si el muestreo es sin remplazamiento en una poblacion finita de tamafio N. Obsérvese que estos
resultados se obtienen de (1) y (2) remplazando X por Py o por \/pq.

Para calcular estos limites de confianza puede utilizarse la estima muestral P para p. Un método
mas exacto se da en el Problema 6.27.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA DIFERENCIAS Y SUMAS

Si 8§, v S, son dos estadisticos muestrales con distribuciones muestrales aproximadamente
normales, los limites de confianza para la diferencia de los parametros poblacionales correspon-
dientes aS, y S, vienen dados por

SI—SZIZCUSI—SQ = S, _Sztzc\/".él""’gz (8)
mientras que los limites de confianza para la suma de los parametros poblacionales son
S1+S2izr“SI+S2 = Sl+82izc\/‘7§,+"§2 (9)

con tal de que las muestras sean independientes.

Por ejemplo, los limites de confianza para la diferencia de dos medias poblacionales, en el caso
de que las poblaciones sean infinitas, vienen dados por

= L _ s o o2
XA E e o =X = XN E'

et R 2) 0
2 @l N1 No (1 )
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'donde X, 0, n, y X,, 0, n, son las respectivas medias, desviaciones tipicas y tamarfios de las dos
muestras extraidas de las poblaciones.

Analogamente, los limites de confianza para la diferencia de dos proporciones poblacionales,
siendo las poblaciones infinitas, estan dados por

P _P + = I,1 _1_)2i chpl(l—pl)+p2(1’_p2) (11)

¢ Pi—P, ni n2

donde P, y P, son las dos proporciones muestrales, n, y n, son los tamafios de las dos muestras

extraidas de las poblaciones, y p, y p, son las proporciones en las dos poblaciones (estimadas por
P,y P,).

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA VARIANZAS

El hecho de que 7S%/¢* = (n — 1)S?%/¢? tenga una distribucion chi-cuadrado con n — 1 grados de
libertad nos permite obtener los limites de confianza para 0% 6 ¢. Por ejemplo si x%2; ¥ X% son los
valores de x* para los cuales 2.5% del area se encuentra en cada “‘cola’ de la distribucion, entonces
un intervalo de confianza del 95% es

A L JUSE

Xozs = "2 _é X'ors (22)

o de manera equivalente .
n—1)S82
X?o2s = ( > )_‘ = X.2975 (13)

o

De esto vemos que ¢ puede estimarse que se encuentra en el intervalo

SVE ., - Sya o
X 975 X.02s

2 Syn—-1 _ §\/n—1 (15)
X 975 y X.025

con confianza de 95%. En forma semejante otros intervalos de confianza pueden encontrarse.

Generalmente es deseable que la amplitud del intervalo de confianza sea tan pequeho como
posible. Para estadisticos con distribuciones muestrales simétricas, como las distribuciones normal y
t, esto se consigue utilizando colas de areas iguales. Sin embargo, para distribuciones no simétricas,
como la distribucion chi-cuadrado puede ser deseable ajustar las areas en las colas de tal manera que
se obtenga el intervalo mas pequefio. El proceso se ilustra en el Problema 6.28.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA RELACIONES DE VARIANZAS

En el Capltulo 5, pagina 161, vimos que si dos muestras aleatorias independientes de tamafios m

2
y n con varianzas Sl, S: se extraen de‘dos poblaciones distribuidas normalmente de varianzas o2, o?

8% ]
respectivamente, entonces la variable aleatoria A; c; tiene una distribucion ¥ conm — 1, n — 1
21
grados de libertad. Asi por ejemplo si denotamos por F.o1 y F .9 los valores de F para los cuales 1%
del area se encuentra en cada “cola” de la distribucion F, entonces con 98% de confianza tenemos
S2/e2
Fog = ,\1 L = Fo (26)
S2/a2
De esto podemos ver que un intervalo de confianza del 98% para la relacion de varianzas o}/ de las
dos poblaciones viene dada por

18 A4 18 (17)
F.99§§ o2 F01§§
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Adviértase que Fgo se obtiene de la tabla del Apéndice F. El valor de F'.o, es el inverso de F o con
los grados de libertad para el numerador y el denominador invertidos, de acuerdo con el Teorema
4-8, pagina 118.

De una manera semejante podriamos hallar un intervalo de confianza del 90% empleando la
tabla apropiada en el Apéndice F. Esto vendria dado por

N

ik

1
Fq

1A

(18)

L 2
Fos 3

<

OJ)IUJ)

N

C/J>| >

NN

ESTIMAS DE MAXIMA VEROSIMILITUD

Aunque los limites de confianza tienen valor para estimar un parametro poblacional es conve-
niente tener un estimador por punto. Para obtener el “mejor” de tales estimadores, empleamos una
técnica conocida como el estimador de mdxima verosimilitud, debida a Fisher.

Para ilustrar el método suponemos que la poblacién tiene una funcién de densidad que contiene
un parametro poblacional, por ejemplo 8, que se va a estimar por un estadistico determinado.
Por tanto, la funcion de dens1dad puede denotarse por f(x, §). Suponiendo que hay n observaciones
independientes X, ,. .., X,, la funcidn de densidad conjunta para estas observaciones es

L = f(x1,0) f(x2,0) - - f(%r, 6) (19)

que se llama la verosimilitud. La mdxima verosimilitud puede obtenerse tomando la derivada de L con
respecto a 6 e igualandola a cero. Para este propdsito es conveniente tomar primero el logaritmo y
luego la derivada. De esta manera hallamos

1 of(m) 1 f(xn, 6)
f@n) 90 T Va8

0 (20)

De aqui podemos obtener  en términos de x, .

El método puede generalizarse. Asi para el caso donde existan varios parametros tomamos las
derivadas parciales con respecto a cada uno de los parametros, los igualamos a cero y resolvemos las
ecuaciones resultantes simultaneamente.

Problemas resueltos

ESTIMAS INSESGADAS Y EFICIENTES

6.1. Dar ejemplos de estimadores (o estimas) que sean (a) insesgados y eficientes, (b) insesgados y
no eficientes, (c) sesgados y no eficientes.

u A
(a) La media muestral X y la varianza muestral modificadas S? = - ﬁ i S? son dos de tales ejemplos.

(b) La mediana muestral y el estadistico muestral (@, + Q;), donde @, y @3 son las cuartilas muestrales
inferior y superior, son dos de tales ejemplos. Los dos son estimadores insesgados de la media poblacio-
nal, puesto que la media de sus distribuciones muestrales es la media poblacional. Sin embargo ambos no
son eficientes si se les compara con X.

(¢) La desviacién tipica muestral S, la desviacién tipica modificada S, la desviacién media y el recorrido
semi-intercuartilico son cuatro de tales ejemplos.
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6.2. Una muestra de cinco medidas del diametro de una esfera se registraron como 6.33, 6.37,
6.36, 6.32 y 6.37 centimetros. Determinar unas estimas insesgadas y eficientes de (a) la
verdadera media, (b) la verdadera varianza.

(a) Estima insesgada y eficiente de la verdadera media (es decir, de la media poblacional).

- Sz 6.33 + 6.37 + 6.36 +6.32 + 6.37 .
B = = = 5 = 6.35 ¢cm

(b) Estima insesgada y eficiente de la verdadera varianza (es decir, de la varianza poblacional).

Ay n s _ S(x — )2
5 n—ls n—1

{6.33 — 6.35)2 + (6.37 — 6.35)2 + (6.36 — 6.35)2 + (6.32 — 6.35)% - (6.37 — 6.35)2
5—1

= 0.00055 cm?

Nétese que S = 1/0.00055 = 0.023 es una estima de la verdadera desviacién tipica pero esta estima no
es insesgada ni eficiente.

6.3. Supongase que las estaturas de 100 estudiantes de la Universidad XYZ representan una
muestra aleatoria de las estaturas de los 1546 estudiantes de la universidad. Determinar unas
estimas insesgadas y eficientes de (a) la verdadera media, (b) la verdadera varianza.

(a) Del Problema 5.33:

Estima insesgada y eficiente dé la verdadera altura media = & = 67.45 pulgadas.

(b) Del Problema 5.38:

Estima insesgada y eficiente de la verdadera varianza = §2 = S §2 = —9?(8.5275) = 8.6136

Asi § = 1/8.6136 = 2.93. Adviértase que puesto que n es grande, no hay esencialmente diferencia entre s>
y§20 entre s y §.

'

6.4. Dar una estima insesgada y no eficiente del verdadero didmetro medio de la esfera del
Problema 6.2,

La mediana es un ejemplo de una estima insesgada y no eficiente de la media poblacional. Para las cinco
medidas puestas en orden de magnitud la mediana es 6.36 cm.

ESTIMAS POR INTERVALOS DE CONFIANZA PARA MEDIAS (GRANDES MUESTRAS)

6.5. Hallar los intervalos de confianza del (a) 95% y (b) 99 % para estimar la estatura media de los
estudiantes de la Universidad XYZ del Problema 6.3.

{(a) Los limites de confianza del 95% son X = 1.96¢/y/n.

Utilizando & = 67.45 pulgadas y § = 2.93 pulgadas como una estima de o (véase Problema 6.3), los
limites de confianza son 67.45 + 1.96(2.93/1/100) 6 67.45 = 0.57 pulgadas. As{, pues, el intervalo de
confianza del 95% para la media poblacional u es 66.88 a 68.02 pulgadas, que puede denotarse por
66.88 < u < 68.02.

Se puede, por tanto, decir que la probabilidad de que la estatura media de la poblacién se encuentre
entre 66.88 y 68.02 pulgadas e ¢! 95% 6 0.95. En simbolos se escribird P(66.88 < u < 68.02) = 0.95,
Esto es equivalente a decir que se tiene un 95% de confianza en que la media de la poblacion (o verda-
dera media) se encuentre entre 66.88 y 68.02 pulgadas.

(b) Loslfmites de confianza del 99% son X - 2.58 o/\/n. Para la muestra dada

= 6745 * 2.58-&'(& = 67.45 = 0.76 pulgadas

s
Vr V100
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Asf, pues, el intervalo de confianza del 99% para la media poblacional u es 66.69 a 68.21 pulgadas, que
puede denotarse por 66.69 < u < 68.21.

Para obtener los intervalos de confianza, se supone que la poblacién es infinita o tan grande que se pueda

considerar que las condiciones son las mismas que si el muestreo fuese con remplazamiento, Para

poblaciones finitas y muestreo sin remplazamiento, se utilizarfa % Al ‘:‘..__ll?. en lugar de % Sin
v N — n

N — | 1546 — 100
embargo, se puede considerar el factor \} N = T - \f ; 1‘5 ;_i'-‘-;- —; = 0.967 como 1.0, de modo que no

es necesario utilizarlo. Si se utiliza, los limites de confianza anteriores se convierten en 67.45 + 0.56 y
67.45 * 0.73 pulgadas, respectivamente,

6.6. Las medidas de los didmetros de una muestra de 200 cojinetes de bolas hechos por una
determinada maquina durante una semana dieron una media de 0.824 pulgadas y una desvia-
cion tipica de 0.042 pulgadas. Hallar los limites de confianza del (a) 95% y (b) 99% para el
diametrce medio de todos los cojinetes.

(a)

(®)

Los limites de confianza del 95% son

A
_ : 0.042
X =196-= = & + 1.96-= = 0824 = 1.96——= = 0.824 = 0.0058 pulgadas
vn Vn V200
6 0.824 = 0.006 pulgadas
Los limites de confianza del 99% son
A 3 0.042
X 2582 = & = 258->— = 0.824 = 2.58 = 0.824 = 0.0077 pulgadas
Va Vn V200

6 0.824 * 0.008 pulgadas.
Adviértase que s2 ha supuesto que la desviacion tipica dada es la desviacién tipica modificada 5. Si la

desviacién tipica dada fuese S, se habria empleado 5 = Vn/(n —1)s = \/200/199 s que puede tomarse
como § para todos los propésitos practicos. En general, para n = 30 se puede asumir que s y § son
pricticamente iguales.

6.7. Hallar los limites de confianza del (a) 98%, (b) 90% y (c) 99.73% para el diametro medio de
los cojinetes del Problema 6.6.

(e)

(%)

()

Sea z,, tal que el 4rea bajo la curva normal a la derecha de z = z,, es

1%. Entonces por simetria, el drea a la izquierda de z=—z_ es
también 1%, de modo que el drea sombreada es el 98% del area
total.

Puesto que el drea total bajo la curva es 1, el drea desde z = 0 es
z=2z, e50.49; de aqui que z, = 2,33.

As{, pues, los limites de confianza del 98% son =

z=233-= = 0.824 = 23322 _ (924 + 0.0060 pulgadas Fig. 6-1
v V200

Se busca z, tal que el drea desde z = 0 a z =z, sea 0.45:
entonces z, = 1.645,

Asfi, pues, los limites de confianza del 90% son

0.042

&+ 1.645 —— = 0.824 = 1.645 ——= = 0.824 = 0.0049 pulgadas
Vn 200
Los limites de confianza del 99.73% son —z. Ze

= 0824 = 3222 _ 854 + 0.0089 pulgadas. Fig. 6-2

37
Vn V200

=
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6.8.

6.9.

Al medir el tiempo de reaccion, un sic6logo estima que la desviacién tipica del mismo es de
0.05 segundos. ;Cual es el nimero de medidas que debera hacer para que sea del (@) 95% y
(b) 99% la confianza de que el error de su estima no exceda de 0.01 segundos?

(@) Los limites de confianza del 95% son X =+ 1.96 ¢/1\/n, siendo el error de la estima 1.96 o/V/n. Tomando 0 =
s = 0.05 segundos, se tiene que el error serd igual a 0.01 si (1.96)(0.05)/vz = 0.01, es decir, yn =
(1.96)(0.06)/0.01 = 9.8 6 n = 96.04. Asi, pues, se puede estar en la confianza del 95% de que el error de
la estima serd menor de 0.01 si n es 97 o mayor.

(b) Los limites de confianza del 99% son X = 2.580/y/n. Entonces (2.58)(0.05)/v/n = 0.01, 6 n = 166.4. Asf,
pues, se tiene la confianza del 99% de que el error de la estima serd menor de 0.01 solamente sin es 167
0 mayor,

Una muestra aleatoria de 50 calificaciones de matematicas de un total de 200, arrojo una
media de 75 y una desviacion tipica de 10. (a) ;Cuales son los limites de confianza del 95%
para la estima de la media de las 200 calificaciones? (b) ;Con qué grado de confianza podra

.decirse que la media de las 200 calificaciones es 75 + 1?

(@) Puesto que la poblacién no es muy grande en relacién con el tamafio de la muestra, debe emplearse la
formula para poblaciones finitas con muestreo sin remplazamiento. Entonces los limites de confianza del

95% son
ISNe= (900 — 50
s 3 o n o 10 200 — 50 _ la
X 1960z = X:I'QSﬁ\,N—l = 751'1.96——50 200 -1 75 = 24

(b) Loslimites de confianza pueden representarse por

o |[N—-—=n _ (10) 200 — 50 _ o
'ZCWVN_I —75izc\/_—50 20 -1 ~ 75 = 1.23 2,

Puesto que esto debe ser igual a 75 * 1, se tiene que 1.23 z, =1 6 z, = 0.81. El 4rea bajo la curva normal
desde z = 0 a z = 0.81 es 0.2910; de aqui que el grado de confianza pedido sera 2(0.2910) = 0,582 6
68.2%.

Xizcax = XK=

ESTIMAS POR INTERVALOS DE CONFIANZA PARA MEDIAS (PEQUENAS MUESTRAS)

6.10. Los coeficientes de confianza del 95% (‘‘doble cola’)

6.11.

para la distribucion normal vienen dados por +1.96.
(Cuales son los coeficientes correspondientes para la dis-
tribucion ¢t si (a) v =9, (b) v =20, (c) v =30, (d) v =607

Para los coeficientes de confianza del 95% (‘‘doble cola’’) el frea
total en la Fig. 6-3 debe ser 0.05, Asf el drea sombreada en la cola
derecha es 0.025 y el valor critico correspondiente est o;5.Entonces
los coeficientes de confianza pedidos son *t ,;;. Para los valores .
de v dados estos son (@) +2.26, (b) *2.09, (c) =2.04, (d) =2.00. Fig. 6-3

Una muestra de 10 medidas del diametro de una esfera dio una media & = 4.38 pulgadas y
una desviacion tipica s = 0.06 pulgadas. Hallar los limites de confianza para el diametro
verdadero del (@) 95% y (b) 99%.

(@) Loslimites de confianza del 95% estdn dados por X = t ¢;:(S/Vn—1).

Puesto que » = n — 1 = 10 — 1 = 9, hallamos ¢ y;; = 2.26 [véase también Problema 6.10(¢)]. Entonces
utilizando X = 4.38 y s = 0.06, los limites de confianza del 95% pedidos son

4.38 = 226208 _ 438 = 0.0452 pulgadas

v10—1
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6.12.

6.13.

6.14.

TEORIA DE ESTIMACION [caP. 6
Asf, pues, se puede estar en la confianza del 95% de que el valor verdadero se encuenira entre 4,38 —
0.045 = 4.335 pulgadas y 4.38 + 0.045 = 4.425 pulgadas.
(b) Para » =9, tg9; = 3.25. Entonces los limites de confianza del 99% son

X = t905(S/Vn—1) = 4.38 £3.25(0.06/VI0—1) = 4.38 * 0.0650 pulgadas
y el intervalo de confianza del 99% es 4.315 a 4.445 pulgadas.

(a) Solucionar el Problema 6.11 suponiendo validos los métodos de la teoria de grandes
muestras. (b) Comparar los resultados de los dos métodos.

(@) Mediante los métodos de la teoria de grandes muestras los limites de confianza del 95% son

X +196-2 = 438 =196%% - 438 + 0.037 pulgadas A
Vi V10

donde se ha utilizado la desviacién tipica muestral 0.06 como estima de 0. Anilogamente, los limites de
confianza del 999 son 4.38 = (2.58)(0.06)//10 = 4.38 = 0.049 pulgadas.

(b) En cada caso, los intervalos de confianza obtenidos mediante los métodos de pequeiias muestras o teorfa
exacta del muestreo son mis anchos que los obtenidos por los métodos de grandes muestras. Esto era de
esperarse dada la menor precision que se obtiene en pequefias muestras con relacién a las grandes
muestras.

ESTIMAS POR INTERVALOS DE CONFIANZA DE PROPORCIONES

Una muestra de 100 votantes elegidos aleatoriamente entre todos los de un distrito dado,
indico que el 55% de ellos estaban a favor de un determinado candidato. Hallar los limites de
confianza del (a) 95%, (b) 99% y (c) 99.73% para la proporcion de todos los votantes que
estaban a favor de este candidato.

(a) Loslimites de confianza del 95% para la poblacién p son

P = 1960, = P =196 @ = 055+1qe1/(05i(§845) 0.55 + 0.10

donde se ha tomado la proporcién muestral 0.55 para estimar p,
(b) Los limites de confianza del 99% para p son 0.55 = 2.58/(0.55)(0.45)/100 = 0.55 = 0.13.

(¢) Los lfmites de confianza del 99.737% para p son 0.55 % 8/(0.55)(0.45)/100 = 0.55 = 0.15.

Para hacer este problema de una forma més exacta, véase Problema 6.27.
(Qué tamafio de muestra debe tomarse en el Problema 6.13 para que la confianza de que el
candidato sea elegido sea del 95%

El candidato se elige si p > 0,50, y para tener una confianza del 95% de su eleccién necesitamos que Prob
(p > 0.50) = 0.95. Puesto que (P — p)/Vp(1 — p)/n es normal asintéticamente,

P—p \
Prob<— < B =32 gy
Vo(l —p)/n ) \/2_— .[
6 Prob(p > P — gvVp(1 —p)/n) =

8
e-u2/2 du

1
Var f—z
Al comparar con Prob(p > 0.50) = 0.95 utilizando el Apéndice C indica que
P — BvVpl—p)/n = 0.50 donde B = 1.645

Entonces, utilizando P = 0.55 y la estima p = 0.55 del Problema 6.13, tenemos

0.55 — 1.645V/(0.55)(0.45)/» = 0.50 6 n = 271



CAP. 6] TEORIA DE ESTIMACION 203

6.15.

En 40 lanzamientos de una moneda, se obtuvieron 24 caras. Hallar los limites de confianza
del (@) 95% y (b) 99.73% para la proporciéon de caras que se obtendrian en un ilimitado
namero de lanzamientos de la moneda.

(a) Al nivel del 95%, z, = 1.96. Sustituyendo los valores P = 24/40 = 0.6 y n = 40 en la férmula p=P=xz
VP(1 — P)/n, se tiene p = 0.60 * 15, dando el intervalo 0.45 a 0.75,

(b) Al nivel del 99.73%, z. = 3. Mediante la férmula aproximada p = P = z2.VP(1 — P)/n, se tiene p = 0.60
* 0.23, dando, pues, el intervalo 0.37 a 0.83.

La féormula mas exacta del Problema 6.27 da el intervalo de confianza del 95% como 0.45 a 0.74 y el
intervalo de confianza del 99.73% como 0.37 a 0.79.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA DIFERENCIAS Y SUMAS

6.16.

6.117.

Una muestra de 150 bombillas del fabricante A dieron una vida media de 1400 horas y una
desviacion tipica de 120 horas. Una muestra de 100 bombillas del fabricante B dieron una
vida media de 1200 horas y una desviacion tipica de 80 horas. Hallar los limites de confian-
za del (a) 95% y 99% para la diferencia de las vidas medias de las poblaciones A y B.

Los limites de confianza para la diferencia de medias de A y B son dados por

2 2
- = as g
Xy — Xp £ 2,4/ A+ LB
Ny ng

(a) Los limites de confianza del 95% son: 1400 — 1200 =+ 1.961/(120)2/150 + (80)2/100 = 200 = 24.8.

Asi, pues, se puede esperar con el 95% de confianza que la diferencia de las medias de las poblaciones se
encuentre entre 175 y 225 horas.

(b) Los limites de confianza del 99% son: 1400 — 1200 2.581/(120)2/150 + (80)2/100 = 200 = 32.6.

Asi, pues, se puede esperar con el 99% de confianza que la diferencia de las medias de las poblaciones se
encuentre entre 167 y 233 horas.

En una muestra aleatoria de 400 adultos y 600 adolescentes que velan un cierto programa de
television, 100 adultos y 300 adolescentes dijeron que les gustaba. Hallar los limites de
confianza del (a) 95% y (b) 99% para la diferencia de proporciones de todos los adultos y
adolescentes que ven el programa y les gusta.

Los limites de confianza para la diferencia de proporciones de los dos grupos estan dados por

q Pa2q
Py~ By = F i +ﬂ
2 N m no

donde los subindices 1 y 2 se refieren a adolescentes y adultos, respectivamente. Aqui P; = 300/600 = 0.50
y P, = 100/400 = 0.25 son las proporciones respectivas de adolescentes y adultos a quienes les gusta el
programa.

(a) Los limites de confianza del 95% son 0.50 — 0.25 = 1.96/(0.50)(0.50)/600 + (0.25)(0.75)/400 = 0.25 = 0.06.

As{, pues, se puede esperar con confianza del 95% que la verdadera diferencia de proporciones se
encuentre entre 0.19 y 0.31.

(b) Los limites de confianza del 99% son 0.50 — 0.25 + 2.58/(0.50)(0.50)/600 -+ (0.25)(0.75)/400 = 0.25 = 0.08.

Asi, pues, se puede esperar con confianza del 99% que la verdadera diferencia de proporciones se
encuentre entre 0.17 y 0.33.
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6.18. El voltaje medio de las baterias producidas por una compania es de 45.1 V y la desviacion
tipica 0.04 V. Si se conectan 4 baterias en serie, hallar los limites de confianza del (a) 95%,
(b) 99%, (c) 99.73% y (d) 50% para el voltaje total.

SiE,, E,, E; y E, representan los voltajes de las 4 baterias, se tiene

— = 2 2 2 2
HE(+Ey+Eg+E, — HE, ~ KE, & “E, T eg, y IE + By + Eg+ E, \/aEx +0E2 g 8, v %Es

Entonces, puesto que My, = g, =

z, = #g, = 45.1 voltios y og =0, = o, =0, = 0.04 voltios,

BE+E,+E+E, — 4(45.1) = 180.4 y g+, bk e, — V4(0.04)7 = 0.08

(a) Los limites de confianza del 95% son: 180.4 = 1.96(0.08) = 180.4 = 0.16 voltios.
(b) Los limites de confianza del 99% son: 180.4 = 2.58(0.08) = 180.4 = 0.21 voltios.
(c) Los limites de confianza del 99.73% son: 180.4 = 3(0.08) = 180.4 = 0.24 voltios.
(d) Los limites de confianza del 50% son: 180.4 = 0.6745(0.08) = 180.4 = 0.054 voltios.

El valor de 0.054 voltios se llama error probable,

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA VARIANZAS

6.19. La desviacion tipica de las duraciones de una muestra de 200 bombillas fue de 100 horas.
Halldr los limites de confianza del (a) 95% y (b) 99% para la desviacion tipica de la poblacién
de tales bombillas.

En este caso se aplica la teoria de grandes muestras. Por tanto (véase Tabla 5-1, péagina 162) los limites de
confianza para la desviaci6n tipica de la poblacién son dados por S = z,0/1/2n, donde z, indica el nivel de
confianza. Se utiliza la desviacion tipica muestral para estimar 0.

(@) Al nivel del 95% los limites de confianza son: 100 = 1.96(100)/1/400 = 100 = 9.8.

Asf, pues, se puede esperar con confianza del 95% que la desviacién tipica de la poblacién se encuentre
entre 90.2 y 109.8 horas.

(b) Al nivel del 99% los limites de confianza son: 100 = 2.58(100)//400 = 100 =+ 12.9.

Asf, pues, se puede esperar con confianza del 99 que la desviacién tipica de la poblacién se encuentre
entre 87.1 y 112.9 horas.

6.20. ;Qué tamafio de muestra en el Problema 6.19 debera tomarse para que con confianza del
99.73% la verdadera desviacion tipica de la poblacion ::o difiera de la desviacién tipica
muestral en mas del (a) 5%, (b) 10% ?

De igual forma que en el Problema 6.19, los limites de confianza del 99,73% para 0 son S *+ 30/V/2n = s =
3s/v/2n, utilizando s como una estima de 0. Entonces el error porcentual de la desviacién es

3s/Vem 300 .

(@) Si 300/y2n =5, entonces n = 1800. Asf, pues, el tamaiio de la muestra deberi ser 1800 o mis.

(b) Si 300/v2n = 10, entonces n = 450. Asf, pues, el tamaiio de la muestra debers ser 450 o mis,

6.21. La desviacion tipica de las estaturas de 16 estudiantes seleccionados aleatoriamente en un
colegio de 1000 estudiantes es 2.40 pulgadas. Hallar los limites de confianza del (a) 95% y
(b) 99% de la desviacion tipica para todos los estudiantes del colegio.

(@) Loslimites de confianza del 95% estin dados por SV#/xg75 ¥ SVA/x 025
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Para » = 16 —1 = 15 grados de libertad, x375 = 27.5 6 x.g75 = 5.24 ¥ Xx%25 = 6.26 & x g95 = 2.50.

Entonces los limites de confianza del 95% son 2.401/16/5.24 y 2.401/16/2.560, esto es, 1.83 y 3.84
pulgadas. Por tanto se tiene la confianza del 95% de que la desviacién tipica poblacional se encuentra
entre 1,83 y 3.84 pulgadas.

Los limites de confianza del 99% estin dados por SV#/x905 ¥ SVn/x.005-

Para ¥ = 16 — 1 = 15 grados de libertad, y%o; = 32.8 0 x.g05 = 573 ¥ X905 = 4.60 8 x5 = 2.14.

Entonces los limites de confianza del 99% son 2.40V/16/5.73 y 2.40/16/2.14, es decir, 1.68 y 4.49
pulgadas. Por tanto se tiene la confianza del 99% de que la desviacion tipica poblacional se encuentra
entre 1.68 y 4.49 pulgadas.

6.22. Solucionar el Problema 6.19 utilizando la teoria de pequefias muestras.

(a)

(&)

Los limites de confianza del 95% estédn dados por SVn/x g75 ¥ SVn/x.095-

Para v = 200 — 1 = 199 grados de libertad, hallamos como en el Problema 4.11, pagina 137.

s = %(z975+\/2(199)—1)2 = %(1.964—19.92)2 = 239
B %(z025+\/2(199)—1)2 = %(—1.96+19.92)2 = 161

de donde xg;5; =155 'y x5 = 12.7.

Entonces los limites de confianza del 95% son 100y/200/15.5 = 91.2 y 100V/200/12.7 = 111.3 horas
respectivamente. Por tanto se tiene la confianza del 95% de que la desviaci6n tipica poblacional se
encuentra entre 91.2 y 111.3 horas.

Este resultado debe compararse con el del Problema 6.19(a).

Los limites de confianza del 999 estan dados por SVn/xg95 ¥ SV71/x.005-
Para v = 200 — 1 = 199 grados de libertad,

%(z ooz T V2(199) —1)2 = £ (2.58+19.92)2 = 253
i
X.2005 = 5 (2,005 + v2(199) -1 _2

2 -
X095

il

DOk bSO =

(—2.568 +19.92)2 = 150

de donde x g9; = 15.9 'y x.g05 = 12.2.

Entonces los limites de confianza del 999% son 100y/200/15.9 = 88.9 y 100/200/12.2 = 115.9 horas
respectivamente. Por tanto se tiene la confianza del 99¢% de que la desviacidén tipica poblacional se
encuentra entre 88.9 y 115.9 horas.

Este resultado debe compararse con el del Problema 6.19(b).

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA RELACIONES DE VARIANZAS

6.23. Dos muestras de tamafios 16 y 10 respectivamente se extraen aleatoriamente de dos poblacio-
nes normales. Si se encuentra que sus varianzas son 24 y 18 respectivamente hallar los limites
de confianza del (a) 98% y (b) 90% para la relacion de varianzas.

(@)

Tenemos m = 16, »n = 10, s‘f = 20, sg = 18 de modo que
oo om_, _ (16 L
T = ;7318 < <15>(24) 25.2
DY = _')l_ L = E =
8 = 1% <9 (18) 20.0
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Del Problema 4.47(b), pagina 139, tenemos F gy = 4.96 parav; =16 —1 =15y ¥, =10 —1 =9 grados
de libertad. También del Problema 4.47(d), tenemos para ¥; = 15 y ¥, = 9 grados de libertad F , =
1/3.89 de modo que 1/F 4, = 3.89. Entonces utilizando (17), pagina 197, hallamos para el intervalo de

confianza del 98%.
2
1\(252) _ o 2.2
(4.96><20.0> T a2 T (3'89)<20.0>

é _ 0283 = — = 4.90

1A

(b) Como en (g) hallamos del Apéndice F que Fgs = 2.84 y F, = 1/2.59. Por tanto el intervalo de
confianza del 90% es
2
1 /252 = A 25.2
2.84<20.0> =z = ‘2'59)<2o.0

2
3 04437 = L = 3263
%

Obsérvese que el intervalo de confianza del 90% es mucho més pequeiio que el intervalo de confianza del
98%, como logicamente era de esperarse.

6.24. Hallar los limites de confianza del (a) 98% y (b) 90% para la relacion de las desviaciones

tipicas del Problema 6.23.

Al tomar la raiz cuadrada de las desigualdades del Problema 6.23 hallamos los limites de confianza para el
98% y el 90%.

o

(@) ‘ 053 = — = 221
4]

) 067 = 2 = 1.39
4]

ESTIMAS DE MAXIMA VEROSIMILITUD
6.25. Si n observaciones X,,..., X, se toman de una poblacion distribuida normalmente de la

cual se desconoce la media y se conoce la varianza. Hallar la estima de maxima verosimilitud
de la media.

Puesto que f@e,n) = 1 e~ (T —1)2/202

2702
tenemos
@ L = f@uu) f@n,u) = (2rod) n2e~Tm- w2t
Por tanto
z ML = —2n@rod) — 555 3 (z — w2
@ nL = -3l — 553 (@~

Tomando la derivada parcial con respecto a u, resulta

® 1% = L3@-w
Fijando dL/du = 0 resulta

4) S(@c—p) = 0 esdecir Sz, —nu = 0
i 3

(6) n =4:k

Asf la estima de méxima verosimilitud es la media muestral.
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6.26. Si en el Problema 6.25 se conoce la media pero se desconoce la varianza, hallar la estima de
maxima verosimilitud de la varianza.

)

Si escribimos f(xy, 02) en cambio de f(x, u), todo lo efectuado en el Problema 6.25 hasta la ecuacién (2) se
aplica. Entonces tomando la derivada parcial con respecto a 02, tenemos

1oL _ _m 1 -2
Li = 22 T aep= @

Fijando dL/do? = 0 hallamos
2 (o — p)?
n

(72 =

Véase Problema 6.63.

PROBLEMAS DIVERSOS

6.27. (a) Si P es la proporcion observada de éxitos en una muestra de tamafio n, mostrar que los
limites de confianza para estimar la proporcion de éxitos p en la poblacion a un nivel de
confianza determinado por z. estan dados por

22 P(1—P)  z?
P on T * n T dn

2¢

1 +

(b) Utilizar la féormula de (a) para obtener los limites de confianza del 99.73% del Problema
6.13. (¢) Mostrar que para grandes valores de n la formula de (a) se reduce a p =P =2,
VP(1 — P)/n, como la utilizada en el Problema 6.13.

—p_ _P—-p )
or Vp(l —p)/n

Los valores mayor y menor de esta variable tipificada son *z,, donde z, determina el nivel de confianza.
En estos valores extremos, por tanto, se tiene

(=
Be—Rel k= izc,"p.ln )

Elevando al cuadrado los dos miembros,

P2 — 2pP + p2 = zgl’(_l_nfl)

(a) La proporcién muestral P en unidades tipificadas es P

Multiplicando los dos miembros por n y simplificando, queda,

(n+22)p2 — (2nP + 22)p + P2 = 0

Si a=n+22 b=—(2nP +:22) y ¢ = nP2, esta ecuacidén se reduce a ap?+ bp + ¢ = 0, cuyas solucio-
nes para p son dadas por la f6rmula cuadritica
—b Vb2 —dac _  2nP + 22 = V/(2nP +22)2 — 4(n + 22)(nP?)
i 2a - 2(n + 22)
2nP + 22 = z./4nP(1 — P) + 22
= 2n + 22)

Dividiendo numerador y denominador por 2n, se tiene

2% 5 P(1—P)+zé’
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(b) Para los limites de confianza del 99.73%, z. = 3. Entonces, utilizando P = 0.55 y n = 100 en la férmula
de (a), se tiene p = 0.40 y 0.69 en acuerdo con el Préblema 6.13(a).

(¢) Si n es grande, entonces z%/2n, 22/4n2 y z%/n son despreciables y pueden sustituirse por cero, de forma
que se obtiene la férmula pedida.

¢Es posible obtener un intervalo de confianza del 95% para la desviacion tipica poblacional
cuya amplitud sea menor que la del Problema 6.22(a)?

Los limites de confianza del 95¢ para la desviacién tipica poblacional como se hallaron en el Problema
6.22(a) fueron obtenidos escogiendo valores criticos de X2 de tal manera que las dreas en cada cola fueran
2.56%. Es posible hallar otros limites de confianza escogiendo valores criticos de x? para los cuales la suma de
las 4reas en las colas sea 5%, 6 0.05, pero de tal manera que las dreas en cada cola no sean iguales.

En la Tabla 6-2 se indican varios valores criticos y los correspondientes intervalos de confianza del 95%.

Tabla 6-2
Valores Criticos | Intervalo de confianza | 4, plitud
X1 = 12.44, x5 = 15.32 92.3 a 113.7 | 214
xor = 12.64, xor = 15.42 | 91.7 a 111.9 | 202
x5 = 1276, xos = 15.54 910 a 1108 19.8
[ xos = 1285, xop = 15.73 899 a 110.0 20.1

De la tabla se observa que un intervalo del 95%, de amplitud solamente 19.8,es de 91.0a 110.8.

Un intervalo con amplitud atin menor puede hallarse continuando el mismo método de aproximacién
empleando valores criticos tales como x¢3; ¥ xos1» X032 ¥V Xaser ete.

Sin embargo, en general, la disminucién en el intervalo que se obtiene es comiinmente despreciable y no
justifica el trabajo involuerado.

Problemas suplementarios

ESTIMAS INSESGADAS Y EFICIENTES

6.29.

6.30.

6.31,

Las medidas de pesos de una muestra fueron registradas como 8.3, 10.6, 9.7, 8.8, 10.2 y 9.4 libras,
respectivamente. Determinar estimas insesgadas y eficientes de (a) la media de la poblacién y (b) la varianza
de la poblacién. (c) Comparar la desviacién tipica muestral con la desviacion tipica de la poblacién estimada.

Una muestra de 10 tubos de televisién producidos por una compaiia, dieron una duracién media de 1200
horas y una desviacién tipica de 100 horas. Estimar (a) la media y (b) la desviacion tipica de la poblacién de
todos los tubos de television producidos por esta compafiia,

(a) Solucionar el Problema 6.30 si se obtienen los mismos resultados para 30, 50 y 100 tubos de televisién
muestreados. (b) ;Qué se puede deducir de la relacién entre las desviaciones tipicas muestrales y las estimas
de las desviaciones tipicas de la poblacién para los diferentes tamanos de muestra?

ESTIMAS POR INTERVALO DE CONFIANZA DE MEDIAS (GRANDES MUESTRAS)

6.32.

6.33.

La media y la desviacion tipica de las cargas maximas soportadas por 60 cables (véase Problema 5.98) estan
dadas por 11.09 ton. y 0.73 ton., respectivamente, Hallar los limites de confianza del (a) 95% y (b) 99%
para la media de las cargas médximas de todos los cables producidos por la compaiiia.

La media y la desviacion tipica de los didmetros de una muestra de 250 remaches fabricados por una
compania son 0.72642 pulgadas y 0.00058 pulgadas, respectivamente (véase Problema 5.100). Hallar los
limites de confianza del (a) 99%, (b) 98%, (¢) 95% y (d) 90% para el didmetro medio de todos los remaches

fabricados por la compafifa.



CAP. 6]

6.34.

6.35.

6.36.
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Hallar (o) los limites de confianza del 50% y (b) el error probable para la media de los didmetros del
Problema 6.33.

Si la desviacién tipica de la duracién de los tubos de television se estima en 100 horas, {qué tamano de
muestra deberi tomarse para que sea del (a) 95%, (b) 90%, (c) 99% y (d) 99.73% la confianza de que el
error en la media de la duracién estimada no exceda de 20 horas?

;Cuiles serin los tamafios de muestra en el Problema 6.35 si el error en la duracién media estimada no debe
superar las 10 horas?

ESTIMAS POR INTERVALO DE CONFIANZA DE MEDIAS (PEQUENAS MUESTRAS)

6.37.

6.38.

6.39.

Una muestra de 12 medias de resistencia a la rotura de hebras de algodon dio una media de 7.38 onzas y una
desviacidn tipica de 1.24 onzas. Hallar los limites de confianza del (a) 95% y (b) 997 para la resistencia real.

Solucionar el Problema 6.37 suponiendo aplicables los métodos de la teoria de grandes muestras y comparar
los resultados obtenidos.

Cinco medidas del tiempo de reaccién de un individuo a un cierto estimulo fueron registradas como 0.28,
0.30, 0.27, 0.33, 0.31 segundos, Hallar los limites de confianza del (a) 95% y (b) 99% para el tiempo real de
reaccion.

ESTIMAS POR INTERVALO DE CONFIANZA PARA PROPORCIONES

6.40.

6.41.

6.42.

Una urna contiene una proporcion desconocida de bolas rojas y blancas, Una muestra aleatoria de 60 bolas
extraidas con remplazamiento de la urna, dio el 70% de bolas rojas. Hallar los limites de confianza del (a)
95%, (b) 99% y (c) 99.73% para la proporcion real de bolas rojas en la urna. Dar los resultados utilizando la
féormula aproximada y la més exacta del Problema 6.27,

;Qué tamafio de muestra se deberia tomar en el Problema 6.40 para que la confianza de que la proporcién
verdadera no difiera de la proporcién muestral en mas del 5% sea (a) del 95%, (b) del 99%, (c¢) del 99.73%?

Se cree que una eleccién resultardi muy refiida entre dos candidatos. ;Cual sera el niimero minimo de
votantes que se deberd muestrear para que la confianza sea del (a) 80%, (b) 95%, (c) 99% de la decision en
favor de uno de los candidatos?

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA DIFERENCIAS Y SUMAS

6.43.

6.44.

6.45.

De dos grupos anilogos de enfermos A y B formados de 50 y 100 individuos, respectivamente, al primero le
fue dado un nuevo tipo de somnifero y al segundo un tipo convencional. Para los pacientes del primer grupo
el nimero medio de horas de suefio fue 7.82 con una desviacién tipica de 0.24 horas. Para los del grupo B
fueron 6.75 y 0.30 horas, respectivamente. Hallar los limites de confianza del (a) 95% y (b) 99% para la
diferencia del niimero medio de horas de suefio inducidas por los dos tipos de somniferos.

Una muestra de 200 cerrojos producidos por una mdquina mostré que 15 eran defectuosos, mientras que de
100 cerrojos de otra maquina 12 eran defectuosos. Hallar los limites de confianza del (a) 95%, (b)99% y (c)
99,73% para la diferencia de proporciones de cerrojos defectuosos de las dos maquinas, Estudiar los resulta-
dos obtenidos.

Una compaiiia fabrica cojinetes de bolas que tienen un peso medio de 0.638 libras y una desviacioén tipica de
0.012 libras. Hallar los limites de confianza (a) del 95% y (b) del 99% para los pesos de lotes de 100
cojinetes cada uno.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA VARIANZAS Y DESVIACIONES TIPICAS

6.46.

6.47.

La desviacidn tipica de resistencia a la rotura de 100 cables producidos por una compafiia fue de 180 libras.
Hallar los limites de confianza del (a) 95%, (b) 99% y (c¢) 99.73% para la desviacién tipica de todos los
cables producidos por la compaiiia,

Hallar el error probable de la desviacién tipica del Problema 6.46.
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6.48. ;Qué tamafio de muestra deberi tomarse para que la confianza sea del (z) 95%, (b) 99% y (c) 99.73% de
que la desviacién tipica de una poblacién no difiera de la desviacién tipica muestral en mas del 2% 7

6.49. La desviacién tipica de la duracién de 10 bombillas fabricadas por una compania es 120 horas. Hallar los
limites de confianza del (a) 95% y (b) 99% para la desviacion tipica de todas las bombillas fabricadas por la
compaiija.

6.50.  Solucionar el Problema 6.49 si 25 bombillas tienen la misma desviacién tipica de 120 horas.

6.51. Solucionar el Problema 6.49 utilizando la distribucién X2 si una muestra de 100 bombillas tiene la misma
desviaci6n tipica de 120 horas. Comparar los resultados con los obtenidos empleando la distribucién normal.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA RELACIONES DE VARIANZAS

6.52. Las desviaciones tipicas de los didmetros de los cojinetes de bolas producidos por dos méiquinas son 0.042
cm y 0.035 cm respectivamente, basados en muestras de tamafio 10 cada una. Hallar los intervalos de con-
fianza del (2) 98% y (b) 90% para la relacién de las varianzas.

6.53. Determinar los intervalos de confianza del (a) 98% y (b) 90% para la relacién de las desviaciones tipicas del
Problema 6.52.

6.54. Dos muestras de tamafios 6 y 5 respectivamente tienen la misma varianza. Hallar los intervalos de confianza
del (a) 987% y (b) 907 para la relacion de las varianzas de las poblaciones de donde se extrajeron.

6.55. ;Considera que las dos muestras del Problema 6.54 fueron extraidas de la misma poblacién? Justificar su
solucién.

6.56. Solucionar el (a) Problema 6.52 y (b) Problema 6.54 si las muestras tienen tamafio 120 cada una.

ESTIMAS DE MAXIMA VEROSIMILITUD

6.57. Si n observaciones X;,..., X, se toman de una distribucién de Poisson con parimetro A desconocido.
Hallar el estimador de maxima verosimilitud de A.

6.58. Una potlacion tiene una funcién de densidad dada por f(x) = 21V v/7 22 ¥¥*, —x < x < », Sisge tomann
observaciones X, . . ., X,, de esta poblacion, hallar la estima de maxima verosimilitud de ».

6.59. Una poblacion tiene una funcion de densidad dada por
f(k+1)x’< 0=x=1
f=) = 1 0 de otra forma

Si se toman n observaciones X, ..., X,, de esta poblacién hallar la estima de maxima verosimilitud de k.

PROBLEMAS DIVERSOS

6.60. Los coeficientes de confianza del 99% (‘‘doble cola’’) para la distribucién normal estin dados por +2.58.
;Cuales son los coeficientes correspondientes para la distribucién ¢ si (@)Y = 4, (b)v =12, (¢)v = 25, (d)V
= 30, (e) v = 40? :

6.61. Una compaiiia tiene 500 cables. En una prueba de 40 cables seleccionados aleatoriamente resulta una media
de la resistencia de rotura de 2400 libras y una desviacion tipica de 150 libras. (a) ;Cuiles son los limites de
confianza del 95%6 y 99% para estimar la media de la resistencia de rotura de los 460 cables restantes? (b)
¢Con qué grado de confianza podriamos decir que la media de la resistencia de rotura de los 460 cables
restantes es de 2400 * 35 libras?

6.62. ;Cual es el intervalo de confianza del 95% del Problema 6.51 que tiene la menor amplitud?
6.63. Si se toman n observaciones, X,, . .., X,, de una poblacién distribuida normalmente con media 4 y varianza

02 desconocidas. ;Pueden determinarse estimas de maxima verosimilitud de Uy 0% en términosde x;, ...,
x,? ;Son los mismos a los dados en los Problemas 6.25 y 6.26? Explicar.
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Ensayo de hipdtesis y significacion

' DECISIONES ESTADISTICAS

Muy a menudo, en la préctica se tienen que tomar decisiones sobre poblaciones, partiendo de la
informacion muestral de las mismas. Tales decisiones se llaman decisiones estadisticas. Por ejemplo,
se puede querer decidir a partir de los datos del muestreo, si un suero nuevo es realmente efectivo
para la cura de una enfermedad, si un sistema educacional es mejor que otro, si una moneda
determinada esta o no cargada, etc

HIPOTESIS ESTADISTICAS. HIPOTESIS NULA

Para llegar a tomar decisiones, conviene hacer determinados supuestos o conjeturas acerca de las
poblaciones que se estudian. Tales supuestos que pueden ser o no ciertos se llaman hipétesis
estadisticas y, en general, lo son sobre las distribuciones de probabilidad de las poblaciones.

En muchos casos se formulan las h1potes1s estadisticas con el solo proposito de rechazarlas o
invalidarlas. Por ejemplo, si se quiere decidir si una moneda esta cargada, se formula la h1potes1sde
que la moneda esta bien, es decir, p = 0.5; donde p es la probabilidad de cara. Analogamente, si se
quiere decidir sobre si un procedlmlento es mejor que otro, se formula la hipotesis de que no hay
diferencia entre los procedimientos (es decir, cualquier diferencia observada se debe meramente a
fluctuaciones en el muestreo de la misma poblaci()n). Tales hipotesis se llaman también hipdtesis
nulas y se denotan por Hj, .

Cualquier hipotesis que difiera de una hipotesis dada se llama hlpotesls alternativa. Por ejemplo,
si una hipotesis es p = -0.5, hipétesis alternativas son p = 0.7; p # 0.5 6 p > 0.5. Una hipotesis
alternativa de la hipotesis nula se denota por H, .

ENSAYOS DE HIPOTESIS Y SIGNIFICACION

Si en el supuesto de que una hipotesis determinada es cierta, se encuentra que los resultados
observados en una muestra aleatoria difieren marcadamente de aquellos que cabia esperar con la
hipotesis y con la variacion propia del muestreo, se diria que las diferencias observadas son significa-
tivas y se estaria en condiciones de rechazar la hipétesis (o al menos no aceptarla de acuerdo con la
evidencia obtenida). Por ejemplo, si en 20 lanzamientos de una moneda se obtienen 16 caras, se
estaria inclinado a rechazar la hipotesis de que la moneda estd bien, aunque seria posible que fuese
un rechazamiento erroneo.

Los procedimientos que facilitan el decidir si una hipdtesis se acepta o se rechaza o el determi-
nar si las muestras observadas difieren significativamente de los resultados esperados se llaman
ensayos de hipotesis, ensayos de significacion o reglas de decision.

ERRORES DE TIPO1Y TIPO 11

Si se rechaza una hipotesis cuando deberia ser aceptada, se dice que se comete un error del Tipo
L. Si por el contrario, se acepta una hipotesis que deberia ser rechazada, se dice que se comete un

211
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error del Tipo II. En cualquiera de los dos casos se comete un error al tomar una decisién equivoca-
da.

Para que cualquier ensayo de hipotesis o reglas de decisidon sea bueno, debe disefiarse de forma
que minimice los errores de decision. Esto no es tan sencillo como pueda parecer puesto que para un
tamano de muestra dado, un intento de disminuir un tipo de error, va generalmente acompafiado por
un incremento en el otro tipo de error. En la practica, un tipo de error puede tener mas importancia
que el otro, y asi se tiende a conseguir poner una limitacién al error de mayor importancia. La {inica
forma de reducir al tiempo ambos tipos de error es incrementar el tamafio de la muestra, lo cual
puede ser o no ser posible.

NIVEL DE SIGNIFICACION

La probabilidad maxima con la que en el ensayo de una hipétesis se puede cometer un error del
Tipo I se llama nivel de significaciéon del ensayo. Esta probabilidad se denota frecuentemente por a;
generalmente se fija antes de la extraccion de las muestras, de modo que los resultados obtenidos no
influyen en la eleccion.

En la practica se acostumbra a utilizar niveles de significacion del 0.05 6 0.01, aunque igualmen-
te pueden emplearse otros valores. Si, por ejemplo se elige un nivel de significacion del 0.05 6 5% al
disefiar un ensayo de hipotesis, entonces hay aproximadamente 5 ocasiones en 100 en que se
rechazaria la hipotesis cuando deberia ser aceptada, es decir, se estd con un 95% de confianza de
que se toma la decision adecuada. En tal caso se dice que la hipotesis ha sido rechazada al nivel de
significacion del 0.05, lo que significa que se puede cometer error con una probabilidad de 0.05.

ENSAYOS REFERENTES A LA DISTRIBUCION NORMAL

Para aclarar las ideas anteriores, supongase que con una hipotesis dada, la distribuciéon muestral
de un estadistico S es una distribucién normal con media pg y desviacion tipica og. Entonces la
distribucion de la variable tipificada dada por Z = (S — »}/o,,
es una normal tipificada (media 0, varianza 1) y se muestra en la
Fig. 7-1.

Como se indica en la figura, se puede estar con el 95% de
confianza de que, si la hipotesis es cierta, el valor de z obtenido
de una muestra real para el estadistico S se encontrara entre —
1.96 y 1.96 (puesto que el area bajo la curva normal entre estos
valores es 0.95).

Region |

critica

Region
critica

Sin embargo, si al elegir una muestra aleatoria se encuentra
que z para ese estadistico se halla fuera del recorrido — 1.96 a
1.96, lo que quiere decir que es un suceso con probabilidad de solamente 0.05 (area sombreada de la
figura) si la hipotesis fuese verdadera. Entonces puede decirse que esta z difiere significativamente
de la que cabia esperar bajo esta hipotesis y se estaria inclinado a rechazar la hipétesis.

El area total sombreada 0.05 es el nivel de significacion del ensayo. Representa la probabilidad
de :zumeter error al rechazar la hipotesis es decir, la probabilidad de cometer error del Tipo I. Asi
pues, se dice que la hipotesis se rechaza al nivel de significacion del 0.05 o que la z obtenida del
estadistico muestral dado es significativa al nivel de significacién del 0.05.

El conjunto de las z que se encuentran fuera del rango —1.96 a 1.96 constituyen lo que se llama
region critica o region de rechdce de la hipdtesis o region de significacion. El conjunto de las z que
se encuentran dentro del recorrido — 1.96 a 1.96 podia entonces llamarse regién de aceptacion de la
hipétesis o region de no significacion.

De acuerdo con lo dicho hasta ahora, se puede formular la siguiente regla de decision o ensayo
de hipotesis o significacion:

(a) Se rechaza la hipotesis al nivel de significacion del 0.05 si la z obtenida para el estadistico S
se encuentra fuera del recorrido — 1.96 a 1.96 (es decir, z > 1.96 6 z < — 1.96). Esto
equivale a decir que el estadistico muestral observado es significativo al nivel del 0.05.



CAP. 7] ENSAYOS DE HIPOTESIS Y SIGNIFICACION 213

(b) Se acepta la hipotesis (o si se desea no se toma decision alguna) en caso contrario.

Debe ponerse de manifiesto que pueden igualmente emplearse otros niveles de significacion. Por
ejemplo, si se utilizase el nivel del 0.01 se sustituiria 1.96 en todo lo visto anteriormente por 2.58
(véase Tabla 7-1). La Tabla 6-1, pagina 195, puede también emplearse, puesto que la suma del nivel
de significacion y el nivel de confianza es 100%. '

ENSAYOS DE UNA Y DOS COLAS

En el ensayo anterior se atendia a los valores extremos del estadistico S o su correspondiente z a
ambos lados de la media, es decir, en las dos ““colas” de la distribucion. Por esta razon, tales ensayos
se llaman ensayos de dos colas o ensayos bilaterales.

Sin embargo, con frecuencia se puede estar solamente interesado en los valores extremos a un
solo lado de la media, es decir, en una “cola” de la distribucién, como por ejemplo, cuando se esta
ensayando la hipdtesis de que un proceso es mejor que otro (que es diferente a ensayar si un proceso
es mejor o peor que otro). Tales ensayos se llaman ensayos de una cola o ensayos unilaterales. En
tales casos, la region critica es una regiéon a un lado de la distribucion, con area igual al nivel de
significacion.

La Tabla 7-1, que da los valores criticos de z para ensayos de una y dos colas a distintos niveles
de significacion, sera de utilidad para propdsitos de referencia. Valores criticos de z para otros
niveles de significacién, se pueden encontrar utilizando la tabla que da las areas bajo la curva
normal.

Tabla 7-1
| T
Nivel de significacion « 0.10 0.05 . 0.01 0.005 ! 0.002
Valores criticos de z para —1.28 —1.645 -2.33 | —2.58 —2.88
ensayos unilaterales o 128 | 6 1.645 | o 2.33 ‘ 6 2.58 o 2.88
— — T —I - | - ==l = =
Valores criticos de z para —1.645 —1.96 —2.58 —2.81 —3.08
ensayos bilaterales y 1.645 y 1.96 y 2.58 y 2.81 y 3.08

ENSAYOS ESPECIALES DE SIGNIFICACION PARA GRANDES MUESTRAS

Para muestras grandes, las distribuciones muestrales de muchos estadisticos son distribuciones
normales (o al menos casi normales) con media ug y desviacion tipica og. En tales casos, se pueden
utilizar los resultados anteriores para formular reglas de decision o ensayos de hipotesis y significa-
cién. Los siguientes casos especiales son solamente unos pocos de los estadisticos de interés practi-
co. En cada caso, los resultados son para poblaciones infinitas o para muestreo con remplazamiento.
Para muestreo sin remplazamiento de poblaciones finitas los resultados deberan modificarse. Véanse
paginas 158 y 160.

1. Medias.
Aqui S = X, la media muestral; pg = pg = 1, media poblacional; o = 05 = c/ﬁ, donde o es la
desviacion tipica poblacional y n es el tamafio de la muestra. La variable tipificada viene dada
por |
Xi .=
z = 2—14 (1)
o/ VN

Cuando es necesario se utiliza la desviaciéon muestral observada s (6 ), para estimar o.

Para ensayar la hipotesis nula H, de que la media poblacional es 4 = a utilizariamos el estadisti-
co (1). Entonces, utilizando un ensayo de dos colas, aceptariamos H, (o al menos no lo
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rechazariamos) al nivel 0.05 si para una muestra especifica de tamafo n con media #
—-196 = =2 = 196 (2)
LIAVAD)

y lo rechazariamos por el contrario. Para otros niveles de significacién cambiariamos (2) apro-
piadamente.

Para ensayar la hipotesis de que la media poblacional es mayor que a utilizamos aun la hipé6tesis
nula H, de que es igual a a. Entonces, utilizando un ensayo de una cola, aceptariamos H, (o al
menos no la rechazariamos) al nivel 0.05 si

r—a
o/Vn

(véase Tabla 7-1). Para ensayar la hipotesis de que la media poblacional es menor que ¢ acepta-
riamos H, al nivel 0.05 si

< 1.645 (3)

r—a

> —1.645 (4)
o/Vn

2. Proporciones.

Aqui § = P, la proporcion de “éxitos” en una muestra; ug = up = p, donde p es la proporcién
de éxitos en la peblacion y n es el tamafio de la muestra; og = op = V/pg/n, donde g = 1 —p. La
variable tipificada viene dada por

P—»p

Z = —= (5)
pa/n
En el caso de que P = X/n, donde X es el numero real de éxitos en una muestra, (5) se convierte
en
X —n
= =P (6)
VvV npq

Consideraciones semejantes a las hechas anteriormente para medias pueden hacerse.

3. Diferencias de medias.

Sean X, y X, las medias muestrales obtenidas en dos muestras grandes de tamano n; y n,
extraidas de poblaciones respectivas que tienen de media u, y u, y desviaciones tipicas o, y 0, .
Considérese la hipotesis nula de que no hay diferencia entre las medias poblacionales, es decir,
Hi = u,. De (11), pagina 159, haciendo u, = u, se ve que la distribucién muestral de la
diferencia de medias se distribuye aproximadamente como una normal con media ¥ desviacién

tipica dadas por
== 0 0y = = ﬁ ¥ 'rg (7)
X -% N ne

. - oy - . 2 . s A A
donde se puede, si es necesario, utilizar las desviaciones tipicas muestrales s, y s, (0 81y Sz2)
como estimas de 0, y g,.

Ve _ %
X)—X,

Con la variable tipificada dada por

7 - ke 01 X A (8)

[0 S T -
‘\l AXQ XIWXZ

de una manera semejante a la descrita en la Parte 1 se puede ensayar la hipotesis nula contra la
hipétesis alternativa (o la significacién de una diferencia observada) a un nivel de significacién
apropiado.
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4. Diferencias de Proporciones.

Sean P, y P, las proporciones muestrales de dos grandes muestras de tamafios n, y n, extraidas
de poblaciones respectivas que tienen proporciones p, y p, . Considérese la h1pote51s nula de que
no hay diferencia entre los parametros poblacionales, es decir, p, = p,, y asi las muestras son
realmente extraidas de la misma poblacion.

Be (13), pagma 159, haciendo p, = p, = p, se ve que la distribucion muestral de la diferencia
de proporciones se distribuye aproximadamente como una normal con media y desviacion tipica

dadas por NN
f il 1
Bp —py = 0 Ip,—Py p(l — .U]l{;“ = E) (9)
donde P = mP, + #:Py se utiliza como una estima de la proporcion poblacional p.

m + ne
Con la variable tipificada

7 - PIU_PZ_‘O - P, — P, (10)
Py—P,y Op,—p,
se puede ensayar las diferencias observadas a un nivel de significacion apropiado y de este modo
ensayar la hip6tesis nula.
Ensayos referentes a otros estadisticos pueden disenarse analogamente. (véase Tabla 5-1, pagina
162).

ENSAYOS ESPECIALES DE SIGNIFICACION PARA PEQUENAS MUESTRAS

En el caso de pequefias muestras (n < 30) podemos formular ensayos de hipotesis y significacion
utilizando otras distribuciones ademas de la normal, como la t de Student, chi-cuadrado, F, etc.
Estas distribuciones incluyen la teoria de muestreo exacto y logicamente son validas ain cuando las
" muestras son grandes, en cuyo caso se reducen a las dadas anteriormente. Los siguientes son algunos
ejemplos.

1. Medias.

Para ensayar la hipotesis H, de que una poblacién normal tiene de media u utilizamos

PV/n—1 = 5 L \Vn (11)

donde X es la_media de una muestra de tamafio n. Esto es analogo al utilizar la variable

T

- X A
tipificada Z = —/—7[: para grandes n, excepto que se utiliza S = /n/(n —1) S en lugar de 0. La
aly .
diferencia estriba en que mientras Z se distribuye normalmente, T sigue una distribucion de
Student. Los resultados también pueden emplearse cuando la distribucion no es exactamente
normal pero tiene una curva de distribuciéon en forma de campana. Ensayos de hipotesis seme-
jantes a los de las medias en la pagina 213 pueden hacerse empleando valores criticos de ¢ en

cambio de valores criticos de z.

2. Diferencias de medias.

Supdngase que se extraen aleatoriamente dos muestras de tamahos n, y n, de poblaciones
normales cuyas desviaciones tipicas son iguales (0, = 0, ). SupoOngase también que estas dos
muestras tienen medias y desviaciones tipicas dadas por X,, X:y S, y S, , respectivamente. Para
ensayar la hipotesis H, de que las muestras provienen de la misma poblacion (es decir, u; = u,
lo mismo que 0, = 0, ) se utiliza el valor de t dado por

X’ X,
= donde v = 4 niST + ”r_L:S, (12)
1 ny + n. — 2

+
m Mo




216 ENSAYOS DE HIPOTESIS Y SIGNIFICACION AP. 7

La distribucion de T es una distribucién de Student con v = n, + n, — 2 grados de libertad. E}
empleo de (12) esta plenamente justificado al hacer 0, = 0, = o en (12), pagina 159, y después
utilizar como estima de o2 la media ponderada

(m—l)S + (n2— 1)S~ _ mSt 4 nS3
1)+ (1) mtms 2

A A / i
donde S? S2 son estimas insesgadas de o2 y ¢2. Esta es la varianza combinada obtenida al
2 o 2 1 2
combinar los datos.

3. Varianzas.

Para ensayar la hipotesis H, de que una poblacion normal tiene varianza o? consideramos la
variable aleatoria R
nS? (n—1)S?

X = 2 = 5 (13)
que (véase pagina 161) tiene la distribucion chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad. Entonces
si una muestra aleatoria de tamafo n tiene varianza s®> aceptariamos H, , basados en el ensayo de
dos colas, (o al menos no la rechazariamos) en el nivel 0.05 si

- ns®
X%es = o = (14)

o

y la rechazariamos de otra forma. Un resultado semejante puede obtenerse para el nivel 0.01 u
otro nivel.

Para ensayar la hipotesis H, de que la varianza poblacional es mayor que o2 empleariamos la
hipotesis H,, pero entonces empleariamos un ensayo de una cola. Por tanto rechazariamos H,,
en el nivel 0.05 (y por tanto concluiriamos que H,; es correcta) si la varianza muestral especifi-
ca, s2, fuera tal que

ns?

7 X (15)

[

y aceptariamos H, (o al menos no la rechazariamos) de otra forma.

4. Relaciones de varianzas.

En algunos problemas deseamos- decidir si dos muestras de tamafnos m y n respectivamente,
cuyas varianzas medidas son s? y sZ, provienen o no de la misma poblacién normal. En este caso
utilizamos el estadistico (véase pagina 161)

i/ o

o

donde o, o} son las varianzas de las dos poblaciones normales de donde se extraen las muestras.
Si Hy denota la hipotesis nula de que no hay diferencia entre las varianzas poblacionales, es
decir o2 = o%. Bajo esta hipotesis (16) se convierte en

=

el Th

(16)

S2
F = 3 17
5 (17)
Para ensayar esta hipotesis al nivel 0.10, por ejemplo, primero anotamos que F en (16) tiene la
distribucion F con m — 1, n — 1 grados de libertad. Entonces, utilizando un ensayo de dos colas,
aceptariamos H, (o no la rechazariamos) en el nivel 0.10 si

-

F o5 F s (18)

[IA
0522
lifs

y lo rechazariamos en el caso contrario.

Procedimientos semejantes empleando ensayos de una cola pueden formularse en el caso que
deseemos ensayar la hipotesis de que una varianza poblacional determinada sea mayor que otra.
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RELACION ENTRE LA TEORIA DE ESTIMACION
Y ENSAYC DE HIPOTESIS

De las anotaciones anteriores se puede observar que existe una relacion entre la teoria de
estimacion involucrando los intervalos de confianza y la teoria de ensayo de hipotesis. Por ejemplo,
notamos que el resultado (2) para aceptar H, en el nivel 0.05 es equivalente al resultado (1) en la
pagina 195 conducente al intervalo de confianza del 95%

1960 _  _ ., 1960
= =, = Z+4
ot ¥ T e

Por tanto, al menos en el caso de los ensayos de dos colas, podriamos realmente emplear el intervalo
de confianza del Capitulo 6 para ensayar hipdtesis. Un resultado semejante para ensayos de una cola
requeriria intervalos de confianza unilaterales. A pesar de que la necesidad de tales intervalos es rara,
es posible definirlos (véase Problema 7.136 y también Problema 6.14).

(19)

CURVAS CARACTERISTICAS DE OPERACION. POTENCIA DE UN ENSAYO

Se ha visto como el error del Tipo I puede limitarse eligiendo adecuadamente un nivel de
significacién. Es posible evitar el riesgo de error del Tipo II totalmente, simplemente no aceptando
nunca la hipotesis. Sin embargo, en muchos casos practicos esto no puede hacerse. En tales casos, se
utilizan a menudo curvas caracteristicas de la operaciéon o curvas OC, que son graficos que muestran
las probabilidades de errores del Tipo II bajo diferentes hipétesis. Estas suministran informacion de
cdmo en ensayos dados se logra minimizar los errores del Tipo II, es decir, indican la potencia de un
ensayo para evitar el tomar decisiones equivocadas. Son utiles en disenio de experimentos por
mostrar, por ejemplo, qué tamafios de muestras deben emplearse.

GRAFICOS DE CONTROL DE CALIDAD

Esa menudo en la prictica importante conocer cuando un proceso ha cambiado suficientemente,
de modo que puedan darse los pasos para remediar la situacion. Tales problemas aparecen, por
ejemplo en control de calidad, donde se debe a veces rapidamente decidir si los cambios observados
se deben simplemente a fluctuaciones aleatorias o a cambios reales en el proceso de fabricacion a
causa de deterioro en las maquinas, érrores de los empleados, etc. Los grdficos de control suminis-
tran un método Gtil y sencillo para tratar tales problemas (véase Problema 7.29).

AJUSTE DE LAS DISTRIBUCIONES TEORICAS A DISTRIBUCIONES
DE FRECUENCIA MUESTRALES

Cuando se tiene alguna indicacién sobre la distribucién de una poblacién por razonamientos
probabilisticos u otra causa, es posible frecuentemente ajustar tales distribuciones teoricas (también
llamadas “modelos” o distribuciones “esperadas”) a distribuciones de frecuencia obtenidas de mues-
tras de la poblacion. El método utilizado generalmente consiste en emplear la media y la desviacion
tipica de la muestra para estimar la media y desviacion tipica de la poblacion. Véanse Problemas
7.30,7.32y 7.33.

El problema de ensayar la bondad del ajuste de las distribuciones teoricas a las distribuciones
muestrales es esencialmente el mismo que el de decidir si hay diferencias importantes entre los
valores de la poblacion y la muestra. Un ensayo de significacion importante para la bondad del
ajuste de distribuciones tedricas, el ensayo chi-cuadrado, se describe mas adelante.

En un intento para determinar si una distribucién normal representa un buen ajuste para datos
dados, conviene utilizar papel grifico de curva normal o papel grdfico de probabilidad, como a veces
se le llama (véase Problema 7.31). ;
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ENSAYO CHI-CUADRADO PARA LA BONDAD DEL AJUSTE

Para determinar si la proporcién P de “éxitos” en una muestra de tamaifio n extraida de una
poblacién binomial difiere de la proporcién poblacional p de éxitos, hemos utilizado el estadistico
dado por (5) o (6) en la pagina 214. En este caso sencillo solamente dos sucesos A,, A, pueden
ocurrir, que los hemos llamado “éxito” y “fracaso” con probabilidades p y ¢ = 1 — p. Un valor
muestral especifico de la variable aleatoria X = nP se llama la frecuencia observada para el suceso
A, en tanto que np se llama la freéuencia esperada o tedrica.

EJEMPLO 7.1. Si obtenemos una muestra de 100 lanzamientos de una moneda honrada, de modo que n = 100, p
= 1/2, entonces la frecuencia esperada de caras (éxitos) es np = (100)(1/2) = 50, La frecuencia observada en la
muestra podria l6gicamente ser diferente.

Una generalizacion al caso donde pueden ocurrir k sucesos posibles 4,, A,, ..., A, con proba-
bilidades p,, p,, - . ., Py, respectivamente. En tal caso tenemos una poblacion multinomial (véase
pagina 113). Si extraemos una muestra de tamaiio n de esta poblacion las frecuencias observadas
para los sucesos, A,, . .., A, pueden describirse por las variables aleatorias X 15 -« > Xy (cuyos
valores especificos x,, x,, . . . , x, serian las frecuencias observadas para la muestra), en tanto que
las frecuencias esperadas estarian dadas por np,, . . ., np, respectivamente. Los resultados pueden
indicarse como se hace en la Tabla 7-2.

Tabla 7-2
Suceso A, [ A 5 »ies Ay
Frecuencia L
observada 1 *2 T
Frecuencia .
esperada npy npy [ Lol npy

EJEMPLO 7.2. Si obtenemos una muestra de 120 lanzamientos de un dado honrado, de modo que n = 120,
entonces las probabilidades de las caras 1, 2,..., 6 se denotan por py, Pa,..., Pe respectivamente y son todas
iguales a 1/6. Las correspondientes frecuencias esperadas son npy, npa,..., nps y todas igualesa (120)(1) = 20. Las
frecuencias observadas de las diferentes caras que resultan en la muestra pueden légicamente ser diferentes.

La clave para la posible generalizacidn del estadistico (6) que podria medir las discrepancias
existentes entre las frecuencias observadas y esperadas en la Tabla 7-2 se obtiene al elevar al
cuadrado el estadistico (6) y escribiéndolo como ‘

(X—np)?  (X1—np)? i (X2 — nq)?
npq np nq

72

(20)

donde X, = X es la variable aleatoria asociada con “éxitos” y X, = n — X, es la variable aleatoria
asociada con “fracaso”. Notese que nq en (20) es la frecuencia observada de fracasos.

La forma del resultado (20) sugiere que una medida de la discrepancia entre frecuencias observa-
das y esperadas para el caso general se suministra por el estadistico

e e
donde la frecuencia total (es decir el tamafio muestral) es n, de modo que
Xi+Xo+ -+ Xk = n (22)
Una expresion equivalente a (21) es ,
A i &2 —n &)
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Si 2 = 0, las frecuencias observadas y esperadas concuerdan exactamente, mientras que si y2 >
0, no coinciden exactamente. A valores mayores de x2, mayores son las discrepancias entre las
frecuencias observadas y esperadas.

Como se demuestra en el Problema 7.62, la distribucién muestral de y? definida por (21) se
aproxima muy estrechamente a la distribucion chi-cuadrado por tanto, justificando la eleccion de
simbolo en (21) si las frecuencias esperadas np; son al menos iguales a 5, la aproximacion mejora
para los valores superiores. El nimero de grados,de libertad v esta dado por

(@) v = k — 1 si las frecuencias esperadas pueden calcularse sin tener que estimar parametros
poblacionales con los estadisticos muestrales. Adviértase que el restar 1 akesacausadela
condicidn restrictiva (22) que denota que si son conocidas k — 1 de las frecuencias espera-
das, la frecuencia restante puede ser determinada.

(b)v = Bk — 1 — m si las frecuencias esperadas solamente pueden calcularse estimando m
parametros de la poblacion a partir de los estadisticos muestrales.

En la practica, las frecuencias esperadas se calculan de acuerdo con una hipétesis H,. Si bajo
esta hipdtesis el valor calculado de x? dado por (21) o (23) es mayor que alglin valor critico (tal
como x’; 6 x2,, que son los valores criticos a los niveles de significacion de 0.05 y 0.01 respectiva-
mente), se deduce que las frecuencias observadas difieren significativamente de las esperadas y se
rechaza H, al nivel de significacion correspondiente. En caso contrario, se aceptara o al menos no se
rechazara. Este procedimiento se llama ensayo o prueba de chi-cuadrado de la hipotesis.

Debe advertirse que en aquellas circunstancias en que y2 esté muy préximo a cero debe mirarse
con cierto recelo, puesto que es raro que las frecuencias observadas concuerden demasiado bien con
las esperadas. Para examinar tales situaciones se puede determinar si el valor calculado de x?2 es
menor que x%. 6 x2 , en cuyos casos se decide que la concordancia es bastante buena a los niveles de
significacion de 0.05 a 0.01 respectivamente.

Ademss de aplicarse a la distribucién multinomial, la prueba chi-cuadrado puede ser empleada
para determinar de qué forma distribuciones teoricas tales como la normal, de Poisson, etc., se
ajustan a distribuciones empiricas, es decir, aquellas que se obtienen de los datos muestrales. Véase
Problema 7.44.

TABLAS DE CONTINGENCIA

La Tabla 7-2 en la que las frecuencias observadas ocupan una sola fila, es una tabla de clasifica-
cion simple. Puesto que el ntimero de columnas es k, también se llama tabla 1 X k (1éase “1 por k”).
Extendiendo estas ideas se llega a las tablas de clasificacion doble o tablas h X k, en las que las fre-
cuencias observadas ocupan h filas y k columnas. Tales tablas se llaman a menudo tablas de contin-
gencia.

Correspondiéndose con cada frecuencia observada en una tabla de contingencia h X k, hay una
frecuencia teérica o esperada que se calcula bajo alguna hipotesis y segin las reglas de probabilidad.
Estas frecuencias que ocupan las casillas de una tabla de contingencia se llaman frecuencias elemen-
tales. La frecuencia total de cada fila o columna es la llamada frecuencia marginal.

Para estudiar el acuerdo entre las frecuencias observadas y esperadas, se calcula el estadistico

2 (X; — npj)*
X - JZ——'”'E— (24)

donde la suma se extiende a todas las casillas de la tabla de contingencia, los simbolos X; y np,
representan respectivamente las frecuencias observadas y esperadas en la casilla j. Esta suma que es
analoga a (21), contiene hk términos. La suma de todas las frecuencias observadas se denota por n y
es igual a la suma de todas las frecuencias esperadas [ comparar con la ecuacion (22)].
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Como antes el estadistico (24) tiene una distribucién muestral muy proxima a la distribucion
chi-cuadrado, con tal de que las frecuencias esperadas no sean demasiado pequenas. E]l nimero de
grados de libertad v de esta distribucion chi-cuadrado esta dado parah > 1, k >1 por

(@) v = (h — 1)(k — 1) si las frecuencias esperadas pueden calcularse sin tener que estimar
parametros poblacionales con los estadisticos muestrales. Para una prueba de esto véase el
Problema 7.48.

(b) » = (h — 1)(k — 1)— m si las frecuencias observadas pueden solamente calcularse estimando
m parametros poblacionales con los estadisticos muestrales.

Los ensayos de significacion para tablas h X k son analogos a los de las tablas 1 X k. Las
frecuencias esperadas son halladas bajo una determinada hipotesis H,. Una hipotesis normalmente
supuesta es la de que las dos clasificaciones son independientes entre si.

Las tablas de contingencia pueden extenderse a un niimero mayor de dimensiones. Asi por
ejemplo, se pueden tener tablas & X k X I donde estén presentes 3 clasificaciones.

CORRECCION DE YATES PARA LA CONTINUIDAD

Cuando se aplican a datos discretos los resultados para distribuciones continuas deben hacerse
ciertas correcciones, como se ha visto en capitulos anteriores. Una correccién analoga es aplicable
cuando se utiliza la distribucién chi-cuadrado. La correccioén consiste en poner (21) como sigue

(1Xs =np = 05)°  (IXo—npa| — 0.5
np1 nps
4 (]‘Xk - npk! — 0.5)2
NP«

x* (corregida) =

+ ..

(25)

se conoce frecuentemente como correccién de Yates. También existe una modificacion analoga de
(24).

En general, la correccion se hace solamente cuando el niimero de grados de libertad esy = 1. En
muestras grandes se obtienen practicamente los mismos resultados que la x? no corregida, pero
pueden aparecer dificultades en relaciéon con los valores criticos (véase Problema 7.41). Para mues-
tras pequenas, donde cada frecuencia esperada se encuentra entre 5 y 10, quiza sea lo mejor
comparar los valores de x? corregido y no corregido. Si ambos valores conducen a la misma
conclusién, seglin una hipotesis, tal como rechazarla al nivel de 0.05 raramente se presentan dificul-
tades. Si conducen a conclusiones diferentes, se puede o bien incrementar los tamafios muestrales o
si esto no es posible, se pueden emplear métodos de probabilidad exactos, de acuerdo con la
distribucion multinomial.

COEFICIENTE DE CONTINGENCIA

Una medida del grado de relacién, asociacién o dependencia de las clasificaciones en una tabla,
de contingencia estd dada por

(26)

que se llama coeficiente de contingencia. A mayor valor de C, mayor es el grado de asociacion. El
nimero de filas y columnas de la tabla de contingencia determina el valor maximo de C, que no es
nunca superior a uno. Si el nimero de filas y columnas de una tabla de contingencia =s igual a k, el

maximo valor de C viene dado por /(k — 1)/k. (Véanse Problemas 7.52, 7.53 y 7.127).
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Problemas resueltos

ENSAYOS DE MEDIAS Y PROPORCIONES UTILIZANDO DISTRIBUCIONES NORMALES

|
L

7.2.

Hallar la probabilidad de obtener entre 40 y 60 caras inclusive en 100 lanzamientos de una
moneda.

Segfin la distribucién binomial, la probabilidad pedida es

L0 71\ 1\t /1) 1\ /1 \
1ooC4o<§> <§> + 100Cas 2 2 S L T O 3 2

La media y la desviacién tipica del nimero de caras en 100 lanzamientos vienen dadas por

1 [ 1\/1)
0 =R — 100<§> = 50 g = Vupqg = (100)(5/\)(\5/5

Puesto que np y ng son ambas mayores de 5, puede utilizarse para la evaluaci6én de la suma anterior la
aproximacién normal a la distribucién binomial.

En una escala continua, entre 40 y 60 caras inclusive es lo mismo que entre 39.5 y 60.5 caras.

- 0 0.5 —
3aJaken imidhlietiipitien dasy =y . 50 _ _510  60.5en unidades tipificadas = 6--35--5—0 ~ 210

Probabilidad pedida = drea bajo la curva normal entre z= —2,10 y z = 2.10

= 2(drea entre z =0y z = 2.10)

Para ensayar la hipotesis de que una moneda esta bien hecha, se toma la siguiente regla de
decision: (1) se acepta la hipotesis si el nimero de caras en una serie de 100 lanzamientos se
encuentra entre 40 y 60, ambos inclusive; (2) de otro modo, se rechaza.

(a) Hallar la probabilidad de rechazar la hipotesis, cuando en realidad es cierta.
(b) Interpretar graficamente la regla de decisién y el resultado del apartado (a).

{¢) ;{Qué conclusiones se sacarian si en la muestra de 100 lanzamientos se obtuviesen 53
caras? ;60 caras?

(d) ;Podian ser erroneas las conclusiones de (¢)? Explicar.

(a) Por el Problema 7.1, la probabilidad de no obtener entre 40 y 60 caras inclusive si la moneda estd bien
hecha 1 — 0.9642 = 0.0358. Entonces la probabilidad de rechazar la hip6tesis cuando es correcta =
0.0358.

(b) La regla de decisidn se ve griaficamente en la Fig. 7-2, que
muestra la distribuciéon de probabilidad de caras en 100
lanzamientos de una moneda bien hecha.

|
Region de|
rechace |

Si en una serie de 100 lanzamientos se obtiene una z entre
—2.10 y 210, se acepta la hipétesis; de otro modo se
rechaza y se decide que la moneda no estd bien hecha.

] Regi6én de
Region de rechace

aceptacion

2= —210 2 =210

El error que se puede cometer de rechazar la hipotesis (39.5 caras) (60.5 caras)
cuando deberia aceptarse es el error del Tipo I de la regla
de decisién y la probabilidad de cometer este error es igual Fig. 7-2

a 0.0358 del apartado (), estd representado por el area
total sombreada de la figura.

Si en una serie de 100 lanzamientos se obtiene un niimero de caras cuya z se encuentra en las regiones
sombreadas, se dird que esta z difiere significativamente de la que cabria esperar si la hip6tesis fuese
cierta. Por esta razon, el drea total sombreada (es decir, probabilidad de error del Tipo I) se llama nivel
de significacion de la regla de decisién y es igual a 0.0358 en este caso. Asf, pues se habla de rechazar la
hipotesis a un nivel de significacién de 0.0358 6 3.58%.
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(¢)

(d)
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Segin la regla de decisidn, en ambos casos se aceptaria la hipotesis de que la moneda estd bien hecha. Se
puede argiiir que con solo una cara mas que se hubiese obtenido, se habria rechazado la hip6tesis. Esto es
lo que se debe afrontar cuando para tomar decisiones se toma cualquier linea de divisién.

Si. Se puede aceptar la hip6tesis cuando realmente deberia rechazarse como, por ejemplo, seria el caso
cuando la probabilidad de cara fuese realmente 0.7 en lugar de 0.5.

El error que se comete al aceptar la hip6tesis cuando deberfa rechazarse es error del Tipo II de la
decisién. Para mayor discusion véanse Problemas 7.23-7.25.

Disenar una regla de decision para ensayar la hipdtesis de que una moneda esta bien hecha si
en una muestra de 64 lanzamientos de la moneda se toma un nivel de significacion de (a) 0.05
y (b) 0.01.

(a)

(b)

Primer método: Si el nivel de significacién es 0.05, cada drea
sombreada en la Fig. 7-3 es 0.025 por simetria. Entonces el drea
entre 0y 2; = 0.5000 — 0.0250 = 0.4750,y z; = 1.96.

Asfi, pues, una posible regla de decisién es:

(I) Aceptar la hip6tesis de que la moneda esti bien hecha si Z
estd entre —1.96 y 1.96.

(2) Rechazar la hip6tesis en cualquier otro caso.

Los valores criticos —1.96 y 1.96 pueden ser también sacados de Fig. 7-3
la Tabla 7-1.

Para expresar esta regla de decisi6n en términos del nimero de caras a obtenerse en los 64 lanzamientos

de la moneda, nétese que la media y la desviacién tipica de la distribucién binomial exacta de caras estin
dadas por

g = mp = 64(0.5) = 32 y o = VYmpg = V/64(0.5)(0.5) = 4

bajo la hipétesis de que la moneda estd bien hecha. Entonces Z = (X — u)/o = (X — 32)/4.

SiZ=1.96,(X—32)/4= 1966 X=39.84, Si Z=—1,96, (X —32)/4 = —1.96 6 X = 24.16. Asi pues,
la regla de decisién resulta:

(1) Se acepta la hipétesis de que la moneda esti bien hecha si el niimero de caras se encuentra entre
24.16 y 39.84, es decir, entre 25 y 39 ambos inclusive.

(2) Serechazd la hipétesis en caso contrario.

Segundo método: Con probabilidad 0.95, el nimero de caras se encontrar entre u — 1.960 y i+ 1,960,

es decir, np — 1.96Vnpg y np+ 1.96Vnpg o entre 32 — 1,96(4) = 24.16 y 32 + 1.96(4) = 39.84 que
lleva a la regla de decisién anterior.

Tercer método: —1.96 < Z < 1.96 equivale a — 1,96 < (X — 32)/4 < 1.96. Entonces — 1.96(4) < (X —
32) < 1.96(4) 6 32 —1.96(4) < X < 32 + 1.96(4), es decir, 24,16 < X < 39.84, que también conduce a
la regla de decisién anterior.

Si el nivel de significacion es 0.01, cada 4rea sombreada en la figura anterior es 0,005, Entonces, el drea
entre 0 y z; es 0.5000 — 0.0050 = 0.4950 y z;, = 2.58 (mis exactamente 2,575). Esto puede también
obtenerse de la Tabla 7-1.

Siguiendo el mismo procedimiento del método segundo del apartado (a), se ve que con probabilidad 0.99
el niimero de caras se encontrard entre p— 2.580 y u + 2,580, es decir, 32 — 2.58(4)= 21.68 y 32 +
2.58(4) = 42.32. -

v

Entonces la regla de decisién seria:

(1) Aceptar la hipétesis si el nimero de caras se encuentra entre 22 y 42 inclusive,

(2) Rechazarla en cualquier otro caso.
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7.4.

7.5.

Como se podria disefiar una regla de decision en el Problema 7.3 que evite el error del Tipo
I1?

El error del Tipo II se comete al aceptar una hipétesis que deberfa ser rechazada. Para evitar este error, en
lugar de aceptar la hipétesis, lo que se hace es simplemente no rechazarla, lo que significarfa que se rehusa
cualquier decisién en este caso. Asi por ejemplo, la regla de decisién del Problema 7.3(b) serfa:

(1) No rechazar la hip6tesis si el nimero de caras se encuentra entre 22 y 42 inclusive.
(2) Rechazar la hipétesis en caso contrario.

Sin embargo, en muchos ejemplos pricticos es importante decidir si una hipStesis debe ser aceptada o
rechazada. Una completa discusién de tales casos requiere la consideracién de errores del Tipo II (véanse
Problemas 7.23-7.25).

En un experimento sobre percepcion extrasensorial (E.S.P.) un individuo (sujeto) en una
habitacién fue preguntado sobre el color (rojo o azul) en una carta elegida por otro individuo
en otra habitacion de un conjunto de 50 cartas bien barajadas. Es desconocido para el sujeto
cuantas cartas rojas o azules hay en el lote. Si el sujeto identifica correctamente 32 cartas,
determinar si los resultados son significativos al nivel de significacién de (¢) 0.05 y (b) 0.01.

Si p es la probabilidad de que el sujeto elija correctamente el color de una carta, entonces se tiene que decidir
entre las dos hipétesis siguientes:

Hy: p=0.5y el sujeto estd simplemente adivinando, es decir, los resultados son totalmente casuales
H;: p> 0.5y el sujeto tiene fuerza de E.S.P.

Se elige un ensayo de una cola, puesto que no se est4 interesado en la facultad de obtener valores bajos, sino
en la facultad de obtener aciertos numerosos.

Si la hipétesis H, es cierta, la media y la desviacién tfpica del nimero de cartas identificadas correctamente
estd dado por

u = ap = 50(0.5) = 25 y ¢ = Vnpg = V50(0.5)(0.5) = /125 = 3.54

(@) Para un ensayo de una cola al nivel de significacién de 0.05 se
debe elegir z; en la Fig. 7-4 de modo que el drea sombreada en
1a regién critica de valores altos sea 0.05. Entonces el drea entre
0y z, = 0.4500, y z; = 1,645. Esto puede también sacarse de
la Tabla 7-1.

Asf, pues, la regla de decisién o ensayo de significacion es:

(1) Sila z observada es mayor que 1.645, los resultados son
significativos al nivel del 0.05 y el individuo tiene fuerza de
E.S.P.

(2) Si z es menor de 1.645 los resultados se deben a la casuali- Fig. 7-4
dad, es decir, no significativos al nivel del 0.05.

Puesto que 32 unidades tipificadas (32 — 25)/3.54 = 1.98 es mayor que 1.645, la decisién (1) se
mantiene es decir, se concluye que al nivel del 0,05 el individuo tiene fuerza de E.S.P,

Adviértase que realmente deberia aplicarse una correccién de continuidad, puesto que 32 en una escala
continua estd entre 31.5 y 32.5. Sin embargo, 31.5 tiene un valor tipificado de (31.5 — 25)/3.54 = 1.84
llegdndose a la misma conclusién anterior.

(b) Si el nivel de significacién es 0.01, entonces el irea entre 0 y z; = 0.4900 y z; = 2.33. Puesto que 32 6
31.5) en unidades tipificadas es 1 98 (6 1.84) que es menor que 2.33, se deduce que los resultados no
son significativos al nivel de 0.01.

Algunos estadisticos adoptan la terminologia de que los resultados significativos al nivel del 0.01 son
altamente significativos, los resultados significativos al nivel del 0.05 pero no al nivel del 0.01 son
probablemente significativos, mientras que los resultados significativos a niveles superiores al 0.05 son no
significativos,

Segfin la terminologfa, se concluye que los resultados del experimento anterior son probablemente
significativos, de modo que posteriores investigaciones del fen6meno estdn probablemente justificadas.
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7.6.

7.7.
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Puesto que los niveles de significacién sirven de guia en la toma de decisiones, algunos estadisticos citan
las probabilidades reales inherentes. Por ejemplo, en este problema puesto que P(Z = 1.84) = 0.0322 el
estadistico puede decir que en base a la posibilidad de que en el experimento se llegue a una conclusién
err6nea sobre que el individuo tiene fuerza de E.S.P. es sobre el 3 por 100. La probabilidad citada en es-
te caso 0.0322, se llama a veces nivel de significacién experimental o descriptivo.

El fabricante de una patente médica sostiene que la misma tiene un 90% de efectividad en el
alivio de una alergia, por un periodo de 8 horas. En una muestra de 200 individuos que tenfan
la alergia la medicina suministrada alivi6 a 160 personas. Determinar si la aseveracién del
fabricante es cierta.

Denétese por p la posibilidad de obtener alivio de la alergia utilizando la medicina. Entonces se debe decidir
tre las dos hipétesis:

Hy: p= 0.9 y la aseveracién es correcta

H,: p<0.9y la aseveracién es falsa

Se elige un ensayo unilateral, puesto que se estd interesado en !
determinar si la proporcion de gente aliviada por la medicina es Region |
demasiado baja. critica

Si se toma el nivel de significacion del 0.01, es decir, si el area z
sombreada en la Fig. 7-5 es 0.01, entonces z; = —2.33, como

puede deducirse del Problema 7.5(b), mediante la simetria de la Fig. 7-5
curva, o de la Tabla 7-1,

Se toma como regla de decisi6n:

(1) La aseveracién no es legitima si Z es menor de —2.33 (en cuyo caso se rechaza Hy).

(2) En caso contrario, la aseveracién es legitima y los resultados obtenidos se deben a la casualidad (en
cuyo caso se acepta Hy).

Si Hy es cierta x = np = 200(0.9) = 180 y o = Vnpg = V(200)(0.9)(0.1) = 4.23.

Ahora 160 en unidades tipificadas (160 — 180)/4.23 = —4..3, que es mucho menor de —2.33. Asf pues,
por la regla de decisién se deduce que la aseveracion no es legitima y que los resultados muestrales son
altamente significativos (véase final del Problema 7.5).

La duracion media de una muestra de 100 tubos fluorescentes producidos por una compafiia
resulta ser 1570 horas, con una desviacion tipica de 120 horas. Si u es la duracién media de
todos los tubos producidos por la compafiia, comprobar la hipotesis 4 = 1600 horas contra la
hipotesis alternativa u # 1600 horas con un nivel de significacion de (a) 0.05 y (b) 0.01.

Se tiene que decidir entre las dos hipétesis:
Hy: p = 1600 horas,
H,: 4 # 1600 horas

Un ensayo bilateral debe utilizarse aqufi puesto que u # 1600 incluye valores mayores y menores de 1600,

{a) Para un ensayo bilateral al nivel de significacién de 0.05 se tiene la siguiente regla de decision:

(1) Serechaza Hj sila z de la media muestral est4 fuera del rango — 1.96 a 1,96.
(2) Se acepta Hy (0 no se toma decisién alguna) en caso contrario.
E] estadistico bajo consideracién es la media muestral X. La distribucién muestral de X tiene una media

#x = ¢ y una desyiacion tipica oy = o/Vn, donde § v @ son la media y la desviacién tipica de la pobla-
cién de todos los tubos producidos por la compania.
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7.8.

7.9.

Bajo la hipétesis Hy, se tiene u= 1600 y oz = a/\/;_, = 120/v/100 = 12, utilizando la desviacién tipica
muestral como una estima de 0. Puesto que Z = (X — 1600)/12 = (1570 — 1600)/12 = —2.50 se
encuentra fuera del rango —1.96 a 1.96, se rechaza H,, al nivel de significacion del 0.05.

« (b) Si el nivel de significacidn es 0.01, el rango —1.96 a 1.96 en la regla de decisién del apartado (a) se

sustituye por —2.58 a 2.58. Entonces, puesto que z —2.50 se encuentra dentro de este rango, se acepta
H, (o no se toma ninguna decisién) al nivel de significacién del 0.01.

En el Problema 7.7, ensayar la hipotesis u¢ = 1600 horas frente a la alternativa u < 1600
horas, con los niveles de significacion de (a) 0.05 y (&) 0.01.

Se debe decidir entre las dos hip6tesis:
Hy: 1= 1600 horas, H,: 1 <1600 horas.
Debe aqui utilizarse un ensayo unilateral (véase Fig. 7-5).

(a) Si el nivel de significacion es 0.05, la regién sombreada de la Fig. 7-5 tiene un drea de 0.05 y se tiene que
2y =—1.645. Se adopta, por tanto la regla de decisién:

(1) Serechaza Hy, si Z es menor de —1.,645,
(2) Se acepta Hj (o no se toma ninguna decision) en caso contrario,

Como en el Problema 7.7(a), el valor de z es —2.50, que es menor de —1.645, se rechaza pues, H, al nivel
de significacién del 0.05. Adviértase que esta decision es idéntica a la obtenida en el Problema 7.7(a)
mediante un ensayo bilateral.

(b) Si el nivel de significacién es de 0.01 el valor de z; en la Fig. 7-5 es —2.33. De aqui que se adopte la regla
de decisién:
(1) Serechaza H, si Z es menor de —2.33.
(2) Se acepta Hy (0 no se toma ninguna decisién) en caso contrario.

Como en el Problema 7.7(¢), el valor de z es —2.50, que es menor de —2.33, se rechaza pues, Hg al nivel
de significacion del 0.01. Adviértase que esta decision es la misma que la obtenida en el Problema 7.7(b)
mediante un ensayo bilateral.

Las decisiones concernientes a hip6tesis H, dadas, basadas en ensayos de una o dos colas, no estdn
siempre en concordancia. Esto cabe, naturalmente esperarse, puesto que se ensaya H,; contra una
alternativa diferente en cada caso.

La resistencia a la rotura de los cables producidos por un fabricante tienen una media de 1800
libras y una desviacion tipica de 100 libras. Mediante una nueva técnica en el proceso de fa-
bricacion se aspira a que esta resistencia pueda ser incrementada. Para ensayar esta aspiracion,
se ensaya una muestra de 50 cables y se encuentra que su resistencia media es de 1850 libras.
(Puede mantenerse que, en efecto, hay un aumento de resistencia al nivel de significacion del
0.01?

Se tiene que decidir entre las dos hipétesis:

Hy: i = 1800 libras, y realmente no hay cambio en la resistencia

Hy: y > 1800 libras, y hay un cambio en la resistencia
Aqui debe emplearse un ensayo unilateral (véase Fig. 7-4). Al nivel de significacién del 0.01 la regla de deci-
sion es:
(1) Si el valor de z es mayor que 2.33 los resultados son significativos al nivel de 0.01 y H, es rechazada.

(2) De otro modo, Hy es aceptada (o no se toma decisién alguna).

Bajo la hipdtesis de que Hj es cierta, se tiene

z = X—u _ 1850 -1800 _ ...

o/Vn 100/v/50

que es mayor de 2.33. De aqui se deduce que los resultados son altamente significativos y la aspiracién de

mejora debe ser admitida.
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ENSAYOS RELACIONADOS CON DIFERENCIAS DE MEDIAS Y PROPORCIONES

7.10. Se hizo un examen

7.11.

dos clases formadas por 40 y 50 estudiantes respectivamente. En la pri-
mera clase la puntuacion media fue de 74 con una desviacion tipica de 8, mientras que en la
segunda clase la puntuacion media fue de 78 con una desviacion tipica de 7. ;Hay una dife-
rencia significativa entre el resltado de las dos clases al nivel de significacion de (a) 0.05, (b)
0.01?

Supéngase que las dos clases provienen de dos poblaciones que tienen de medias respectivas u; y ;. Enton-
ces, se tiene que decidir entre las hipétesis:

Ho:

H,: u, ¥ u,, hay una diferencia significativa entre las dos clases

M1 = M,y la diferencia se debe simplemente al azar

Bajo la hipdtesis Hy, ambas clases provienen de la misma poblacién. La media y la desviacién tipica de la di-
ferencia de medias estin dadas por

2 2
- IS o] a5 L 8_2 72 -
Bg—%, — . =5 1 \/ 'n1+ ny 20175 ~

donde se han utilizado las desviaciones tipicas muestrales como estimas de 0, y 0,.

1.606

74 — 18
1.606

Entonces zZ = —2.49

(a) Para un ensayo bilateral, los resultados son significativos al nivel de 0.05 si Z se encuentra fuera del reco-
rrido —1.96 a 1.96. De aqui se deduce que al nivel de 0.05 hay una diferencia significativa entre las dos
clases y la segunda es probablemente mejor.

(®)

Para un ensayo bilateral, los resultados son significativos al nivel de 0.01 si Z se encuentra fuera del in-
tervalo —2.58 y 2.58. De aqui se deduce que al nivel de 0.01 no hay diferencias significativas entre am-
bas clases.

Puesto que los resultados son significativos al nivel de 0.05 pero no al de 0.01, se deduce que los resulta-
dos son probablemente significativos, de acuerdo con la terminologia utilizada al final del Problema 7.5.

La estatura media de 50 estudiantes de un colegio que tomaban parte en las pruebas atléticas
fue de 68.2 pulgadas con desviacion tipica de 2.5 pulgadas, mientras que 50 estudiantes que
no mostraban interés en tal participacion tenian una estatura media de 67.5 pulgadas con des-
viacion tipica de 2.8 pulgadas. Ensayar la hipotesis de que los estudiantes que participan en
las pruebas atléticas son mas altos que los otros.

Se debe decidir entre las hipétesis:

Hy: py =y, , no hay diferencia entre las estaturas medias_

H,: p; >u,,la estatura media del primer grupo es mayor que la del segundo

Bajo la hipé6tesis Hy,

of o

T M TR P (2.6)2 , (2.8)2
X, —X, X —X, Ny, My 50 50

donde se han utilizado las desviaciones tipicas muestrales como estimas de 0, y 0, .
b'¢ 1 Xz

T .
X1-X,

68.2 — 67.5

Z8%, 0.53

Entonces 1.32

Con un ensayo unilateral y al nivel de significacién del 0.05, se rechaza la hipétesis H, si el valor de z fuese
mayor de 1.645. Asi pues, no se puede rechazar la hipétesis a este nivel de significacién.

Debe sin embargo ponerse de manifiesto que la hipétesis puede rechazarse al nivel de 0.10 si se estd dispuesto
a correr el riesgo de tomar una decisién errénea con una probabilidad de 0.10, es decir, 1 vez cada 10.
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7.12.

7.13.

¢En cuanto deberian incrementarse los tamafios de muestra de cada uno de los dos grupos en
el Problema 7.11 para que la diferencia observada de 0.7 pulgadas en las estaturas medias sea
significativa al nivel de significacion (a) 0.05, (b) 0.01?

Supéngase que el tamafio muestral de cada grupo es n y que las desviaciones tfpicas para 1os dos grupos per-
manecen iguales a las de antes. Entonces, bajo la hipétesis Hy, se tiene ”x -%, =

= it h 4 _ (2.5)% + (2.8)* + (2.8) 14.09 3.75
“%~%, % | o — Vi

Para la diferencia de 0.7 observada en las estaturas medias se tiene

; - X-X% o1 _ 0wvm
= 2t =

%, — X, 375/\Vn 375

(a) La diferencia observada seré significativa al nivel de 0.05 si

gé%;uma 6 Viz=Z88 6 'nz=18

Asfi pues, deberd incrementarse el tamafio de cada grupo en 78 — 50 = 28 al menos.

(b) La diferencia observada ser4 significativa al nivel de 0.01 si

0377‘/5‘>233 6 VR Z 125 & =n = 157

De aqui que se deberia incrementar cada muestra en al menos 157 — 50 = 107,

Dos grupos A y B formados cada uno de 100 individuos, padecen una enfermedad. Se admi-
nistra un suero al grupo 4, pero no al grupo B (que se llama grupo control); siendo en todo lo
demas los dos grupos tratados idénticamente. Se encuentra que en los grupos Ay B, 75y 65
individuos, respectivamente se han recuperado de la enfermedad. Ensayar la hipotesis de que
el suero ayuda a curar la enfermedad al nivel de significacién del (a) 0.01, (b) 0.05, (¢) 0.10.

Dendétese por p; y p,, respectivamente las proporciones poblacionales curadas (1) utilizando el suero, (2) sin
utilizar suero. Se debe decidir entre las dos hipdtesis:

Ho: py = p,,y las diferencias observadas son debidas al azar, es decir, el suero no es efectivo

H,: py > p,,y el suero es efectivo

Bajo la hipétesis Hy ,

1 1 1
— = —_ = —— — e = 0.064
“py—py i Py =Py Pif( "y - ni) 'J(O T 30)<100 - 100> 0645

donde se ha utilizado como estima de la proporcién p de curas en los dos grupos muestrales el valor (75 +
66)/200 = 0.70 y donde g = 1 —p = 0.30. Entonces

/& = 125 —
G = o‘ 2 _ 0.750 - 0650 _ .,
S 0.0648

(a) De acuerdo con un ensayo unilateral al nivel de significacién del 0.01, se rechazarfa la hipétesis H, so-
lamente si z fuese mayor de 2.33. Puesto que el valor de z es 1.54, se debe deducir que los resultados se
deben al azar a este nivel de significacién.

(b) De acuerdo con un ensayo unilateral al nivel de significacién del 0.05, se rechazaria la hipétesis Hy sola-
mente si z fuese mayor de 1.645. De donde se deduce que a este nivel también las diferencias se deben al
azar.

(¢) Si se utilizase un ensayo unilateral al nivel de significacion de 0.10 se rechazaria H, solamente si el valor
de z fuese superior a 1.28. Puesto que esta condicién es satisfecha, se deduciria que el suero es efectivo al
nivel de significacion de 0.10.
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7.14.

7.15.

ENSAYOS DE HIPOTESIS Y SIGNIFICACION [CAP. 7

Adviértase que las conclusiones anteriores dependen de lo que se esté dispuesto a arriesgar de tomar una
decision erronea. Si los resultados se deben realmente al azar y se toma la decisién de que son debidos al
suero (error del Tipo I), se puede proceder a dar el suero a grandes grupos de gente solamente para obte-
ner entonces que realmente es inefectivo. Este es un riesgo que no siempre deseamos suponer.

Por otro lado, se puede deducir que el suero no ayuda cuando realmente si lo hace (error del Tipo II).
Tal decisién es muy importante especialmente si hay vidas humanas en juego.

Solucionar el Problema 7.13 si cada grupo se compone de 300 individuos y si se curan 225 in-
dividuos del Grupo A y 195 del grupo B.

Adviértase que en este caso la proporcion de gente curada en los dos grupos son 225/300 = 0.750 y 195/300
= 0.650 respectivamente, que son las mismas del problema anterior. Bajo la hipotesis Hy ,

1y L U g Ml oSl e
Hp —py = 0 Omy = \/pq<nl+n2> = \j(o.70)(0.30)<300+300> = 0.0374

donde (225 — 195)/600 = 0.70 se utiliza como estima de p. Entonces

P, — Py 0.750 — 0.650
P~ Py 0.0374 A

Puesto que el valor de z es mayor de 2.33, se puede rechazar la hipétesis al nivel de significacién del 0.01, es
decir, se deduce que el suero es efectivo con solo una probabilidad de 0.01 de equivocaciéon.

Esto muestra como al incrementarse el tamano de la muestra aumenta la seguridad de las decisiones. Sin em-
bargo, en muchos casos es imposible el aumentar el tamafio de la muestra. En tales casos, se estd forzado a to-
mar decisiones en acuerdo con la informacién utilizable y asi se tendrd que correr mayor riesgo de tomar de-
cisiones erroneas.

Una muestra de 300 votantes del distrito A y 200 del distrito B mostrd que el 56% y el 48%
respectivamente, estaban a favor de un candidato dado. Al nivel de significacion del 0.05 en-
sayar la hipotesis de que (a) haya diferencia entre los distritos, (b) el candidato sea preferido
en el distrito A.

Denétese por p, y p; las proporciones de todos los votantes de los distritos A y B, respectivamente, que es-
tan a favor del candidato.

Bajo la hipétesis (Hg: p; = p; ) se tiene

_ _ Sy T SIS SIS
Bp—py = O % —py = \/pq<n1+ n2> = \/(0.528)(0.472)<300+ 2OO> = 0.0456

donde se ha utilizado como estima de p y g los valores [(0.56)(300) + (0.48)(200)]/500 = 0.528 y 1—0.628 =
0.472. Entonces

A P, —P, 0560 — 0480 _ s
T opp, 0.0456 My i

(a) Si solamente se desea determinar si hay diferencia entre los distritos, se debe decidir entre la hipotesis
(Ho: Py =P2)y (Hy: py # Ppa), que se estudia con un ensayo bilateral.

Con un ensayo bilateral y al nivel de significacién del 0.05, se rechazaria Hy si Z estuviese fuera del in-
tervalo —1.96 a 1.96. Puesto que Z = 1.75, encontrandose dentro del intervalo no se puede rechazar Hy
a este nivel, es decir, no hay diferencia significativa entre los distritos.

(b) Si se desea determinar si el candidato es preferido en el distrito A, se debe decidir entre la hipétesis (Hg:
p, =pP2)y (Hy:py > Pp,), que se estudia con un ensayo unilateral.

Con un ensayo unilateral y al nivel de significacién del 0.05 se rechaza Hy si Z fuese mayor de 1.645.
Puesto que éste es el caso, se rechaza H a este nivel y se deduce que el candidato es preferido en el dis-
trito A.
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ENSAYOS RELACIONADOS CON LA DISTRIBUCION ¢t DE STUDENT

7.16. En el pasado una maquina ha producido arandelas con un grosor de 0.050 pulgadas. Para de-

7.117.

terminar si la maquina sigue en buenas condiciones de produccion, se toma una muestra de
10 arandelas, que resulta tener un grosor medio de 0.053 pulgadas y una desviacién tipica de
0.003 pulgadas. Ensayar la hipotesis de que 1a maquina esta en buenas condiciones de produc-
cion al nivel de significacion del (a) 0.05, (b) 0.01.

Se desea decidir entre las hip6tesis

Hy: ¢4 =0.050, y la mdquina se encuentra en buenas condiciones

H;: 4+ 0.050, y la mdquina no se encuentra en buenas condiciones

de modo que se requiere un ensayo bilateral.

Bajo lallipGtesis He seftiene: T —= —Vn—1 = ‘%’0;’&9 VIO=1 = 3.00.

(a) Para un ensayo bilateral al nivel de significacién del 0.05 se adopta la regla de decisién:

(1) Se acepta Hy si t se encuentra dentro del intervalo —t 4,5 a t 75, lo cual para 10 —1 = 9 grados de
libertad es el intervalo —2.26 a 2.26.

(2) Se rechaza H, en caso contrario.
Puesto que T = 3.00, se rechaza Hj al nivel de 0.05.
(b) Para un ensayo bilateral al nivel de significacién del 0.01 se adopta la regla de decisién:

(1) Se acepta Hj si T se encuentra dentro del intervalo —-t g95 a ¢ 995, que para 10—1 = 9 grados de liber-
tad es el intervalo —3.25 a 3.25.

(2) Se rechaza H, en caso contrario.
Puesto que T = 3.00, se acepta H, al nivel 0.01.

Ya que se rechaza H, al nivel 0.05 pero no al nivel 0.01, se dice que la muestra resulta probablemente
significativa (véase la terminologia del final del Problema 7.5). Asf seria aconsejable comprobar la miqui-
na o al menos tomar otra muestra,

Un ensayo sobre resistencia a la rotura de 6 cuerdas fabricadas por una compainia mostré una
resistencia media de 7750 lb y una desviacion tipica de 145 1b mientras que el fabricante sos-
tenia que la resistencia media de sus cuerdas era de 8000 lb. ;Se puede admitir la afirmacion
del fabricante al nivel de significacion del (e) 0.05, (b) 0.01?

Se tiene que decidir entre las hipotesis

Hy: p = 8000 libras, y la afirmacién del fabricante est4 justificada
H,: 1 <8000 libras, y la afirmacién del fabricante es falsa

de modo que se requiere un ensayo unilateral.

X—u _ 17750 — 8000 T
g Va—1= L5 V6—1= -386

(a) Para un ensayo unilateral al nivel de significacién del 0.05, se adopta la regla de decisién:

Bajo la hipétesis H, se tiene T =

(1) Se acepta Hj si T es mayor de —t g5, que para 6 —1 = 5 grados de libertad da T > —2.01.

(2) Serechaza H, en caso contrario.
Puesto que T'= —3.86, se rechaza H,.
(b) Para un ensayo unilateral al nivel de significacién del 0.01, se adopta la regla de decisién:

(1) Seacepta Hy si T es mayor de —t ,,, que para 5 grados de libertad da 7' > —3.36.

(2) Serechaza H; en caso contrario.
Puesto que T = —3.86, se rechaza Hj,.

Se deduce que la afirmacién del fabricante es extremadamente improbable que esté justificada.
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7.18.

7.19.

ENSAYOS DE HIPOTESIS Y SIGNIFICACION [CAP. 7

El I. Q. (cociente de inteligencia) de 16 estudiantes de una zona de una ciudad dio una media
de 107 con una desviacién tipica de 10, mientras que el I. Q. de 14 estudiantes de otra zona
de la ciudad dio una media de 112 con desviacion tipica de 8. ;Hay diferencia significativa
entre el I. Q. de los dos grupos al nivel de significacion del (a) 0.01,y (b) 0.05?

Si se denota por u- y M, las medias poblacionales del 1. Q. de los estudiantes de las dos zonas, se tiene que
decidir entre las hipotesis

H,: u; = U, y no hay diferencia esencial entre los grupos

H,: g B2 Moy hay diferencia esencial entre los grupos

X, - X, S? 4 nyS?
Tl e donde ¢ = |21 a0
0V1/n1+1/'n2 n1+n2—2

G102 + _L! g
5. ||1 vl(:; _:_ = 14{:) — 944 ¥ T — 112 — 107 ~ 145
T 9.44v1/16 + 1/14

(a) Con un ensayo bilateral al nivel de significacién del 0.01, se rechazara la hipotesis Hy si T se encuentra
fuera del recorrido —t gq5 a 995, que paran; + n, — 2 =16 + 14 — 2 = 28 grados de libertad es el reco-
rrido —2.76 a 2.76.

Bajo la hipotesis Hy,

Entonces

Asi pues, no se puede rechazar H; al nivel de significacion del 0.01.

(b) Con un ensayo bilateral al nivel de significacién del 0.05, se rechazara Hy si T se encuentra fuera del re-
corrido —t g75 a t 975, Que para 28 grados de libertad es el recorrido —2.05 a 2.05.

Asi pues, no se puede rechazar H, al nivel de significacién del 0.05.

Se deduce que no hay diferencia significativa entre el I. Q. de los dos grupos.

En una estacion agricola se deseaba ensayar el efecto de un determinado fertilizante sobre la
produccion de trigo. Para ello, se eligieron 24 parcelas de terreno de igual superficie; la mitad
de ellas fueron tratadas con el fertilizante y 1a otra mitad no (grupo control). Todas las demas
condiciones fueron las mismas. La media de trigo conseguida en las parcelas no tratadas fue
de 4.8 fanegadas con una desviacion tipica de 0.40 fanegadas, mientras que la media en las
parcelas tratadas fue de 5.1 fanegadas con una desviacion tipica de 0.36 fanegadas. ;Puede
deducirse que hay un incremento significativo en la produccion de trigo por el empleo del fer-
tilizante al nivel de significacion del (a¢) 1% y (b) 5% ?

Si ¢, v U, son las producciones poblacionales medias en los suelos tratados y no tratados, respectivamente, se
tiene que decidir entre las hipStesis

Hy: upy = u,,y la diferencia se debe al azar

H,: My > U,,y el fertilizante incrementa la produccién

Bajo la hipotesis Hy,

X - % n,S% + n,S;
T = et dondes o= —I_LT_zz:
oV1l/n + 1/n,y ™ z
Entonces
2 2 .1 — 4.8
The \/12(0.40) +12(0.862 _ o .0, v T o= 5.1 ~ 1.85
12 +12 — 2 0.397V1/12 + 1/12

(a) Con un ensayo unilateral al nivel de significacién del 0.01, se rechazari la hipotesis Hy si T fuese mayor
que tgg, lo cual paran; + n, —2 =12 + 12 — 2 = 22 grados de libertad es 2.51.

Asi pues, no se puede rechazar H, al nivel de significacién del 0.01.
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(b) Con un ensayo unilateral al nivel de significacién del 0.05, se rechazari la hipétesis Hy si T fuese mayor
que t g5, lo cual para 22 grados de libertad es 1.72.

Asf, pues, se rechaza H, al nivel de significacién del 0.05.

Se deduce que el incremento en la produccién de trigo al utilizar el fertilizante es probablemente signifi-
cativo. Sin embargo antes de sacar conclusiones definitivas referentes a la conveniencia del fersilizante,
seria deseable tener alguna prueba mis.

ENSAYOS RELACIONADOS CON LA DISTRIBUCION CHI-CUADRADO

7.20. En el pasado la desviacion tipica de los pesos de ciertos paquetes de 40.0 onzas, llenados por
una maquina era de 0.25 onzas. Una muestra aleatoria de 20 paquetes dio una desviaciéon tipi-
ca de 0.32 onzas. ;Es el aparente incremento de variabilidad significativa al nivel de significa-
cion del (a) 0.05 y (b) 0.01?

Hay que decidir entre las dos hipbtesis:

Hy: 0= 0.25 onzas, y los resultados observados se deben al azar

H,: 0> 0.25 onzas, y la variabilidad se ha incrementado
El valor de x* para la muestra es x2 = ns2/o2 = 20((').32)2/(0.25)2 = 32.8.

(a) Mediante un ensayo unilateral, se rechaza Hy al nivel de significacién del 0.05 si el valor de )(2 muestral
fuese mayor que x%;, que es igual a 30.1 para v = 20 — 1 = 19 grados de libertad. Asi pues, se rechaza
Hj al nivel de significacién del 0.05, -

(b) Mediante un ensayo unilateral, se rechazars H, al nivel de significacion del 0.01 si el valor muestral de

)(2 fuese mayor que x%,, que es igual a 36.2 para 19 grados de libertad. As{ pues, no se rechaza Hy al ni-

vel de significacién del 0.01.

Se deduce que la variabilidad se ha, probablemente incrementado. Y deberi efectuarse una revisién en la
maiquina.

ENSAYOS RELACIONADOS CON LA DISTRIBUCION F

7.21. Un instructor tiene dos clases, A y B, en una asignatura especifica. La clase A tiene 16 estu-
diantes en tanto que la clase B tiene 25 estudiantes. En el mismo examen, aunque no hubo di-
ferencia significativa en medias de las calificaciones, la clase A tuvo una desviacién tipica de 9
en tanto que la clase B tuvo una desviacién tipica de 12. ;Podemos concluir al nivel de signifi-
cacion del (a) 0.01, (b) 0.05 que la variabilidad de la clase B es mayor que la de la clase A?

(a) Tenemos, empleando subindices 1 y 2 para las clases A Y B respectivamente, s; = 9,5, = 12 de modo
que
n Ny
pe2 = M o _ 16 05 _ Ag _ 2 — 25 400 _
W, = N H5 e = R S 2 g s SR

Hay que decidir entre las dos hipé6tesis

Ho: 0, = 03,y cualquier variabilidad observada se debe al azar

Hy: 01 > 0,, y la variabilidad de la clase A es mayor que ladela B

La decisién debe por tanto basarse en un ensayo unilateral de la distribucién F. El ntimero de grados de

libertad para las clases son respectivamente vy =16 —1=15,r, = 25 — 1 = 24, Al nivel 0.01 para »,
=15,v, = 24 tenemos del Apéndice F, F 4o = 2.89. Entonces, para las muestras en cuestién,

b

= = 864 — 1.74

»)
o8 [

Entonces, ya que F < F gy no podemos rechazar Hy, al nivel 0.01.

(b) Ya que F ;= 2.11 para 15, 24 grados de libertad (véase Apéndice F), vemos que F < F 4. Por tanto
tampoco podemos rechazar Hy al nivel 0,05,
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7.22. ;Cambiarian sus conclusiones en el Problema 7.21 si existe una diferencia significativa en la
media de las calificaciones de las clases? Justificar su solucion.

Puesto que la media real de las calificaciones no se usé para nada en el Problema 7.21 no interesa sus valores,
Esto es de esperarse ya que no estamos tratando de decidir si hay una diferencia en las medias de las califica-
ciones, sino solamente si hay una variabilidad en las calificaciones.

CURVAS CARACTERISTICAS DE OPERACION

7.23. Con referencia al Problema 7.2 ;cuil es la probabilidad de aceptar la hipotesis de que la mo-
neda esta bien hecha cuando la probabilidad real de cara es p = 0.7?

La hipétesis Hy de que la moneda estd bien hecha,
es decir, p = 0.5 se acepta cuando el nimero de ca-
ras en 100 lanzamientos se encuentra entre 39.5 y
60.5. La probabilidad de rechazar Hy, cuando debe-
ria aceptarse (es decir, probabilidad de error del Ti-
po 1) viene dada por el drea total o de la regién som-
breada bzjo la curva normal de la izquierda en la

Fig. 7-6. Calculada en el Problema 7.2(a), esta drea cﬁ:s ::,;:s

«, que representa el nivel de significacién del ensayo
de Hy, es igual a 0.0358.

Si la probabilidad de cara es p = 0.7, entonces la distribucién de caras en 100 lanzamientos esta representada
por la curva normal de la derecha en la Fig. 7-6. En el diagrama se ve claramente que la probabilidad de acep-
tar Hy cuando realmente p = 0.7 (es decir, probabilidad de error del Tipo II), estd dada por el drea rayada i
de la figura. Para calcular esta drea se observa que la distribucién bajo la hipétesis p = 0.7 tiene una media y
una desviacidn tipica que son dadas por

g = np = (100)0.7) = 70 o = Vnpg = V(100)(0.7)(0.3) = 4.58

60.5 en unidades tipificadas = 60'2 5—8_7_0 = =207
39.5 en unidades tipificadas = 010 = —6.66

Entonces

f = drea bajo la curva normal entre z = —6.66 y z = —2.07 = 0.0192

As{, pues, con la regla de decisién dada hay muy poco riesgo de aceptar la hipétesis de que la moneda estd
bien hecha, cuando realmente p = 0.7.

Adviértase que en este problema se tenia la regla de decisién de la que se obtenia 'y B. En la prédctica se pue-
den presentar otras dos posibilidades:

(1) Se decide sobre a (tal como 0.05 6 0.01), llegando a una regla de decigién y después se calcula B.

(2) Se decide sobre a y § y después se llega a una regla de decisi6n.

7.24. Solucionar el Problema 7.23 si (a)p = 0.6, (b)p = 0.8, (c)p = 0.9, (d) p = 0.4.
(a) Sip = 0.6,la media y la desviacion tipica de la distribucién de caras vienen dadas por

= mp = (100)(0.6) = 60 ¢ = Vnpg = V{(100)(0.6)(0.4) = 4.90

60.5 en unidades tipificadas = Gq'i 9_0—69 = 0.102
39.5 en unidades tipificadas = &ZT_O'GO = —4.18
Entonces f§ = drea bajo la curva normal entre z = —4.18 y 2 = 0.102 = 0.5405

Asf, pues, con la regla de decisién dada hay un gran riesgo de aceptar la hipétesis de que la moneda esta
bien hecha cuando realmente p = 0.6.
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7.25.

(b) Sip=0.8,entonces s = np = (100)(0.8) =80 y o = \npg = V(100)(0.8)(0.2) = 4.
60.5 en unidades tipificadas = ML;Q = —4.88
39.5 en unidades tipificadas = MT—SO = —10.12
Entonces f = drea bajo la curva normal entre z = —10.12 y z = —4.88 = 0.0000 muy aproximadamente.

(¢) Comparando con (b) o por célculo, se ve que si p = 0.9, § = 0 para todos los propésitos practicos.

(d) Por simetria p = 0.4 da el mismo valor de § que p = 0.6; es decir, 3 = 0.5405.

Representar graficamente los resultados de los Problemas 7.23 y 7.24 construyendo un grafi-
co cuyos ejes sean (a) § y p, (b) (1 — ) y p. Interpretar los graficos obtenidos.

La Tabla 7-3 muestra los valores de 8 correspondientes a valores dados de p, como los obtenidos en los Pro-
blemas 7.23 y 7.24.

Tabla 7-3

|
P 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

B | 0.0000 [ 0.0000 | 0.0192 | 0.5405 | 0.9642 | 0.5405 | 0.0192 | 0.0000 | 0.0000

Notese que f representa la probabilidad de aceptar la hipétesis p = 0.5 cuando realmente p tiene un valor
distinto a 0.5. Sin embargo, si realmente p = 0.5 se puede interpretar § como la probabilidad de aceptar p =
0.5 cuando debiera ser aceptado. Esta probabilidad es igual a 1 — 0.0358 = 0.9642 y ha sido introducida en
la Tabla 7-3.

g 1-p
B o= 0.0858 L
0.9 0.9
0.8+ 0.8+
0.7 0.7+
0.6 0.6+
0.5+ 0.5
04+ 0.4

|
0.3 0.3+
0.2 ~| 0.2
0.1+ 0.1 ‘L
T T T T T T T ¥ | e T T T T T " |: 0‘0'3_58 ye——y i} 4
0 0.2 0.4 0.6 0.8 Lo 0 0.2 0.4 ?u.s 0.8 1.0
(a) (b)
Fig. 7-7

(a) El grifico §, p se muestra en la Fig. 7-7(a ), se llama curva caracteristica de operacién o curva OC de la re-
gla de la decisién o ensayo de hipéotesis.

La distancia del punto méximo de la curva OC ala linea $ =1 es igual a @ = 0.0358 al nivel de significa-
cion del ensayo,

En general, el apuntamiento mayor de la curva OC es la mejor regla de decisién para rechazar hipétesis
que no son vilidas.
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(b) El gréfico (1 — ), p se muestra en la Fig. 7-7(b), se llama curva de potencia de la regla de decisién o en-
sayo de hipétesis. Esta curva se obtiene sencillamente invirtiendo la curva OC, de modo que realmente
ambos grificos eon equivalentes.

La cantidad (1 — f) se llama a menudo funcién de potencia, puesto que indica la aptitud o potencia de
un ensayo para rechazar hipé6tesis que son falsas, es decir, que debieran ser rechazadas. La cantidad f§ se
llama también funcion caracteristica de operacién de un ensayo.

7.26. Una compaiiia fabrica cuerdas cuyas resistencias a la rotura tienen un valor medio de 300 li-
bras y una desviacion tipica de 24 libras. Se cree que mediante un nuevo proceso de fabrica-
cion puede incrementarse la resistencia media. (a) Disefiar una regla de decisién para rechazar
el proceso primitivo al nivel de significacion del 0.01 si se pone de manifiesto que debe recha-
zarse al ensayar 64 cuerdas. (b) Bajo la regla de decision adoptada en (a), ;jcual es la probabi-
lidad de aceptar el proceso primitivo cuando en efecto el nuevo proceso incremente la resis-
tencia media a.310 libras? Supongase que la desviacion tipica se mantiene en 24 libras.

(a) Siu es la resistencia media, se quiere decidir entre las hipétesis:
Hgy: p= 300 libras, y el nuevo proceso es igual que el primitivo
Hy: p > 300 libras, y el nuevo proceso es mejor que el primitivo

Para un ensayo unilateral al nivel de significacion del 0.01, se
tiene la siguiente regla de decision (referente con la Fig. 7-8):

(1) Se rechaza H, si la z de la media de resistencia muestral es
miayor que 2.33.

(2) Se'acepta Hy en caso contrario.
X—un X-300
o/Vn 2461’
cessi Z > 2.33, X > 300 + 3(2.33) = 307.0 Ib. Fig. 7-8

Puesto que Z = X = 300 + 3Z. Enton-

in 300 1b

Asi, la regla de decision anterior se convierte en:
(1) Serechaza H si la resistencia media de 64 cuerdas excede a 307.0 libras.

(2) Se acepta Hjy en caso contrario.

(b) Considérense las dos hipétesis (Hg: u = 300 li-
bras) y (H;: 4 = 310 libras). Las distribuciones
de las resistencias medias correspondientes a es-
tas dos hipdtesis se representan, respectivamen-
te con las distribuciones normales de la izquier-
da y de la derecha de la Fig. 7-9.

La probabilidad de aceptar el proceso primitivo
cuando la nueva resistencia media sea realmente
310 libras se representa por el drea f de la Fig.

7-9. Para hallar su valor nétese que 307.0 libras 300 1b - 3;;7 b 3101b
en unidades tipificadas = (307.0 — 310)/3 =
—1.00; de aqui que Fig. 7-9

B = drea bajo la curva normal de la derecha a la izquierda de z = —1.00 = 0.1587.,

Esta es la probabilidad de aceptar Hy: ¢ = 300 libras cuando realmente H, : g4 = 310 libras es cierta, es
decir, es la probabilidad de cometer error del Tipo II.

1.27. Construir (a) una curva OC y (b) una curva de potencia para el Problema 7.26, suponiendo
que la desviacion tipica de las resistencias se mantiene en 24 libras.

Razonando anilogamente a como se hizo en el Problema 7.26(b), se puede hallar § para los casos en que el
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nuevo proceso da una resistencia media {2 igual a 305 libras, 315 libras, etc. Por ejemplo, si £ = 305 libras, en-
tonces 307.0 libras en unidades tipificadas = (307.0 — 305)/3 = 0.67, y de aqui

B = irea bajo la curva normal de la derecha a la izquierda de z = 0.67 = 0.7486
De esta forma se obtiene la Tabla 7-4.
Tabla 7-4

o 290 | 295 ‘ 300 305 310 316 320

g 1.0000i 1.0000 | 0.9900 | 0.7486 | 0.1587 | 0.0038 | 0.0000

B 1-4
1.0 . =0m 1.0
0.9 4 0.9
0.8 0.8
0.7- 0.7
0.6 - 0.6
0.5 0.5
0.4+ 0.4+
0.3 0.8
0.2 4 0.2
0.1 0.1
T T T T —u (Ib) T T 7 = 0'ml T — u (1o}
280 205 300 305 310 315 320 290 265 300 305 310 315 320
(a) (b)
Fig. 7-10

(a) La curva OC se muestra en la Fig. 7-10(a). En esta curva se ve que la probabilidad de seguir con el proce-
so primitivo, si el nuevo da una resistencia menor de 300 libras, es pricticamente 1 (excepto para el nivel
de significacién del 0.01 cuando el nuevo proceso da una media de 300 libras). Después, la curva baja ré-
pidamente hacia cero, de modo que no hay probabilidad de seguir con el proceso primitivo cuando la
media de resistencia es mayor de 315 libras.

(b) La curva de potencia se ve en la Fig, 7-10(b); se pueden obtener de ella las mismas interpretaciones que
de la curva OC, ya que las dos curvas son esencialmente equivalentes.

7.28. Para ensayar la hipotesis de que una moneda esta bien hecha (es decir, p = 0.5) mediante un
nimero de lanzamientos de la moneda, se desea imponer las siguientes restricciones: (A) la
probabilidad de rechazar la hipotesis cuando sea realmente correcta debe ser a lo sumo 0.05;
(B) la probabilidad de aceptar la hipétesis cuando realmente p difiera de 0.5 en 0.1 o mas (es
decir, p = 0.6 6 p = 0.4) debe ser a 1o sumo 0.05. Determinar el tamafio minimo de muestra
necesario y enunciar la regla de decision resultante.

Aqui se ha puesto limite al riesgo de error del Tipo I
y Tipo II. Por ejemplo, la restriccion (A4) impuesta
requiere que la probabilidad de error del Tipo Isea a
lo sumo a = 0.05, mientras que la restricciéon (B) re-
quiere que la probabilidad de error del Tipo Il sea a
lo sumo 8 = 0.05. La situacién planteada se ve grdfi-
camente en la Fig. 7-11.

p=05 p =06

Denétese por n el tamano de muestra pedido y por
x el nimero de caras en los n lanzamientos, por en-
cima del cual se rechaza la hipétesis de que p = 0.5.
De la Fig. 7-11 se tiene: Fig. 7-11
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(1) El érea bajo la curva normal p = 0.5 a la derecha de x\/;T:p = xo;‘o/.;n es 0.025.
: ) . z —np z—06n
2) El édrea bajo la curva normal p = 0.6 a la izquierda de = es 0.05.
@ : . < Vnpq 0.49\n
Realmente e] drea entre
(n—2z) —0.6n x—06n
0.49 v y 0.49 Vn

€8 0.05; (2) es una cantidad muy aproximada. Obsérvese que tomando la probabilidad de aceptaciéon como
0.05 en el ‘“peor de los casos”, p = 0.6, automaticamente tomariamos como 0.05 o menos cuando p tiene
cualquier otro valor por fuera del recorrido 0.4 a 0.6. Por tanto un promedio ponderado de todas estas proba-
bilidades, que representan la probabilidad de error del tipo II, también serd 0.05 o menos.

—05n
De(1) Z—=2" — 196 % (8) == 0.5n+0.980Vm.
(1) 05V (2 V.
De(2) =06™ = 1645 6 () »=0.6n—0.806V7
0.49Vn

De (3) y (4), n = 318.98. Se sigue que el tamafio de la muestra debe ser al menos 319, es decir, se debe lanzar
la moneda al menos 319 veces. Haciendo n = 319 en (3)o (4),x =1171.

Parap=0.5,x —np =177 —159.5 = 17.5. Asi pues, se adopta la siguiente regla de decisién:

(a) Se acepta la hipétesis p = 0.5, si el namero de caras en 319 lanzamientos estd dentro del recorrido 159.5
* 17.5, es decir. entre 142 y 177.

(b) Serechaza la hipbtesis en caso contrario.

GRAFICOS DE CONTROL DE CALIDAD

7.29. Se construye una maquina que producira cojinetes de bolas teniendo un didgmetro medio de
0.574 pulgadas y una desviacién tipica de 0.008 pulgadas. Para determinar si la maquina es-
ta adecuadamente construida para el fin que se destina, se toma una muestra de 6 cojinetes
cada 2 horas, por ejemplo, y se observa el diametro medio de la muestra. (a) Disenar una re-
gla de decision mediante la cual se puede estar razonablemente cierto de que la calidad del
producto esta de acuerdo con las normas requeridas. (b) Mostrar cémo se representaria grafi-
camente la regla de decision de (a).

(a) Con confianza del 99.73% se puede decir que la media muestral X debe estar dentro del intervalo (ug —
30z) a (ux+80x) 6 (n—3a/Vn) a (p+ 83¢/vV). Puesto que 4 = 0.574, 0 = 0.008 y n = 6, se sigue que
con el 99.73% de confianza la media muestral se encontrard entre (0.574 — 0.024/y/6) y (0.574 +
0.024/1/6) o entre 0.564 y 0.584 pulgadas.

De aqui que la regla de decisi6n sea como sigue:

(1) Sila media muestral cae dentro del intervalo 0.564 a 0.584 pulgadas, se supone que la mdquina es a-
decuada para el trabajo pedido.

(2) De otro modo, la miquina no serd adecuada y habri que buscar la razén de su ineptitud.

(b) Un registro de las medias muestrales puede llevarse por medio de un grafico tal como se muestra én la
Fig. 7-12, llamado grifico de control de calidad. Cada vez que se observa una media muestral se represen-
ta por un punto en el grifico. En tanto que los puntos se encuentran entre los limites 0.564 y 0.584 pul-
gadas, el proceso estd bajo control. Cuando un punto se sale de estos limites control (tal como en la ter-
cera muestra tomada el jueves), hay la posibilidad de que falle algo y se precisa una investigacién del po-

- sible fallo.

Los limites de control determinados anteriormente se ilaman limites de confianza del 99.73% o breve-
mente limites 30. Sin embargo, pueden igualmente determinarse otros limites de confianza, tales como
los limites del 99% o del 95%. La eleccién en cada caso depende de las circunstancias particulares del
mismo.
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AJUSTE DE DATOS A DISTRIBUCIONES TEORICAS

7.30. Ajustar una distribucion binomial a los datos del Problema 5.30, pagina 178.

Se tiene P(x caras en una serie de 5 lanzamientos) = f(x) = ;C,p*q5~%, donde p y q son las probabilidades res-
pectivas de cara y sello en un solo lanzamiento de la moneda. La media del niimero de caras es i = np = 5p.

Para la distribucion de frecuencias observada, la media del nimero de caras es

Sfz _ (38)(0) + (144)(1) + (342)(2) + (287)(3) + (164)(4) + (25)(5) _ 2470 _ , .. .
Sf 1000 1000 i

Igualando las medias tedricas y real se tiene 5p = 2.47 6 p = 0.494. As{ pues, la distribucién binomial ajusta-
da viene dada por f(z) = ;(,(0.494)7(0.506)5—,

En la Tabla 7-5 se han obtenido estas probabilidades asi como las frecuencias esperadas (tedricas) y las obser-
vadas. El ajuste se observa que es bueno. La bondad del ajuste se estudia en el Problema 7.43.

Tabla 7-56
Numero de caras Frecuencia Frecuencia
x P(x caras) esperada observada
0 0.0332 33.2 6 33 38
1 0.1619 161.9 6 162 144
2 0.3162 316.2 6 316 342
3 0.3087 308.7 6 309 287
4 0.1507 150.7 6 151 164
5 0.0294 294 6 29 25

7.31. Utilizar papel grafico de probabilidad para determinar si la distribucién de frecuencias de la
Tabla 5-2, pagina 163 puede ajustarse a una distribucién normal.
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Tabla 7-6

Frecuencias
Estatura Relativas
(pulgadas) Acumuladas (%)

menor que 61.5 5.0
menor que 64.5 23.0
menor que 67.5 | 65.0
menor que 70.5 92.0
menor que 73.5 100.0

Primero, la distribucién de frecuencias dada se convierte en
una distribucién de frecuencias relativas acumuladas, como se
muestra en la Tabla 7-6. Después, las frecuencias relativas a-
cumuladas expresadas en porcentajes, son pasadas sobre los li-
mites reales superiores de clase, en un papel grifico de proba-
bilidad especial, como se ve en la Fig. 7-13. El grado en que los ; ;
puntos asi dibujados se encuentran sobre una linea recta, de- s 685 715 T4
tem_lfna la bondad de a]uste.de la distribucién dada a la d!str!- Estatura (pulgadas)
bucién normal. Por lo anterior, se observa que hay una distri-

bucién normal que se ajusta estrechamente a los datos. Véase Fig. 7-13

Problema 7.32. .

Frecuencias relativas acumuladas (%)

1
| |
I

 §
Mg
i 1 BT 19

vit reini 1S

7.32. Ajustar una curva normal a los datos de la Tabla 5-2, pagina 163.

Tabla 7-7
Limites reales| =z para los Area bajo la
Estatura de clase limites reales | curva normal Area para Frecuencia | Frecuencia
(pulgadas) x de clase desde O hasta z | cada clase esperada observada
59.5 —2.72 0.4967
60-62 0.0413 413 6 4 b
62.5 —1.70 0.4554
63—65 0.2068 20.68 6 21 18
65.5 —0.67 {).24861
6668 sumar-> 0.3892 3892 6 39 42
68.5 0.36 0.1406 |
69-71 0.2771 27.71 6 28 27
71.56 1.39 0.4177 )
T2-74 0.0743 743 6 17 8
74.5 2.41 0.4920

& = 61.45 pulgadas, s = 2.92 pulgadas

El trabajo puede organizarse como en la Tabla 7-7. Para calcular z de los limites reales de clase, se utiliza z =

(x — &)/s, donde la media % y la desviacién tipica s se han obtenido en los Problemas 5.35 y 5.40 respectiva-
mente

La cuarta columna, que da las dreas bajo la curva normal de 0 a z se obtiene con la tabla del Apéndice C. De
aqui se sacan las dreas bajo la curva normal entre los valores sucesivos de 2, dadas en la quinta columna. Estas
se obtienen restando las dreas sucesivas de la cuarta columna cuando las correspondientes z tienen igual signo
y sumédndolas cuando tienen signo contrario (lo cual solo ocurre una vez en la tabla). La razén de esto se ve
claramente con un diagrama.

Multiplicando los valores de la quinta columna (que representan las frecuencias relativas) por la frecuencia to-
tal n (en este caso n = 100), se obtienen las frecuencias esperadas de la sexta columna. Y se pone de manifies-
to que se ajustan bastante bien con las frecuencias observadas realmente, anotadas en la iltima columna.

La “bondad del ajuste’ de la distribucién se considera en el Problema 7.44.



CAP. 7] ENSAYOS DE HIPOTESIS Y SIGNIFICACION 239

7.33. La Tabla 7-8 muestra el nimero de dias f durante un pe- Tabla 7-8
riodo de 50 dias, durante los cuales x autos tuvieron acci- i P
dentes en una ciudad. Ajustar los datos a una distribucion Nimero de | Nimero de
de Poisson. accidentes, x|  dfas, f
El nimero medio de accidentes es 0 \ 21

N = 2fx _ (21)0) + (18)) + (T)2) + B)3) + 1)4) 1 I 18
3f . 50 7
45 2
= % 0.90 3
Entonces, de acuerdo con la distribucién de Poisson, - | !
-0.90 .
P(x accidentes) = (0_'90);_‘9__ TOTAL 50

En la Tabla 7-9 aparecen las probabilidades para 0, 1, 2, 3 y 4 accidentes de esta distribucién de Poisson, as{
como los nimeros tedricos de dias en los que se presentarin x accidentes (obtenidos multiplicando las co-
rrespondientes probabilidades por 50). Para conveniencia de la comparacién, la euarta columna que da los ni-
meros de dias observados se ha repetido.

Tabla 7-9

Niimero de Ntmero de diasr Niamero de dias
accidentes, x | P(x accidentes) esperado | observado

0 0.4066 20.33 6 20 21

1 0.3659 18.30 6 18 18

2 0.1647 8.24 §

3 0.0494 247 &6 3

4 0.0111 0.56 6 1 1

Nétese que el ajuste de los datos dados a una distribucién de Poisson es bueno.

Para una verdadera distribucién de Poisson, la varianza 0° = \. El célculo de la varianza de la distribucién da-
da, da 0.97. Comparando con el valor de X = 0.90 hallado, puede ser esto un indicio de la adaptabilidad de la
distribucion de Poisson a la muestra de datos.

LA PRUEBA CHI-CUADRADO
7.34. En 200 lanzamientos de una moneda se observaron 115 caras y 85 sellos. Ensayar la hipotesis
de que la moneda esta bien hecha con un nivel de significacion del (a) 0.05, (b) 0.01.

Las frecuencias de caras y sellos observadas son, respectivamente x; = 115,'x, = 85.

Las frecuencias de caras y sellos esperadas si la moneda estd bien hecha son np; = 100, np, = 100, respecti-
vamente. Entonces

, _ @Tp  (@a—mpl (1161002 | (85—1002 _ .

AR np, np, [ 100 100

Puesto que el nimero de categorias o clases (caras, sellos)esk =2, v=k—1=2—1=1.

(a) El valor critico x%; para 1 grado de libertad es 3.84. Entonces, puesto que 4.50 > 3.84, se rechaza la hi-
potesis de que la moneda estd bien hecha al nivel de significacion del 0.05.

(b) El valor critico x%s para 1 grado de libertad = 6.63. Entonces, puesto que 4.50 < 6.63, no se rechaza la
hip6tesis de que la moneda estd bien hecha al nivel de significacion del 0.01.

Se deduce de los resultados observados que son probablemente significativos y la moneda no estd proba-
blemente bien hecha.

Para una comparacion de este método con los métodos utilizados anteriormente, Qéase método 1 del Pro-’
blema 7.36.
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Solucionar el Problema 7.34 utilizando la correccion de Yates.

(l#y — np,| — 0.5)2 if (|#y — mpy] — 0.5)2
np, npy

x? (corregida) =

(1115 — 100} — 0.5)2 5 (185 — 100] — 0.5)2 _ (14.5)? + (14.5)2 4.205

100 100 100 100

Puesto que 4.205 > 3.84 y 4.205 < 6.63 se deducen las mismas conclusiones que en el Problema 7.34.

Para una comparacion con los métodos anteriores, véase método 2 del Problema 7.36.

Solucionar el Problema 7.34 mediante la aproximacién normal a la distribucién binomial.

Bajo la hipotesis de que la moneda esta bien hecha, la media y la desviacién tipica del niimero de caras espe-

radas en 200 lanzamientos de la moneda son x = np = (200)(0.5) = 100 y o = Vnpq = V(200)(0.5)(0.5) = 7.07.
respectivamente.

Método 1.
115 caras en unidades tipificadas = (115 — 100)/7.07 = 2.12.

Con un nivel de significacion del 0.05 y un ensayo bilateral, se rechaza la hipétesis de que la moneda estd
bien hecha, si el valor de z estd fuera del intervalo —1.96 a 1.96. Con un nivel de 0.01 el intervalo serfa —2.58
a 2.58. Se sigue como en el Problema 7.34 que la hipétesis se rechaza al nivel de 0.05 pero no al de 0.01.

Nétese que el cuadrado del valor anterior, (2.12)2 = 4.50, es el mismo valor de x2 obtenido en el Problema
7.34. Esto se cumple siempre que la prueba de chi-cuadrado comprende dos categorias. Véase Problema 4.36.

Método 2.

Con la correccioén para la continuidad, 115 o mis caras equivale a 114.5 o mds caras. Entonces 114.5 en uni-
dades tipificadas = (114.5 — 100)/7.07 = 2.05. Esto conduce a las mismas conclusiones que por el primer
método.

Nétese que el cuadrado de este valor, (2.05)2 = 4.20, es igual al valor de x? corregido con la correccion de
Yates para la continuidad del Problema 7.35. Esto se cumple siempre que la prueba de chicuadrado com-
prende dos categorias y se aplica la correccién de Yates, de nuevo en consecuencia del Problema 4.36.

La Tabla 7-10 muestra las frecuencias observadas y esperadas al lanzar un dado 120 veces. En-
sayar la hipotesis de que el dado esté bien hecho al nivel de significaciéon del 0.05.

Tabla 7-10

Cara 1 2 3 4 5 6

Frecuencia
1 i 3 | 24 16
observada & 7 512

Frecuencia | o, | o4 | 99 | 20 | 20 | 20
esperada [

(xy — npy)? i (%o — np,)? ” (z3 — np;)? A (g — npy)? = (x5 — npg)? . (x6 — npg)?

gh np; npg npg npy nps nPs
—20)2 —20)2 — 20)2 —90)2 —20)2 — 20)2
_ (25 — 20) i (17 — 20) 4 (15 — 20) 4 (23 — 20) b (24 — 20) s (16 — 20) i

20 20 20 20 20 20 500

Puesto que el niimero de categorias o clases (caras 1,2, 3,4,5,6)esk=6,v=k—1=6—1=5.

El valor eritico x%s para 5 grados de libertad es 11.1. Entonces, puesto que 5.00 < 11.1, no se puede rechazar
la hipétesis de que el dado estd bien hecho.

Para 5 grados de libertad x%;= 1.15, de modo que > = 5.00 > 1.15. De ello se sigue que la concordancia en-
tre ambas frecuencias no es tan buena como para no dudar de lo deducido.
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7.38.

7.39.

7.40.

Una tabla de nimeros aleatorios de 250 digitos mostrd la distribucion de los digitos 0, 1, 2,
.+ .5 9 que se da en la Tabla 7-11. ;Difiere significativamente la distribucion observada de la
distribucion esperada?

Tabla 7-11
Digito 0| 1|2 314]5 67|89
Frecuencia | 17 | g; | 99 | 18 | 14 | 20 | 35 | 30 [ 20 | 36
observada
Frecuencia | .. | o5 | o5 | 95 | 25 ‘ 25 | 25| 25| 25 | 25
esperada

A 2 — 2 — 2 — 2 = 2
» _ (17—262  (31—-25)2 (20952 (18—262 . (36—25)

25t 25 25 25 25 25 283

El valor critico de x?gg para ¥ =k — 1 = 9 grados de libertad es 21.7; como 23.3 > 21.7 se deduce que la dis-
tribucion observada difiere significativamente de la esperada al nivel de significacién del 0.01. Se deduce que
cabe sospechar alguna tendencia no aleatoria en dicha tabla de niimeros.

En los experimentos de Mendel con guisantes, observo 315 lisos y amarillos, 108 lisos y ver-
des, 101 rugosos y amarillos y 32 rugosos y verdes. De acuerdo con su teoria, estos nimeros
deberian presentarse en la proporcion 9:3:3:1. ;Hay alguna evidencia que permita dudar de
su teoria al nivel de significacion del (a) 0.01; (b) 0.05?

El namero total de guisantes es 315 + 108 + 101 + 32 = 556. Puesto que los niimeros esperados estdn en la
proporciéon 9:3:3:1 (y 9+ 3 + 3 + 1 = 16), se esperarian

1—96(556) = 312.75 lisos y amarillos 13_6(556)‘ = 104.25 rﬁgosos y amarillos
13—6 (556) = 104.25 lisos y verdes %(556) =  34.75 rugosos y verdes
Entonces
(315 — 312.75)2 (108 —104.25)2 . (101 —104.25)2 , (32 —34.75)2 _
2 = — »
x 31275 ' 10435 T 10425 1 341 0450

Puesto que hay cuatro categorias, k = 4 y el nimero de grados de libertad esv =4 —1 = 3.
(a) Parap =3, x% = 11.3, de modo que no se puede rechazar la teoria al nivel de 0.01.
(b) Parav =3, x%;=17.81, de modo que no se puede rechazar la teoria al nivel de 0.05.

Se deduce pues, que la teoria y los resultados del experimento estdn de acuerdo.

Nétese que para 3 grados de libertad, x%; = 0.352 y x2 = 0.470 > 0.352. De modo que aunque el acuer-
do es bueno, los resultados obtenidos estin sujetos a una razonable influencia de error muestral.

Una urna contiene un gran nimero de bolas de cuatro colores diferentes: rojo, naranja, amari-

‘llo y verde. Una muestra de 12 bolas extraida aleatoriamente de la urna dio 2 rojas, 5 naran-

jas, 4 amarillas y 1 verde. Ensayar la hipotesis de que la urna contenga proporciones iguales de
los diferentes colores.

Bajo la hipétesis de que la urna contiene proporciones iguales de los cuatro colores, cabria esperar 3 bolas de
cada clase en la muestra de 12 bolas.

Puesto que estos niimeros esperados son menores de 5, la aproximacién de chi-cuadrado serd err6nea. Para
evitar esto se agrupan las categorias de modo que los nimeros esperados en cada categorfa sea al menos 5.
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Si se desea rechazar la hipotesis, se agrupan las categorias de forma que la evidencia en contra de la hipétesis
se muestre claramente. Esto se consigue en nuestro caso considerando las categorias ‘“‘roja o verde” y ‘‘naran-
ja o amarilla”, para las que la muestra dio 3 y 9 bolas, respectivamente. Puesto que el nimero esperado en ca-
da categoria bajo la hipdtesis de iguales proporciones es 6, se tiene

(3—6)* , (9—6)?
[ 6

= 3

Paray=2—-1=1, x%9s = 3.84. Asino se puede rechazar la hipétesis al nivel de significacion del 0.05 (aun-
que si se puede al nivel de 0.10). Los resultados observados pueden imaginablemente deberse al azar, aun
cuando las proporciones de los colores sean iguales.

Otro método: Utilizando la correcciéon de Yates, se tiene

s - U3-6|—052  (9-6l—052 _ (252 (252 _
iy =5 & 6 = D ey = A

que conduce a las mismas conclusiones anteriores. Esto cabia esperarse puesto que la correccion de Yates
siempre reduce el valor de x2 .

Debe ponerse de manifiesto que si se emplea la aproximacion de x2 a pesar de que las frecuencias sean dema-
siado pequenas, se obtendria

y (2 —3)? (6 —~3)? 4-3)? (1—3)*
2 == + = "
72 | 3 ‘ 3 ¥ 3 I 3 3.33
Puesto que paray =4 — 1 = 3, ijgs = 7.81 se llegaria a las mismas conclusiones que antes. Desgraciadamente,
la aproximacion )(2 para frecuencias pequenas es pobre, de aqui que cuando no sea aconsejable agrupar fre-
cuencias se debe recurrir a los métodos exactos de probabilidad incluyendo la distribucién multinomial.

En 360 lanzamientos de un par de dados, se observaron 74 veces ‘siete’’ y 24 veces ‘“‘once”.
Ensayar la hipotesis de que el dado esté bien hecho al nivel de significacion de 0.05.

Un par de dados puede caer de 36 formas. ‘‘Siete’’ se puede presentar de 6 formas y ‘‘once’’ de 2 formas.

Entonces P(‘“‘siete”) = 6/36 = 1/6 y P(“‘once”) = 2/36 = 1/18. Asi pues, en 360 lanzamientos cabria esperar
1/6 (360) = 60 veces ‘‘siete” y 1/18 (360) = 20 veces ‘‘once’’, de modo que

(74 — 60)> + (24 — 20)2

&0 20 = 4.07

Parav = 2 — 1 = 1, x%; = 3.84. Entonces, puesto que 4.07 > 3.84 se estaria inclinando a rechazar la hipte-
sis de que los dados estén bien. Sin embargo, empleando la correccién de Yates, se tiene
(|74 — 60} — 0.5)2 (124 — 20! — 0.5)2 (13.5)2 n (3.5)2

2 ; - - ~ sg
x? (corregida) o + 7 80 30 3.65

De acuerdo, pues con la X? corregida, no se rechazaria la hipétesis al nivel de 0.05.

En general, para grandes muestras tales como las de aqui, los resultados que se¢ obtienen utilizando la correc-
cién de Yates son mas dignos de confianza que los resultados no corregidos. Sin embargo, puesto que incluso
el valor corregido de )(2 se encuentra cerca del valor critico, se duda acerca de la decision que se debe tomar.
En tales casos, lo mejor quizd sea incrementar el tamano muestral haciendo mis observaciones si se estd inte-
resado de una manera especial por alguna razén en el nivel de 0.05. De otro modo, se rechazaria la hipétesis a
algin otro nivel (tal como 0.10).

Una encuesta sobre 320 familias con 5 nifios dio la distribucion que aparece en la Tabla 7-12.
¢Es el resultado consistente con la hipotesis de que el nacimiento de varén y hembra son
igualmente probables?
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Tabla 7-12

Nimero de 5 nifios | 4 nifios | 3 nifios | 2 nifios | 1 nifio | 0 nifios
ninos y nifnas 0 nifias | 1 nifia | 2 nifias | 3 nifias | 4 ninas | 5 nifias | TOTAL
Nasoieg 18 56 110 88

i
familias | i

40 8 320

Sea p = probabilidad de nacimiento de varén, y ¢ = 1 — p = probabilidad de nacimiento de hembra. Enton-
ces, las probabilidades de (5 nifios), (4 nifios y 1 nifia), . . ., (5 nifias) son dadas por los términos del desarro-
llo binomial

(p+4q)> = p°+ 5p'q + 10p%q® + 10p*¢® + 5pg* + ¢°

Sip=gq =1/2, se tiene

P(5 nifios y 0 nifias) = ()° = L P(2 nifos y 3 nifias) = 10(})2(})® = 13
P(4 nifios y 1 nifia) = 51 (}) = & P(1 nifio y 4 nifias) = 5(3)(})* = &
P(3 nifios y 2 ninas) = 10()3(})2 = 139 P(0 nifios y 5 nifias) = (1) = 3,

Entonces el nimero de familias que se espera tengan 5, 4, 3, 2, 1 y 0 nifios se obtiene multiplicando las res-
pectivas probabilidades anteriores por 320, y los resultados son 10, 50, 100, 100, 50, 10. De aqui

—10)2 —50)2 = 2 = 2 —50)2 —10)2
(18 — 10) +(56 50) +(110 100) +(88 100) ,+(40 50) +(8 10)

10 50 100 100 50 Tl G

x? =

Puesto que xb3 = 11.1 y x%e = 15.1 para v = 6 — 1 = b5 grados de libertad, se rechazari la hipétesis al nivel
de significacién del 0.05, pero no al 0.01. Asf se deduce que los resultados son probablemente significativos y
el nacimiento de varén y hembra no son probablemente iguales.

BONDAD DE AJUSTE

7.43.

7.44.

Utilizar la prueba chi-cuadrado para determinar la bondad de ajuste de los datos del Problema
7.30.

, _ (38—233.2)2 (144 —161.9)2 + (342 — 316.2)2 + (287 — 308.7)2 | (164 —150.7)2 + (25 — 29.4)2

X = T332 161.9 316.2 308.7 150.7 204 146

Puesto que el niimero de parimetros utilizados para estimar las frecuencias esperads es m = 1 (que es el par4-
metro p de la distribucion binomial),y=k—1—m=6—1—1=4,
Para v = 4, x55 = 9.49. De aquf que-el ajuste de los datos es muy bueno.

Parav =4, x%s; = 0.711. Asf puesto que x2 = 7.64 > 0.711, el ajuste no es tan bueno como pudiera creerse.

Determinar la bondad de ajuste de los datos del Problema 7.32.

s (6 —4.13)2 n (18 — 20.68)2 4 (42 — 38.92)? " (27 — 27.71)2 + (8 —7.43)?

413 20.68 38.92 27.71 ol

Puesto que el nimero &e pardmetros empleados en estimar las frecuencias esperadas es m = 2 (que son la me-
dia i y la desviacién tipica 0 de la distribucion normal),v=k—1—m=5—1—2 = 2.

Parav = 2, x,zgs = 5.99. Se deduce que el ajuste de los datos es muy bueno.

Para v = 2, x%; = 0.103. Entonces, puesto que X?> = 0.959 > 0.103, el ajuste no es ‘‘demasido bueno”’.

TABLAS DE CONTINGENCIA

7.45.

Solucionar el Problema 7.13 utilizando la prueba chi-cuadrado.

Las condiciones del problema se presentan en la Tabla 7-13. Bajo la hipotesis nula Hy de que el suero no tie-
ne efecto, cabria esperar que 70 individuos de cada uno de los grupos se recuperase y 30 en cada grupo no se
recuperase, como se indica en la Tabla 7-14. Adviértase que H, es equivalente a afirmar que la recuperacién
eg independiente del empleo del suero, es decir, las clasificaciones son independientes.
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ENSAYOS DE HIPOTESIS Y SIGNIFICACION [cAP. 7
Tabla 7-13 Tabla 7-14
FRECUENCIAS OBSERVADAS FRECUENCIAS ESPERADAS BAJO H,
Se re- |No se re- Se re- |No se re-
cuperan | cuperan | TOTAL cuperan | cuperan | TOTAL
Grupo A Grupo A
(utilizando suero) 7 24 100 (utilizando suero) & < 100
Grupo B gl Grupo B
(no utilizando 65 35 100 (no utilizando 70 30 100
suero) suero)
TOTAL 14y 60 200 TOTAL 140 [ 60 200
(75 — 70)2 (65 — 70)2 (25 — 30)2 (36 — 30)2
2
X 0 " 7 T 8% T @0 253
Tabla 7-15
Para determinar el nimero de grados de libertad, consi- Se No se
dérese la Tabla 7-15, que es igual a las dos dadas anterior- recuperan | recuperan | TOTAL
mente, pero en la que solamente se han puesto los tota-
les. Esta claro que solamente se tiene libertad para colo- Grupo A 100
car un nimero en una de las cuatro casillas vacias, pues-
to que una vez hecho esto log nimeros de las restantes Grupo B 100
casillas vienen obligados por los totales ya indicados. De
modo que hay un grado de libertad. TOTAL 140 | 60 200
1

Puesto que x g5 = 3.84 para 1 grado de libertad y puesto que x2 = 2.38 < 3.84, se deduce que los resultados
no son significativos al nivel de 0.05. No se estéd asi en condiciones de rechazar H a este nivel y se deduce o
que el suero no es efectivo o se deja sin tomar decisién en espera de posteriores ensayos.

Notese que )(2 = 2.38 es el cuadrado del valor de z = 1.54, obtenido en el Problema 7.13. En general, la
prueba chi-cuadrado en relacién con proporciones muestrales de una tabla de contingencia 2 X 2 equivale a
un ensayo de significacion de diferencias de proporciones mediante la aproximacién normal, como en la pégi-
na 215 (véase Problema 7.51).

Notese también que un ensayo unilateral utilizando )(2 equivale a un ensayo bilateral utilizando X, ya que,
por ejemplo, x2 > x%; corresponde a x > x.05 6 x < —x.95- Puesto que para las tablas 2 X 2, x? es el cua-
drado del valor de z, se sigue que X es lo mismo que z en este caso. Asi pues, al rechazar una hipdtesis al nivel
de 0.05 utilizando x“ equivale a rechazar esta hipotesis con un ensayo unilateral al nivel de 0.10 utilizando z.

Solucionar el Problema 7.45 aplicando la correccion de Yates.

i75 — 70! — 165 — i 2 o 2 — 30| — 2
_ (175 =170, 0.5)2+(|65 70| — 0.5) +(|25 30/ — 0.5) +(|35 30| —0.5)> _

x2 (corregida) = 70 0 30 30 1.93

Obteniéndose que las conclusiones del Problema 7.45 son también vilidas aqui. Esto podria haberse visto ra-
pidamente, ya que la correccion de Yates siempre disminuye el valor de x2.

En la Tabla 7-16 se indican los estudiantes apro- Tabla 7-16
bados y suspendidos por 3 profesores: Sr. X, Sr. FRECUENCIAS OBSERVADAS
Y y Sr. Z. Ensayar la hipotesis de que las propor- Sr.X | Sr.Y | sr.Z |roTaL

ciones de estudiantes suspendidos por los tres

Suspendidos 5 14 8 27

Bajo la hipotesis Hy de que las proporciones de estudian-
tes suspendidos por los tres profesores son las mismas, TOTAL 55 61 64 180
habrian suspendido 27/180 = 15% de los estudiantes y




CAP. 7] ENSAYOS DE HIPOTESIS Y SIGNIFICACION 245

habrian aprobado el 85% de los estudiantes. Las frecuencias esperadas bajo Hy se muestran en la Tabla 7-17.

Tabla 7-17
FRECUENCIAS ESPERADAS BAJO H, i Tabla 7-18
Sr. X Sr. Y Sr. Z TOTAL Sr. X | Sr.Y | Sr.Z | ToTAL
Apro- |85%de 55 | 85%de 61 | 85% de 64| ., Apro- 153
badus | =46.75 | =51.85 | = 54.40 bados
[ Il ] Suspen-
Suspen-|15% de 55 | 15% de 61 | 15% de 64 o7 didos 27
didos = 8.25 = 8.15 = 9.60
TOTAL 55 61 64 180
TOTAL 55 61 64 180

Entonces

o _ (60—46.75)2 (47 —51.85)2 (56 —54.40)2 & (5—8.25)2 | (14 —9.15)2 + (8 —9.60)2 4.84
=0 46.75 51.85 54.40 8.25 9.15 9.60 S

Para determinar el niimero de grados de libertad, considérese la Tabla 7-18, que es igual que la Tabla 7-17 pe-
ro en la que solamente se han puesto los totales. Estid claro que como cada fila y cada columna han de cum-
plir con los totales, solamente se esti en libertad de poner al azar un nimero en una de las casillas de la pri-
mera columna y otro en una de las casillas de la segunda o tercera columna, después de lo cual, todos los nii-
meros restantes vienen obligados por los totales. Asi pues, hay en este caso dos grados de libertad.

Puesto que x%; = 5.99, no se puede rechazar Hy, al nivel de 0.05. Nétese, sin embargo, que puesto que x%o
= 4.61, se puede rechazar H, al nivel de 0.10 si se estd dispuesto a correr el riesgo de estar equivocado 1 vez
de cada 10.

7.48. Mostrar que para una tabla de contingenciah X k (h > 1, k > 1) el nimero de grados de liber-
tades(h—1)(k—1).

Hay h + k — 1 totales independientes de un total hk. Se deduce que el nimero de grados de libertad es
hk — (h+k—1) = (h—1)(k—1)

como se requeria. Notese que este resultado es valido si se conocen los parametros poblacionales necesarios
para obtener las frecuencias tedricas; de otra forma se necesitan ajustes como los descritos en (b), pagina 220.

2’

7.49. Demostrar que para la tabla de contingencia 2 X 2 que se muestra en la Tabla 7-19

(@152 — azby)*

X = NiNaNANE
Tabla 7-19 Tabla 7-20
RESULTADOS OBSERVADOS ) RESULTADOS ESPERADOS
I II TOTAL I II TOTAL
A a, as Ny A nynu/n nany/m Ny
B b, b, ng B nynglin nonp/n np
TOTAL ny Ny n TOTAL 7y Ny n

Como en el Problema 7-45, los resultados esperados bajo la hipétesis nula aparecen en la Tabla 7-20. Enton-

ces
i (@ —nny/m)?  (ag—mgma/n)2 (b —mymp/n)® (By — nynp/n)?
G nyma/n Ngna/n nngln nonp/n
nyny (ay+ by)(a; + ay) a;by — ayby
Pero = =

G T Ty T a‘_a1+b1+a2+b2 < n
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) NNy n,ng nong aby, — ayzb;
Analogamente a, — = b — = by — =
n n n "

Asi, se puede escribir

e - n [ 1by — azb,\2 4 /alb2—a’2bl 2+ n [@1bs — azb\? + n /a1b2 — agh;\2
nyMy n NoM g\ n nyng n ngnp \ n
que al simplificar, da
n(a,by — ayb,)? nA2
) x* = N MM N = '
1M AN NN Ry

donde A =aby—agb;, n=a;+ay+b+by, n,=a,+by, npg=ay+by ny =a;+ay, ng=b;+by Sise
aplica la correccion de Yates, (1) se remplaza por
n(la| — %n)’

2) x2 (corregida) = o

7.50. Ilustrar el resultado del Problema 7.49 para los datos del Problema 7.45.

En el Problema 7.45, a; = 75, a, = 25, b, = 65, by = 35, n; = 140, n, = 60, n, = 100, ng = 100, y n = 200;
entonces ( 1) del Problema 7.49 da

200([(75)(35) — (25)(65]]2

X* = TT{140)(60)(100)(100) 08
Empleando la correccion de Yates, el resultado es el mismo que en el Problema 7.46: -
n(laiby — agb,| — 1n)? 200[|(75)(35) — (25)(65)| — 100]2
2 i = = — _— . =
x* (corregida) P (140)(60)(100)(100) E.98

7.51. Demostrar que una prueba chi-cuadrado que se refiera a dos proporciones muestrales es equi-
valente a un ensayo de significacion de diferencia de proporciones utilizando la aproximacion
normal (véase pagina 215).

Denétese por Py y P, las dos proporciones muestrales y p la proporcion poblacional. Con referencia al Pro-
blema 7.49, se tiene

(1) P,:ﬂ, P2=2, 1—P1r:ﬁ, 1—P2=£2-
Lo Ty n Ny
(2) p=nTA, l—pzqunE
de modo que
() a, = nPy, 6y = mPy by = m =Py, by = my(1—Py)
(4) n4a = mp, Mg = g

Utilizando (3) y (4), se tiene del Problema 7.49

y _ Maudy—ash)? n[n Ping(l — Py) — myPyny(1 — Py)J?
e WS nman,ng i nynampng

_ ommp(Py—Pp)2 (P, — Py)? +mg)

R R e

que es el cuadrado del estadistico Z, dado en (10) en la pigina 215.

COEFICIENTE DE CONTINGENCIA

7.52. Hallar el coeficiente de contingencia para los datos de la tabla de contingencia del Problema

7.45.
[ 2 _ 238 i L
x2x - 387960 = V0.01176 = 0.1084
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7.53. Hallar el valor maximo de C para la tabla 2 X 2 del Problema 7.13.
Tabla 7-21
El valor miximo de C se presenta cuando las
dos clasificaciones son perfectamente depen- Sere- |No sere-
dientes o asociadas. En tal caso, todos los que cuperan | cuperan | TOTAL
tomen el suero se recuperarin y todos los que
no se lo tomen no se recuperarén, Esta tabla de Grupo A 100 0 100
contingencia aparece en la Tabla 7-21. (utilizando “u‘:’ic_')
Grupo B
Puesto que las frecuencias esperadas, suponien- (no utilizando 0 100 100
do independencia total, son todas iguales a 50. suero)
TOTAL 100 100 200
_ (100 —50)2 (0 — 50)2 (0 — 50)2 (100 — 50)2 200
R e BT e
Entonces el valor maximo de C es V/x%/(x2 + n) = V200/(200 + 200) = 0.7071.
En general, para la dependencia total en una tabla de contingencia, en la que el nimero de filas y columnas
son ambas iguales a k, las Ginicas frecuencias de casillas que no son cero aparecen en la diagonal que baja de iz-
quierda a derecha de la tabla. Para tales casos, C,,, = V(k — 1)/k.(Véase Problema 7.127).
PROBLEMAS DIVERSOS
7.54. Un instructor hace un cuestionario formado por 10 preguntas falso-verdadero. Para ensayar la
hipotesis de que el estudiante acierte por casualidad, adopta la siguiente regla de decision: (i)
si 7 o mas respuestas son acertadas el estudiante no las acierta por casualidad; (ii) en caso con-
trario, el estudiante esta adivinando. Hallar la probabilidad de rechazar 1a hipotesis cuando es
correcta.
Sea p la probabilidad de que una pregunta sea contestada correctamente.
La probabilidad de contestar correctamenté x preguntas de las 10 sera ;,C,p*q'%—*, donde g =1 —p.
Bajo la hipotesis p = 0.5 (es decir, el estudiante acierta al azar).
P(7 o mas correctas) = P(7 correctas) + P(8 correctas) + P(9 correctag) + P(10 correctas)
1VY/1¥ 1¥/1Y 1¥/1 L
T lOC7<E> <E> + lOCS<§> ('2—> ar 10C9 -2" E + wa E = 0.1719
Asi, pues, la probabilidad de decidir que el estudiante no responde al azar cuando es que si, es 0.1719. Note-
se que ésta es la probabilidad de error del Tipo I.
7.565. En el problema 7.54, hallar la probabilidad de aceptar la hipétesis p = 0.5 cuando realmente
p = 0.7.
Bajo la hipotesis p = 0.7
P(menos de 7 correctas) = 1 — P(7 o més correctas)
= 1 — [1pC7(0.7)7(0.3)3 + 1,C5(0.7)8(0.3)2 + ,,C5(0.7)%(0.3) + ;14,C10(0.3)1°] = 0.3504
7.56. En el Problema 7.54, hallar 1a probabilidad de aceptar la hipotesis p = 0.5 cuando realmente

(@)p=10.6,(b)p=108,(c)p=10.9,(d)p=04,(e)p=03,(Np=02,(g) p= 0.1
(a) Sip = 0.6 la probabilidad pedida serda

1 —[P(7 correctas) + P(8 correctas) + P(9 correctas) + P(10 correctas)]
= 1 — [10C1(0.6)7(0.4)3 + 14C5(0.6)%(0.4)2 + 1,C5(0:6)9(0.4) + 1oC1o(0.6)19] = 0.618
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7.58.
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Los resultados de (b), (c), . . . , (g) pueden hallarse andlogamente y se indican en la Tabla 7-22 junto con el
valor correspondiente a p = 0.7 hallado en el Problema 7.55. Nétese que la probabilidad se denota por § (pro-
babilidad de error del Tipo II). Se ha incluido también el valor para p = 0.5 dado por § =1 — 0.1719 =
0.828 del Problema 7.54.

Tabla 7-22
p| 01 | 02 | 03 | 04 | 05 | 06 | 07 | 08 | 09
i . S

B | 1.000 | 0.999 | 0.989 | 0.945 | 0.828 | 0.618 | 0.350 | 0.121 | 0.013
Utilizar el Problema 7.56 para cons- B
truir el grafico de 8 y p obteniendo asi 1.0 |
la curva caracteristica de operacién de 0.9 Fig, T
la regla de decision del Problema 7.54. el
El grifico pedido es el de la Fig. 7-14. Ad- N
viértase la semejanza con la curva OC del 0.6
Problema 7-27. 0.5
Si se hubiese dibujado (1 —f8) y p, se habria 0.4
obtenido la curva de potencia de la regla de 0.3
decision. 0.2
El grafico indica que la regla de decisién da- 0.1
da es muy adecuada para rechazar p = 0.5 = T : Y = - . . — p
cuando realmente p = 0.8. 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Una moneda que se lanza 6 veces da 6 veces cara. ;Puede deducirse que al nivel de significa-
cion (a) 0.05 y (b) 0.01 la moneda no esta bien hecha? Considerar ensayos de una y dos colas.

Sea p la probabilidad de cara en un solo lanzamiento de la moneda.

Bajo la hipdtesis (Hg: p = 0.5)(es decir, la moneda est4 bien hecha),

f(x)=P 61 et = oG] L) e i
(x) = P(x caras en 6 lanzamientos) = ¢C, 2 B ~ 64

Entonces las probabilidades de 0, 1 2 3,4,5y 6 caras
son dadas, respectivamente, por Jl;, &, 13,620 15 .8 y
;> como se muestra grificamente en la distribucién de
probabilidad de la Flg 7-15.

flx)

0,64

Ensayo unilateral: .
Aqui se desea decidir entre las hipétesis (Hg: p = 0.5) y 15:64 L o |15784
(Hy: p > 0.5). Puesto que P(6 caras) = gy = 0.01662 y |
P(5 6 6 caras) = & + 1 = 0.1094, se puede rechazar Hy
al nivel 0.05, pero no al 0.01 (es decir, el resultado obser-

vado es significativo al nivel 0.05, pero no al 0.01), Srkd i

Ensayo bilateral:

Aqui se desea decidir entre las hipétesis (Hg: p = 0.5) y 154 | 1/64

(Hy: p # 0.5). Puesto que P(0 6 6 caras) = L+ = ST e S i e S 1.
0.03125, se puede rechazar H, al nivel 0.06, pero no al

0.01. Fig. 7-15

Solucionar el Problema 7.58, si en la moneda sale 5 veces cara.

Ensayo unilateral. Puesto que P(5 6 6 caras) = &+ 5 = % = 0.1094, no se puede rechazar H, al nivel de
0.05 6 0.01.

Ensayo bilateral. Puesto que P(0 61 6 5 6 6 caras) = 2(;;) = 0.2188, no se puede rechazar H, al nivel de
0.05 6 0.01.
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7.60.

7.61.

7.62.

Mostrar que una prueba en chi-cuadrado que comprende dos categorias es equivalente al ensa-
yo especial de significacion para proporciones (péagina 214).
Tabla 7-23
Si P es la proporcién muestral para la catego- I 1 TOTAL
ria I, p es la proporcién poblacional y n es la S
frecuencia total, se pueden describir las si- Frecuencia observada | nP (1~ P) u3
tuaciones por medio de la Tabla 7-23. En- _-Fr — == d_— 1—p) =
tonces, por definicién, ecuencia esperada | np | n(1—p) = nq "
. (nP —np)2  [n(1 —P)—n(l—p)j2
b's ot
_np ng
2(P — p)2 2(P — p)2 — )2 — p)2
P —pP  nAP—p) _ nP—pp(isl) = ME-PE _ @ p)
np rq P q Pq pg/n
gue es el cuadrado del estadistico Z, (5) de la pdgina 214.
Suponga que X, ; X,, ..., X, tienen una distribucién multinomial, con frecuencias esperadas
np,, np,, . .., np, respectivamente. Sean Y,, Y,, . . ., Y, variables mutuamente indepen-

dientes con distribucion de Poisson y parametros A\, = np;, X2 = np,,..., A, = NP, respec-
tivamente. Demostrar que la distribucion condicional de las Y dado que

Yi+Ye+ - +Ye=n
es precisamente la distribucion multinomial de las X.

Para la funcién de probabilidad conjunta de las Y tenemos

(npy)¥1e~ P (npy)Pze™ P2 = (npy)Uke™ Pk
(1) P(Yl:yli Y2=y2!---!Yk=yk) = [ 1/1! ][ yz! ]".[T
— e e n
vilve!l - wi!
donde hemos wilizado el hecho de que p; + p, + : : - + pp = 1. La distribucién condicional que estamos
buscando est4 dada por
(2) PY =y Ye=yp ..., Y=y | Y1+ Yo+ - +Y,=mn)

P(leyl,Y2=y2,...,Yk=yk y_Y1+Y2+-"+Yk=_'n_)
P(Y,+Yy+ - +Y . =n)

Entonces, el numerador en (2) tiene, de (1), el valor
nipy'pya - ik
wlyels s ug!

En cuanto al denominador, sabemos del Problema 4.96, pigina 147, que Y, + Y; +-- - + Y, es en s{ misma

una variable de Poisson con parametro np; + np, + - - - + np, = n. As{ el denominador tiene el valor

nre—n
P

-n

Por tanto (2) se convierte en

P(Y1=y1, Y2=y2, ...,Yk=y,, ' Y1+Y2+"'+Yk=n)

n! .
APAREALLL R

que es la distribucién multinomial de las X [compérese (16), pagina 113].

Emplear el resultado del Problema 7.61 para demostrar que x?, como se define por (21), pagi-
na 218, tiene aproximadamente una distribucion chi-cuadrado.

Tal como se establece, (21) es dificil de manipular ya que las X distribuidas multinomialmente son depen-
dientes, de acuerdo con la restriccién (22). Sin embargo, el Problema 7.61 demuestra que podemos rempla-
zar las X por las Y independientes con distribucién de Poisson si se cumple que Y, + Y, + - -+ Y, =n,
Por tanto reescribimos (21 ) como

Y, —A\2 (Yz—)\2>2 <Yk—')\k 3
() 2= 7 0 e
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Cuando n —> <0, todos los A tienden a >, y el teorema del limite central para las distribuciones de Poisson
[(14), pagina 112] resulta

(2 X2~ 23+ 25+ - + 22

donde las Z son variables normales independientes con media 0 y varianza 1 cuya distribuci6n es condicional
dependiendo del suceso.

(8) VMZi+VZot o+ VN2 = 0 6 VBiZi+VBZot o+ VpeZk = 0
0, ya que las variables son continuas,
(%) (VD12 + VP2 2o+ -+ + VP Zk| < e

Denétese por Fy(x) la funcién de distribucién acumulada para una variable chi-cuadrado con ¥ grados de li-
bertad. Entonces lo que deseamos demostrar es:

(5) PZI+Zi+ - +ZEsx | (VP Z+VDaZat  +VPpZi| < o)
P(Z3+Z3+ - +ZE =2 y (VD121 + VP Zat  + Ve Zil < ¢

— —_ = L= FV(
P(IV51 2, + Vs Zat - + Vou 2l < 9 -

para un valor apropiado de .

Es facil establecer (5) si utilizamos nuestra intuicién geometnca Primero que todo, el Teorema 4-3 demues-
tra que la distribucién incondicional de Z2+ Z3+ - -+ + Z es chi-cuadrado con k grados de libertad, Por tan-
to, ya que la funcion de densidad para cada Zses (27)_1/28_22/2,

(6) Fo(x) = (27)-k/2 [ f o= (Fitait. . t2D)/2 dz, dz,- - -dz,
+zk z

21 2pz2+ .

Ademais, tenemos para el numerador de (5):

(7 Numerador = (27)—k/2 f . f e~ Gitat 42D/ gy dzy. - dz,

S e S E
3 . ]
| VP12tV 2, + VP2 | <€

Recordamos de la geometria analitica que en el espacio tridimensional %} + x% + x% = a? representa un sélido
esférico de radio ¢ con centro en el origen, en tanto que a;x; + a2y + agxs = 0 es un plano a través del origen cu-
ya normal es el vector unitario (a;, a,, ®3). La Fig. 7-16
indica la interseccion de los dos cuerpos. Es légico que
cuando una funcién que depende solamente de la distan-
cia desde el origen, es decir

f(ry donde r = VaZ+a2+ al _\ Cogaicpiing)
se integra sobre el drea circular —o a través de una tira del-

gada en esa irea— el valor de la integral es completamente \

independiente de los cosenos direccionales a;, @;, 3. En \
otras palabras, todos los planos cortantes a través del ori- . -1
gen dan la misma integral,

L T3

Por analogia concluimos que en (7), donde ¢~ /2 se inte-
gra sobre la interseccion de una hiperesfera alrededor del
origen, se pueden dar los valores convenientes arbitrarios
a las p. Escogemos

= = o = () e = 1 =y
y obtenemos Fig. 7-16

(8) Numerador = (27) k/2 f f e~ et +2_ /24y dzy - dzy_ ((2e)

22t22+ .0 422 =
= (27)712F) _(x)(2¢)

utilizando (6). El factor 2€ es el espesor de Ia tira.
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Para evaluar el denominador de (5) notamos que la variable aleatoria
W = Vp,Z, + VpaZy + -+ + Vi Zy
es normal (puesto que es una combinacién lineal de las variables Z normaies e independientes), y que
EW) = Vp(0) + VP (0) + +-- + VP (0) = 0
Var (W) = py(1) + po(1) + -+ + p(1) = 1
Por tanto la funcién de densidad para W es s(w) = (2r)—1/2e—w'/2 y
(9) Denominador = P(|W|<e¢) = 4(0)(2e) = (2r)1/2(2¢)
Al dividir (8) por (9) obtenemos el resultado deseado, donde v =% — 1,

La “demostracién” anterior (que puede hacerse rigurosa) muestra incidentalmente que cada restriccion lineal
colocada a las Z, y por tanto a las Y o a las X, reduce el niimero de grados de libertad en X2 en 1. Esto provee
las bases para las reglas dadas en la pigina 219.

Problemas suplementarios

ENSAYOS DE MEDIAS Y PROPORCIONES UTILIZANDO DISTRIBUCIONES NORMALES

7.63.

7.64.

7.65.

7.66.

7.67.

7.68.

7.69.

7.70.

Una urna contiene bolas rojas y azules. Para ensayar la hipétesis de proporciones iguales de estos colores, se a-
cuerda en tomar una muestra de 64 bolas con remplazamiento, anotando los colores extraidos y adoptando
la siguiente regla de decisién: (1) se acepta la hipétesis si se extraen entre 28 y 36 bolas rojas; (2) se rechaza
en caso contrario. (a) Hallar la probabilidad de rechazar la hipétesis cuando en realidad sea correcta. (b) In-
terpretar graficamente la regla de decisién y el resultado obtenido en (a).

(a) ;Qué regla de decisién se adoptaria en el Problema 7.63 si se quisiera que la probabilidad de rechazar la
hipotesis siendo realmente correcta sea a lo sumo 0.01, es decit, se quiere un nivel de significacién del 0.01?
(b) ¢A qué nivel de confianza se aceptaria la hipétesis? (¢) ;Cuél seria la regla de decision si se adoptara un
nivel de significaciéon del 0.05?

Supéngase que en el Problema 7.63 se desea ensayar la hipotesis de que hay mayor proporcién de bolas rojas
que de azules. (a) ;Cudl seria la hipétesis nula y cudl la alternativa? (b) ¢;Se utilizaria un ensayo de una o dos
colas? ;Por qué? (c) ;Qué regla de decision se adoptarfa si el nivel de significacion fuera del 0.05? (d) ;Cudl
seria la regla de decisién si el nivel de significacién fuera del 0.01?

Se lanza un par de dados 100 veces y se observa que un total de “siete” aparece 23 veces, Ensayar la hipotesis
de que los dados estén bien hechos, es decir, no cargados, mediante (a) un ensayo bilateral y (b) un ensayo
unilateral y un nivel de significacion del 0.05. Discutir las razones de las posibles preferencias de uno de estos
ensayos sobre el otro.

Solucionar el Problema 7.66 si el nivel de significacién es del 0.01.

Un fabricante sostiene que al menos el 95% de los equipos que suministra a una fébrica estd de acuerdo con
las especificaciones requeridas. Un examen sobre una muestra de 200 de tales equipos revel6 que 18 eran de-
fectuosos. Ensayar la afirmacién del fabricante al nivel de significacién del (a) 0.01, (b) 0.05.

La experiencia ha demostrado que la media de resistencia a la rotura de una determinada clase de hilo es de
9.72 onzas con una desviacién tipica de 1.40 onzas. Recientemente, una muestra de 36 piezas de hilo dieron
una resistencia media de 8.93 onzas. ;Se puede deducir al nivel de significacién del (2) 0.05y (b) 0.01 que el
hilo es ahora peor?

En un examen dado 2 un gran niimero de estudiantes de muchas escuelas distintas, la puntuacién media fue
de 74.5 y la desviacién tipica fue 8.0. En una escuela determinada con 200 estudiantes el mismo examen dio
una puntuacién media de 75.9. Comentar la significacién de este resultado al nivel de 0.05 desde el punto de
vista de (@) un ensayo unilateral y (b) un ensayo bilateral, explicando las conclusiones sacadas con estos ensa-
yos.
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7.71.

ENSAYOS DE HIPOTESIS Y SIGNIFICACION [CAP. 7

Solucionar el Problema 7.70 si el nivel de significacion es del 0.01.

ENSAYOS REFERENTES A DIFERENCIAS DE MEDIAS Y PROPORCIONES

71.72.

7.73.

7.74.

7.75.

7.76.

Una muestra de 100 bombillas de un fabricante A dio una duracion media de 1190 horas y una desviacion ti-
pica de 90 horas. Una muestra de 75 bombillas de otro fabricante B dio una duracién media de 1230 horas
con una desviacién tipica de 120 horas. ;Hay diferencias entre las duraciones medias de las bombillas de los
dos fabricantes al nivel de significacién del (¢) 0.05 y (b) 0.01?

En el Problema 7.72 ensayar la hip6tesis de que las bombillas del fabricante B sean mejores a las del fabrican-
te A utilizando un nivel de significacién del (a) 0.05, (b) 0.01. Explicar las diferencias entre esto y lo que se
pedia en el problema anterior. ;Se contradicen los resultados con los del problema anterior?

En un examen de ortografia en una escuela elemental, la puntuacién media de 32 ninos fue de 72 con una
desviacién tipica de 8, mientras que la puntuacién media de 36 ninas fue de 75 con una desviacién tipica de
6. Ensayar la hipétesis de que a los niveles de significacién (a) del 0.05 y (b) del 0.01 las nifias tengan mejor
ortografia que los nifios.

Para ensayar los efectos de un nuevo fertilizante sobre la produccion de trigo, una parcela de terreno se divi-
dié en 60 cuadrados de areas iguales, todos ellos tenian idénticas caracteristicas de suelo, exposcién a la luz
del sol, etc. El nuevo fertilizante se aplicé a 30 de estos cuadrados y el antiguo fertilizante a los restantes. El
niimero medio de fanegadas de trigo cosechadas por cuadrado en los que se utilizé el fertilizante nuevo fue
de 18.2 con una desviacién tipica de 0.63 fanegadas. La media y desviacién tipica correspondientes a los
otros cuadrados fueron 17.8 y 0.54 fanegadas, respectivamente. Con un nivel de significacion del (a) 0.05 y
(b) 0.01, ensayar la hipétesis de que el nuevo fertilizante sea mejor que el antiguo.

Muestras al azar de 200 tuercas fabricadas por la miquina A y de 100 tuercas fabricadas por la maquina B
dieron 19 y 5 tuercas defectuosas, respectivamente. Ensayar la hipotesis de que (a) las dos maquinas tengan
diferente calidad de fabricacion y (b) la maquina B sea mejor que A. Utilizar el nivel de significacién del
0.05.

ENSAYOS EN RELACION CON LA DISTRIBUCION ¢ DE STUDENT

7.717.

7.78.

7.79.

7.80.

7.81.

7.82.

7.83.

La duracién media de las bombillas producidas por una compaiiia ha sido en el pasado de 1120 horas con una
desviacién tipica de 125 horas. Una muestra de 8 bombillas de la produccién actual dio una duracién media
de 1070 horas. Ensayar la hipdtesis de que la duracién media de las bombillas no ha cambiado, con los niveles
de significacion de (a) 0.05 y (b) 0.01.

En el Problema 7.77 ensayar la hipétesis 4 = 1120 horas contra la hipotesis alternativa g < 1120 horas, me-
diante un nivel de significacion del (a) 0.05 y (b) 0.01.

Las especificaciones para la produccién de una cierta aleacién piden el 23.2% de cobre. Una muestra de 10
analisis dio una media de contenido en cobre de 23.5% y una desviacién tipica de 0.24%. ;Puede deducirse al
nivel de significacion del (a) 0.01 y (b) 0.05 que el producto presenta las especificaciones requeridas?

En el Problema 7.79 ensayar la hipotesis de que el contenido medio de cobre sea mds alto que el que marcan
las especificaciones, mediante un nivel de significacién del (a) 0.01 y (b) 0.05.

Un experto eficiente mantiene que introduciendo un nuevo tipo de maquinaria en un proceso de produccién
se puede disminuir sustancialmente el tiempo de produccién. A causa de lo costoso del mantenimiento de es-
tas mdquinas resulta que a menos que el tiempo de produccién se disminuya en un 8.0% la introduccién de
tales miquinas en el proceso resulta antieconémico. En seis pruebas de este tipo se obtuvo un decrecimiento
en el tiempo de produccién de 8.4% con una desviacién tipica de 0.32%. Utilizando un nivel de significacién
del (¢) 0.01 y (b) 0.05 ensayar la hipotesis de que las maquinas deben ser introducidas.

Dos tipos de soluciones quimicas, A y B fueron ensayadas para ver su pH (grado de acidez de la solucién).
Anailisis de 6 muestras de A dieron un pH medio de 7.52 con una desviacién tipica de 0.024. Andlisisde 5
muestras de B dieron un pH medio de 7.49 con una desviacién tipica de 0.032. Mediante un nivel de signi-
ficacién del 0.05, determinar si los dos tipos de soluciones tienen diferentes valores de pH.

En un examen de psicologia de 12 estudiantes de una clase hubo una puntuacién media de 78 con una desvia-
cion tipica de 6, mientras que 15 estudiantes de otra clase tuvieron una puntuacion media de 74 con una des-
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viacién tipica de 8. Con un nivel de significacion del 0.05 determinar si el primer grupo es superior al segun-
do.

ENSAYOS EN RELACION CON LA DISTRIBUCION CHI-CUADRADO

7.84.

7.85.

7.86.

La desviacion tipica de resistencia a la rotura de ciertos cables producidos por una compaiiia viene dada por
240 libras. Después de introducir un cambio en el proceso de produccion de estos cables, la resistencia a la
rotura de una muestra de 8 cables dio una desviacién tipica de 300 libras. Investigar la significacion del apa-
rente incremento en la variabilidad, mediante un nivel de significacién del (@) 0.05 y () 0.01.

La desviacién tipica de las temperaturas anuales de una ciudad en un periodo de 100 afos fue de 16° Fa-
hrenheit. Con la temperatura media del dia 15 de cada mes, durante los 15 iltimos afios, la desviacién tipica
de las temperaturas anuales fue calculada como de 10° Fahrenheit. Ensayar la hipotesis de que las temperatu-
ras en esta ciudad presentan ahora menos variabilidad que en el pasado, al nivel de significacién del (a) 0.05,
(6)0.01.

En el Problema 7.77 una muestra de 20 bombillas revel6 una desviacién tipica en la duracién de 150 horas.
¢Concluiria que esto no es comiin? Explicar,

ENSAYOS EN RELACION CON LA DISTRIBUCION F

7.87.

7.88.

7.89.

Dos muestras consisten de 21 y 9 observaciones, tienen varianzas dadas por s? = 16 y si = 8 respectivamente.
Ensayar la hipétesis de que la primera varianza poblacional es mayor que la de la segunda a un nivel de signifi-
cacion del (¢) 0.05, (b) 0.01.

Solucionar el Problema 7.87 si las dos muestras consisten de 60 y 120 observaciones respectivamente.

En el Problema 7.82, ;podemos concluir que hay una diferencia significativa en la va}iabilidad de los valores
del pH para las dos soluciones al nivel de significacién del 0.01?

CURV AS CARACTERISTICAS DE OPERACION

7.90.

7.91.

7.92.

7.93.

En relacién con el Problema 7.63, determinar la probabilidad de aceptar la hipitesis de que haya igual pro-
porcién de bolas rojas y azules, cuando la proporcion real p de bolas rojas sea (a) 0.6, (b) 0.7, (c) 0.8, (d) 0.9,
(e)0.3.

Representar graficamente los resultados del Problema 7.90 construyendo un grifico de (@) y p. (b) 1 —f)
y p. Comparar estos grificos con los del Problema 7.25 considerando la analogia de bolas rojas y azules con
caras y sellos respectivamente.

(a) Solucionar los Problemas 7.26 y 7.27 si se ensayan 400 cuerdas. (b) ;Qué conclusiones pueden sacarse de
acuerdo con los riesgos de error del Tipo II cuando se incrementan los tamaios muestrales?

Construir (a) una curva OC y (b) una curva de potencia correspondientes al Problema 7.65. Comparar estas
curvas con las del Problema 7.27.

GRAFICOS DE CONTROL DE CALIDAD

7.94.

7.95.

En el pasado, un cierto tipo de hilo producido por un fabricante tenia una resistencia media de rotura de
8.64 onzas y una desviacion tipica de 1.28 onzas. Para determinar si el producto estd de acuerdo a estas nor-
mas, se toma cada 3 horas una muestra de 16 piezas de hilo y se determina la resistencia media. Hallar los li-

mites de control del (a) 99.73% 6 30, (b) 99% sobre un grifico de control de calidad y explicar sus aplicacio-
nes.

Alrededor del 3% de las tuercas producidas por una compaiiia son defectuosas. Para mantener esta calidad de
produccion, se toma una muestra cada 4 horas de 200 de las tuercas producidas. Determinar los limites de
control del (2) 99% y (b) 95% para el nimero de tuercas defectuosas de cada muestra. Adviértase que en este
caso solo son necesarios los limites de control superiores.



254

ENSAYOS DE HIPOTESIS Y SIGNIFICACION

AJUSTE DE DATOS A DISTRIBUCIONES TEORICAS

7.96.

7.97.

7.98.

7.99.

7.100.

7.101.

Ajustar una distribucién binomial a los datos de la Tabla 7-24.

Utilizar papel grifico de probabilidad para determinar si los datos
del Problema 5.98 pueden ser aproximados estrechamente a una
distribucion normal.

Ajustar una distribucién normal a los datos del Problema 5.98.
Ajustar una distribucién normal a los datos del Problema 5.100.

Ajustar una distribucion de Poisson a los datos del Problema 7.96 y
comparar con el ajuste obtenido utilizando la distribucién bino-
mial.

En 10 unidades del ejército prusiano Yy en un periodo de 20 anos
1875-1894, el nimero de muertos por unidad y afo debido a coz
de caballo se dan en la Tabla 7-25. Ajustar una distribucién de
Poisson a los datos.

LA PRUEBA CHI-CUADRADO

[CAP. 7
Tabla 7-24
1 f
r 0 | 1 ’ 2 | 3 | 4
Fl 30 | 62 ‘ 46 ‘ 10 | 2
Tabla 7-25
x o |1]z= J 3 | 4
— i_ :
j | 109 65 | 22 ‘ 3 g

7.102. En 60 lanzamientos de una moneda se observaron 37 caras y 23 sellos. Ensayar la hipétesis de que la moneda
estd bien hecha utilizando un nivel de significacién del (a) 0.05, (b) 0.01.

7.103.

7.104.

7.105.

7.106.

7.107.

7.108.

Solucionar el Problema 7.102 utilizando la correccién de Yates.

Durante un largo periodo de tiempo, las puntuaciones dadas por un grupo de profesores en un determinado
curso dieron un promedio de 127% A,18% B, 40% C,18% Dy 12% F. Un profesor nuevo da durante dos se-
mestres 22 A, 34 B,66 C,16 Dy 12 F. Delerminar al nivel de significacién de 0.05 si el profesor nuevo sigue

las mismas normas de puntuacién que los otros.

Se lanzaron tres monedas un total de 240 ve-

Tabla 7-26

ces y se observd cada vez el nlimero de caras
obtenido. Los resultados aparecen en la Ta-

0 caras 1 cara

2 caras

3 caras

bla 7-26 junto con las frecuencias esperadas
bajo la hipotesis de que las monedas estdn
bien hechas. Ensayar esta hipétesis al nivel
de significacion del 0.05.

Frecuencia

observada
et

Frecuencia
esperada

24 108

23

30 0

90

30

El nimero de libros sacados de una bi-
blioteca publica durante una semana de-
terminada viene dado en la Tabla 7-27.
Ensayar la hipétesis de que el nimero de

Tabla 7-27

Lun.

Mar. iMierc.

Juev.

Vier.

libros sacados no dependa del dia de la se-
mana, con un nive! de significacién del (a)
0.05, (b)0.01.

Niamero de
libros sacados

108

120 114

146

Una urna contiene 6 bolas rojas y 8 blancas. Se
extraen aleatoriamente dos bolas de la urna, se
anota su color y se vuelven a la urna. Este pro-
ceso se repite un total de 120 veces y los resul-
tados obtenidos se muestran en la Tabla 7-28.

Tabla 7-28

0 rojo

2 blanco | 1

I f
1 rojo

2 rojo
blanco

0 blanco

(a) Determinar las frecuencias esperadas, (b)
Determinar al nivel de significacién del 0.05
si los resultados obtenidos son consistentes

Nimero de
extracciones

53‘61
I

con los esperados.

Se eligieron aleatoriamente tuercas de la produccién de cada una de 4 maquinas. El nimero de defectuqsas
fueron 2, 9, 10, 3. Determinar si existe entre las maquinas una diferencia significativa al nivel de significacion

del 0.05.
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BONDAD DE AJUSTE

7.109. (a) Utilizar la prueba chi-cuadrado para determinar la bondad de ajuste de los datos del Problema 7.96. b)
¢Es el ajuste ““bastante bueno’? Emplear el nivel de significacion del 0.05.

7.110. Mediante la prueba chi-cuadrado determinar la bondad de ajuste de los datos de (a) Problema 7.98. (b) Pro-
blema 7.99. Utilizar el nivel de significacién del 0.05 y en cada caso determinar si el ajuste es “bastante bue-

no”,

7.111. Mediante la prueba chi-cuadrado determinar la bondad de ajuste de los datos de (a) Problema 7.100, (b) Pro-
blema 7.101. ;Es consistente el resultado de (a) con el del Problema 7.109?

TABLAS DE CONTINGENCIA Tabla 7-29
7.112. La Tabla 7-29 muestra el resultado de un experimento para Se enfer- fNo v
investigar el efecto de vacunacién de animales de laborato- it g
rio contra una determinada enfermedad. Mediante un nivel
de significacién del (a) 0.01 y (b) 0.05, ensayar la hipétesis Vacunacors’ ¢ s
de que no haya diferencia entre los grupos vacunados y no No
vacunados, es decir, la vacunacién y esta enfermedad son in- Vacunados 17 28
dependientes.
7.113. Solucionar el Problema 7.112 introduciendo la correccién Tabla 7-30
de Yates. Aproba-|Suspen-
7.114. La Tabla 7-30 muestra el nimero de estudiantes de cada una de dos cla- dos | didos
ses A y B que aprobo y suspendié un examen dado a ambos grupos. Me- Clase A 72 17
diante un nivel de significacién del (¢) 0.05 y (b) 0.01, ensayar la hip6te-
sis de que no haya diferencia entre las dos clases. Hacer el problema con Clase B 64 23
y sin la correccién de Yates.

7.115. De un grupo de enfermos que se quejaban de que no dormian bien, a unos se les dio pildoras para dormir,
mientras que a otros se les dio pildoras de azticar (aunque todos ellos creian que sus pildoras eran para dor-
mir). Posteriormente, se les pregunté si las pastillas habian surtido efecto o no. El resultado de sus respues-
tas se muestra en la Tabla 7-31. Suponiendo que todos los pacientes dijeron la verdad, ensayar la hipétesis
de que no hay diferencia entre las pildoras de dormir y las de aziicar al nivel de significacién del 0.05.

Tabla 7-31 Tabla 7-32
Durmie- | No durmie- A favor | En contra | Abstencionistas
ron bien| ron bien
Deméocratas 85 78 37
Tomaron pildo- m 10 -
ras para dormir Republicanos 118 61 25

Tomaron pildo-

> 81 35
ras de azicar

7.116. Sobre una decisién de importancia nacional, los votos de los demécratas y republicanos registraron los resul-
tados que se observan en la Tabla 7-32. Al nivel de significacién del (a) 0.01 y (b) 0.05, ensayar la hipétesis
de que no hay diferencia entre ambos partidos en lo que a esta decisién se refiere.

7.117. La Tabla 7-33 da la relacién entre las notas de los estudiantes en matematicas y fisica. Ensayar la hipétesis de
que las notas de fisica sean independientes de lias obtenidas en mateméticas, mediante un nivel de significa-
cion del (a) 0.05 y (b) 0.01.

7.118. Los resultados de una encuesta hecha para determinar si la edad de los conductores a partir de los 21 afios,
tiene su efecto en el nimero de accidentes de automévil (incluyendo todo tipo de accidentes) se indican en la
Tabla 7-34. A un nivel de significacién de (a) 0.05 y (b) 0.01 ensayar la hipétesis de que el nimero de acci-
dentes es independiente de la edad del conductor. ;Qué posibles dificultades en las técnicas de muestreo co-
mo en otras consideraciones pueden afectar las conclusiones?
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7.119.

7.120.

7.121.

7.122.

ENSAYOS DE HIPOTESIS Y SIGNIFICACION [CAP. 7

Tabla 7-33

MATEMATICAS

Notas | Notas Notas
altas medias bajas

< ‘ Notas altas 56 71 12
| S— ———— ——
|&]
7] I Notas medias 47 163 38
[
= -
| Notas bajas 14 42 85
|
Tabla 7-34
EDAD DEL CONDUCTOR
21-30 | 31-40 | 41-50 | 51-60 | 61-70
m @ 0 748 821 786 720 672
ae L
o} E 1 74 60 51 66 50
-] EJ | S
g 5 2 31 25 22 16 15
ol
Z < |1 Més de 2 9 10 6 5 -

(a) Demostrar que 2 = 3 (:c]?/np ;) — n para toda tabla de contingencia, donde n es la frecuencia total de todas
las casillas. (b) Con el resultado de (a) hacer el Problema 7.117.

Si n; y n; denotan, respectivamente, la suma de frecuenciasenla fila i y en la columna j de una tabla de contin-
gencia (frecuencias marginales), mostrar que la frecuencia esperada para la casilla perteneciente a la filai y a
la columna j es n;n;/n, donde n es la frecuencia total de todas las casillas.

Demostrar el resultado (2) del Problema 7.49.

Por similitud con las ideas desarrolladas para tablas de contingencia h X k, discutir las tablas de contingencia
h X k X |, sefialando las posibles aplicaciones que pueden tener.

COEFICIENTE DE CONTINGENCIA

7.123.

7.124.

7.125.

7.126.

7.127.

La Tabla 7-35 muestra la relacién entre el color Tabla 7-36
del pelo y los ojos de una muestra de 200 estu-
diantes. (a) Hallar el coeficiente de contingencia
sin y con la correccion de Yates. (b) Comparar el COLOH BRINEES
resultado de (2) con el coeficiente maximo de Rubio No rubio
contingencia,

= ul 49 25
Hallar el coeficiente de contingencia sin y con la S = 8 i e
correccion de Yates para los datos de (a) Proble- ke 3 No azules 30 96
ma 7.112 y (b) Problema 7.114. 2

Hallar el coeficiente de contingencia para los datos del Problema 7.117.

Demostrar que el coeficiente de contingencia maximo para una tabla 3 X 3 es \/ 2—/3 = 0.8165 aproximada-
mente.

Demostrar que el coeficiente de contingencia maximo para una tabla k X k es /(k — 1)/k.

PROBLEMAS DIVERSOS

7.128.

Dos urnas A y B contienen igual niimero de bolas, pero se desconocen las proporciones de bolas rojas y blan-
cas en cada una de las urnas; se toma una muestra de 50 bolas con remplazamiento de cada una de las urnas,
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7.129.

7.130.

7.131.

7.132.

7.133.

7.134.

7.135.

7.136.

7.1317.

7.138.

7.139.

7.140.

7.141.

7.142.

dando la de A 32 bolas rojas y la de B 23 bolas rojas. Mediante un nivel de significacién del 0.05 ensayar la
hipétesis de que (a) las dos urnas tengan igual proporcién de bolas rojas y (b) A tenga una proporcién de bo-
las rojas superior a B.

Con referencia al Problema 7.54, hallar el menor niimero de preguntas que un estudiante debe contestar co-
rrectamente para que el instructor esté seguro al nivel de significacién del (a) 0.05, (b) 0.01, (¢) 0.001, (d)
0.06 de que el estudiante no esti contestando al azar. Comentar los resultados.

Construir graficos anilogos a los del Problema 7.23 para el Problema 7.55.

Solucionar los Problemas 7.54-7.56 si el 7 en la regla de decision del Problema 7.54 es ahora 8.

Una moneda se lanza 8 veces vy se obtienen 7 caras. ;Se puede rechazar la hipotesis de que la moneda estd
bien hecha al nivel de significacién del (a) 0.05, (b) 0.10, (¢) 0.01? Utilizar un ensayo bilateral.

Solucionar el Problema 7.132 empleando un ensayo unilateral.
Solucionar el Problema 7.132 si salen 6 caras.

Comentar c6mo puede utilizarse la teoria del muestreo para investigar las proporciones de diferentes tipos de
pescado presentes en un lago.

Explicar cémo podria definir intervalos de confianza unilaterales y dar una posible aplicaci6n.

El porcentaje de calificaciones A dadas en un curso de fisica en una universidad determinada durante mucho
tiempo fue 10%. Durante un periodo particular hubo 40 calificaciones A en un grupo de 300 estudiantes. En-
sayar la significacién de este resultado a un nivel de (e¢) 0.05, (b) 0.01.

Con una determinada marca A de gasolina, el nimero medio de millas por galén consumido en 5 automoéviles
andlogos bajo idénticas condiciones fue de 22.6 con una desviacién tipica de 0.48. Con otra marca B, el ni-
mero medio fue de 21.4 con una desviacién tipica de 0.54. Al nivel de significacion del 0.05 investigar si la
marca A realmente es mejor que B proporcionando mayor recorrido por galén.

En el Problema 7.138 ;hay mayor variabilidad en millas por galén utilizando la marca B que utilizando la
marca A? Explicar.

Demostrar que para la Tabla 7-36
Tabla 7-36

2 2 2 2 2 2
a a; a b b b
: = n(H B _3> nfb b2 Ba)
X ’ﬂA<"x k Ry y ng i Ng\ " = Ny I ng " I II | III |TOTALES
q A ay ay as Ny
Generalizar el resultado del Problema 7.140.
B b] b2 b3 ng
Utilizar el resultado del Problema 7.140 para obtener el valor de
%? para el Problema 7.47. TOTALES | n; | ng | 7g n




Capitulo 8

Curva de ajuste, regresion y correlacién

CURVA DE AJUSTE

Muy a menudo en la practica se encuentra que existe una relacion entre dos (o mas) variables, y
se desea expresar esta relaciéon en forma matematica determinando una ecuacién que conecte las va-
riables.

Un primer paso es la coleccion de datos indicando los valores correspondientes de las variables.
Por ejemplo, si x y y denotan la estatura y peso de un adulto; entonces una muestra de n individuos
resultaria en las estaturas x, , x,, ..., x, y los pesos correspondientes y,,y,,...,¥,.

El paso siguiente es dibujar los puntos (x,, ¥, ), (x2, ¥2), . . ., (X,., ¥,) en un sistema de coorde-
nadas rectangulares. El conjunto resultante de puntos se llama a veces diagrama de dispersion. '

Del diagrama de dispersion es posible frecuentemente visualizar una curva que se aproxime a
los datos. Dicha curva se llama curva de aproximacion. En la Fig. 8-1, por ejemplo, se observa que
los datos se aproximan bien por una recta y decimos que existe una relacién lineal entre las varia-
bles. Sin embargo, en la Fig. 8-2 aunque existe una relacion entre las variables ésta no es una rela-
cion lineal y por esto la llamamos relacion no lineal. En la Fig. 8-3 parece que no hay ninguna rela-
cion entre las variables.

— e x &

Fig. 8-1 Fig. 8-2 Fig. 8-3

El problema general de hallar ecuaciones de curvas de aproximacion que se ajusten a conjuntos
de datos dados se denomina curva de ajuste. En la practica el tipo de ecuacion se sugiere frecuente-
mente del diagrama de dispersion. Asi para la Fig. 8-1 podriamos utilizar una recta

¥y = a+bx (1)
mientras que para la Fig. 8-2 ensayariamos una curva cuadrdtica o parabélica
y = a+bx + ca? (2)

Algunas veces conviene dibujar los diagramas de dispersion en términos de variables transformadas.
Asi por ejemplo, si log y vs. x conduce a una recta tratariamos logy = @ + &x como ecuacién para
la curva de aproximacion,

258
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REGRESION :

Uno de los propositos principales de la curva de ajuste es estimar una de las variables (la variable
dependiente) de la otra (la variable independiente). El proceso de estimacidn se conoce como regre-
sion. Si y se va a estimar a partir de x por medio de alguna ecuacion la llamamos ecuacion de regre-
sion de y sobre x y a la curva-correspondiente curva de regresion de y sobre x.

METODO DE MINIMOS CUADRADOS

Generalmente, mas de una curva de un tipo dado parece ajustar un conjunto de datos. Para evi-
tar el juicio individual en la construccion de rectas, parabolas, u otras curvas de aproximacién, es ne-
cesario obtener una definicion de la “mejor recta de ajuste”, ‘““mejor parabola de ajuste”, etc.

Para motivar una posible definicion considérese
la Fig. 8-4 en la cual los puntos de datos son (x, , v
Y1) - .., (x,, ¥yn). Para un valor dado de x, por
ejemplo x,, habra una diferencia entre el valor de
y:1 y el valor correspondiente determinado de la
curva C. Denotamos esta diferencia por d, , que al-
gunas veces se conoce como desviacion, error, o re-
siduo y puede ser positivo, negativo o cero. Analo-
gamente, correspondiendo a los valores x,, . . ., x,
obtenemos las desviacionesd,, ..., d,.

(2, ¥5)

(xz) HZ)

Una medida de la “bondad del ajuste’ de la
curva C al conjunto de datos la suministra la can-
tidad di + di + - - - + d2. Sila suma es pequeia
el ajuste es bueno si es grande el ajuste es malo. Por
tanto tomamos la siguiente Fig. 8-4

Definicion. De todas las curvas de aproximaciéon de un conjunto de puntos de datos dados, la curva
que tenga la propiedad de que

di+ds+ -+ +d2 = un minimo
es la mejor curva de ajuste.

Una curva con esta propiedad se dice que ajusta los datos en el sentido de minimos cuadrados y se
llama curva de regresion de minimos cuadrados o simplemente curva de minimos cuadrados. Por
tanto una recta con esta propiedad se llama recta de minimos cuadrados, una parabola con esta pro-
piedad se llama pardbole de minimos cuadrados, etc.

Se acostumbra a emplear la definicion anterior cuando x es la variable independiente y y es la
variable dependiente. Si x es la variable dependiente, la definicion se modifica al considerar las des-
viaciones horizontales en cambio de las verticales, que se reduce a intercambiar los ejes x, y. Estas
dos definiciones conducen en general a dos curvas de minimos cuadrados diferentes. Al menos se es-
pecifique lo contrario consideraremos a y como la variable dependiente y a x como la independien-
te.

Es posible definir otra curva de minimos cuadrados considerando distancias perpendiculares
desde los puntos de datos a la curva en cambio de sus distancias verticales u horizontales. Sin embar-
go, esto no se emplea con frecuencia.

RECTA DE MINIMOS CUADRADOS

Empleando la definicién anterior podemos demostrar (véase Problema 8.3) que la recta ’de mini-
mos cuadrados de aproximacion al conjunto de datos (x,,y,), ..., (x,., ¥.) tiene la ecuaciéon

¥y = a+ bx (3)
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donde las constantes a y b se determinan solucionando simultaneamente las ecuaciones

Sy=an+dXzx
Sy =adx+bY

que se conocen como las ecuaciones normales para la recta de minimos cuadrados. Obsérvese que

(4)

n n
por brevedad hemos utilizado Y y, > zy en cambio de > v, 2 %y;. Las ecuaciones norma-
=1 i=1

les, (4), se pueden recordar ficilmente si se observa que la primera ecuacion se obtiene formalmente
sumando ambos lados de (3), mientras que la segunda ecuacién se obtiene primero multiplicando
por x ambos lados de (3) y luego sumando. Logicamente esta no es una derivacion de las ecuaciones
normales sino solamente un medio para recordarlas.

Los valores de a y b obtenidos de (4) estan dados por

(By)(32®) — (32)(32y) p = 13y — (32)(3y) .
nSat = (Szy n3a® — (Sa) (5)
El resultado para b en (5) también puede escribirse como

_ 2z —3)y—1)
Y= —SGE-p (6)

a =

Aqui, como es comln, una barra indica media, es decir, & = (2z)/n. Al dividir ambos lados de la
primera ecuacion normal en (4) por n resulta

¥ = a+bx (7)

Por tanto, si se desea podemos hallar primero b de (5) o (6) y luego emplear (7) para hallara = § —
bz. Esto es equivalente a escribir la recta de minimos cuadrados como

y—19 = blx—%) o y”g:L;ﬁ—%;@(x—i) )

El resultado (8) indica que la constante b, que es la pendiente de la recta (3), es la constante funda-
mental para determinar la recta. De (8) también se ve que la recta de minimos cuadrados pasa a tra-
vés del punto (&, %), denominado el centroide o centro de gravedad de los datos.

La pendiente b de la recta de regresion es independiente del origen de coordenadas. Esto quiere
decir que si hacemos la transformacion (comtnmente llamada traslacion de ejes) dada por

x =2 +h y =9y +k 9)
donde h y k son constantes arbitrarias, entonces b también esta dada por

n3zy — (32)(3y) _ 2 -2y —v)

b = st wyE - Sz’ — )

(10)

donde x, y han sido simplemente remplazadas por x’, ¥’ [por esta razén decimos que b es invariante
bajo la transformacion (9)). Sin embargo, debe notarse que @, que determina el intercepto sobre el
eje x, depende del origen (y por tanto no es invariante).

En el caso particular cuando h = %, k = ¥, (10) se simplifica a

. Exlyl
b = S5t (11)

Los resultados (10) u (11) son utiles frecuentemente en simplificar el trabajo involucrado en ob-
tener la recta de minimos cuadrados.

Las anotaciones anteriores también son validas para la recta de regresion de x sobre y. Los resul-
tados se obtienen simplemente intercambiando x y y. Asy, por ejemplo, la recta de regresion de mi-
nimos cuadrados de x sobre y es
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A e E(xT;ﬂ%)—f’)(y—g) (12)

Debe notarse que en general (12) no es la misma recta que (8).

RECTA DE MINIMOS CUADRADOS EN TERMINOS
DE VARIANZAS Y COVARIANZAS MUESTRALES

Las varianzas y covarianzas muestrales de x, y estan dadas por

- 2 — 7\2 — 27\2 — A — 27
g o Se=dp -9 2e-A o)) (13)
n n n
En términos de éstas, las rectas de regresion de minimos cuadrados de y sobre x y de x sobre ¥ pue-
den escribirse respectivamente como
. Szy

y—7 = F(z—%) z—% = 2y—9 (14)

8§
Si formalmente definimos el coeficiente de correlacién muestral por [comparar (54), pagina 82]

_ S
Sz8y

(15)
entonces (14) puede escribirse como
y-y _ [(x—% *—x _ y—y
Sy r< Sz > Sz T< Sy ) (16)
En vista de que (x—&)/s: y (y—%)/s, son valores muestrales tipificados, los resultados en (I 6)
proveen una forma muy simple de recordar las rectas de regresion. Es logico que las dos rectas en

(16) son diferentes al menos que r = +1, en cuyo caso todos los puntos muestrales estan sobre una
recta [esto se demostrara en (26)] y hay una correlacion y regresién lineal perfecta.

También es de interés notar que si las dos rectas de regresion (16) se escriben como y = a + bx,
x = ¢ + dy respectivamente, entonces

bd = * (27)

Hasta ahora no hemos considerado la significaciéon precisa del coeficiente de correlacion sino so-
lamente lo hemos definido en términos de las varianzas y covarianza. En la pagina 263 se dara la sig-
nificacion.

PARABOLA DE MINIMOS CUADRADOS

Las ideas anteriores se amplian facilmente. Por ejemplo, la parébola de minimos cuadrados que
ajusta un conjunto de puntos muestrales viene dada por

¥y = a+bx + cx? (18)

donde a, b, ¢ se determinan de las ecuaciones normales

Sy = na+bdbXx +cya
Sy = adr+bXat+cya? (19)
Saty = ada®+byat+cyat

Estas ecuaciones se obtienen formalmente sumando ambos lados de (18) después de multiplicar su-
cesivamente por 1, x y x? respectivamente.
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REGRESION MULTIPLE

Las ideas anteriores también pueden generalizarse a mas variables. Por ejemplo, si creemos que
hay una relacion lineal entre una variable dependiente z y dos variables independientes x, y, enton-
ces buscariamos una ecuacion conectando las variables que tenga la forma

z2 = a+bx+ecy (20)

Esta se denomina ecuacion de regresion de z sobre x, y. Si x es la variable dependiente una ecuacion
semejante se llamaria ecuacion de regresion de x sobre vy, z.

Puesto que (20) representa un plano en un sistema de coordenadas rectangulares tridimensional
se llama con frecuencia plano de regresion. Para hallar el plano de regresion de minimos cuadrados
determinamos ¢, b, ¢ en (20) de modo que

Yz = na+bYar+cdy ik
drz = ayr+bXat+c>ay (21)
Yz = axy+bday + ey

Estas ecuaciones, llamadas las ecuaciones normales correspondientes a (20), se obtienen como resul-

tado de aplicar una definicion analoga a la de la pagina 259. Adviértase que pueden obtenerse for-
malmente de (20) multiplicando por 1, x, y respectivamente y sumando.

Generalizaciones a mas variables, incluyendo ecuaciones lineales y no lineales conducentes a su-
- 3 b o - . » . . . , - v
Pperficies de regresion en espacios tridimensionales y superiores, se hacen facilmente.

ERROR TIPICO DE LA ESTIMA

Si denotamos por y.. el valor estimado de y para un valor dado de x, obtenido de la curva de
regresion de y sobre x, entonces una medida de la dispersion con respecto a la curva de regresion es-
ta suministrada por la cantidad

2(Y = Yeur)?
Syx = e —

v r (22)
que se llama el error tipico de la estima de y sobre x. Puesto que (¥ — ¥est)> = =d?, como se em-
pled en la definicion de la pagina 259, vemos que de todas las curvas de regresion posible, la curva de
minimos cuadrados tiene el més pequeifio error tipico de la estima.

En el caso de una recta de regresiéon y.,. = a + bx, cona y b dados por (4), tenemos

3y* — a3y — b3xy

Se B (23)
n

s 2, = W9 -b3(@—&)y—7) (24)
n

También podemos expresar sy por la recta de minimos cuadrados en términos de la varianza y del
coeficiente de correlacién como

si: = &(1—17?) (25)

de donde incidentalmente se deduce como corolario que 72 =1, estoes —1 =< r = 1.

El error tipico de la estima tiene propiedades anilogas a esas de la desviacién tipica. Por ejem-
plo, si construimos pares de rectas paralelas a la recta de regresién de y sobre x a distancias verticales
Syx, 28yr ¥ 3sy. respectivamente, debemos hallar si n es lo suficientemente grande para que estén
incluidos entre estas parejas de rectas alrededor del 68%, 95% y 97% de los puntos muestrales res-
pectivamente. Véase Problema 8.23.
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Asl como hay una estima insesgada de la varianza muestral dada por §2 = ns?/(n — 1) igualmen-
te hay una estima insesgada del cuadrado del error tipico de la estima. Este estda dado por $2, =
nss«/(n—2). Por esta razon algunos estadisticos prefieren expresar (22) con n — 2 en cambio de n
en el denominador.

Las anotaciones anteriores se modifican facilmente para la recta de regresion de x sobre y (en
cuyo caso el error tipico de la estima se denota por s,,) o para regresién no lineal o miltiple.

COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL

Hasta el momento hemos definido el coeficiente de correlacion formalmente por (15) pero no
hemos examinado su significado. Al tratar de hacerlo notemos que de (25) y las definiciones de s, .-
y Sy tenemos

2(Y — Yest)?
2 = 1 — UL 26
2(y -9y (=6)
Entonces podemos demostrar que (véase Problema 8.24) .
29 = W= Yeu) + X (Yo — Y (27)

La cantidad a la izquierda de (27) se llama la variacién total. La primera suma a la derecha de (27)
se conoce como la variacion no explicada, mientras que la segunda suma se llama variacion explica-
da. Esta terminologia surge debido a que las desviaciones y —y.« se comportan en una manera alea-
toria o impredecible en tanto que las desviaciones y.. — 7 se explican por la recta de regresion de
minimos cuadrados y asi tienden a seguir un patrén definido. Se deduce de (26) y (27) que

,  2(yex—#)*  variacion explicada .
"7 TSy-9r T variacion total (28)

Por tantc r* puede interpretarse como la fracciéon de la variacion total que se explica por la recta de
regresion de minimos cuadrados. En otras palabras, r mide qué tan bien la recta de regresion de mi-
nimos cuadrados se ajusta a los datos muestrales. Si la variacion total se explica totalmente por la
recta de regresion, es decir, sir? = 1 6 r = + 1, decimos que hay una correlacion lineal perfecta (y en
tal caso también regresion lineal perfecta). De otra parte si la variacion total no se puede explicar,
entonces la variacion explicada es cero y asi r = 0. En la prdctica la cantidad r?, algunas veces llama-
da coeficiente de determinacion, se encuentra entre 0 y 1.

El coeficiente de correlacion puede calcularse de cualquiera de los resultados

= Wi, S ASEE AW (29)
8z8y V3(x— 22V (y—9)
- , _ variacion explicada 3 (yew — §)?
i - variacion total N 2y =R (50)

que para regresion lineal son equivalentes. La féormula (29) se conoce como la férmula produc-
to-momento para correlacion lineal.

Formulas equivalentes a las anteriores, que se utilizan en la practica son
B n2xy — (2x)(Zy) (31)
VnZa® - (SaP)[n3y — (Su)

it (32)

e ——

V@~ EF )
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Si utilizamos la transformacion (9), pagina 260, hallamos
= o m2ey - (SON3y)
Vn3z? - (') |[n3y? — (3y')]

que indica que r es invariante bajo una traslacion de ejes. En particular, si & = &, k = ¥, (33) se con-
vierte en

r

(33)

R L 2
V(a7 (29

que comunmente se emplea en computacion.

El coeficiente de correlacion lineal puede ser positivo o negativo. Si r es positivo y tiende a au-
mentar con x (la pendiente de la recta de minimos cuadrados es positiva) en tanto que si r es negati-
vo y tiende a disminuir con x (la pendiente es negativa). El signo se toma en cuenta automdticamen-
te si empleamos el resultado (29), (31), (32), (33) o (34). Sin embargo, si utilizamos (30) para obte-
ner r debemos aplicar el signo apropiado.

COEFICIENTE DE CORRELACION GENERALIZADO

La definicion (29) [ o cualquiera de las formas equivalentes (31) a (34)] para el coeficiente de co-
rrelacioén incluye solamente valores muestrales x, y. En consecuencia da el mismo nimero para todas
las formas de curvas de regresion y no es util como medida de ajuste, excepto en el caso de regresion
lineal, donde coincide con (30). Sin embargo, la ltima definicion, esto es

variacion explicada 2(Yest — U

2 — : = <o 35
5 variacion total 2(y—y) (55)

refleja la forma de la curva de regresion (via ye) y de este modo es apropiada como la definicion de
un coeficiente de correlacion generalizado r. Utilizamos (35) para obtener coeficientes de correla-
cion no lineales (que mide qué tan bien se ajusta una curve de regresion no lineal a los datos) o, por
generalizacion apropiada, coeficientes de correlacion miltiple. La conexion (25) entre el coeficiente
de correlacion y el error tipico de la estima es valida para correlacion no lineal.

Puesto que un coeficiente de correlacion simplemente mide qué tan bien se ajusta una curva de
regresion (o superficie) a los datos muestrales, es ilogico utilizar un coeficiente de correlacion lineal
donde los datos no son lineales. Sin embargo, suponga que se aplica (29) a datos no lineales y se ob-
tiene un valor que es considerablemente menor que 1. Entonces la conclusion a extraerse no es que
hay poca correlacion (conclusion algunas veces alcanzada por aquellos laicos con los fundamentos
de la teoria de correlacion) sino que hay poca correlacién lineal. En efecto, puede existir una gran
correlacion no lineal.

CORRELACION GRADUAL

En cambio de utilizar valores muestrales precisos, o cuando la precision no puede obtenerse, los
datos pueden clasificarse en orden de tamafio, importancia, etc., empleando los nimeros 1, 2, . . . n.
Si dos conjuntos correspondientes de valores x, y se clasifican de tal forma, el coeficiente de correla-
cion gradual, denotado por 1,4 0 sencillamente r, esta dado por

6 X d?

Tena = 1 — =) (36)

donde d = diferencias entre las clasificaciones de los correspondientes x, y
n = numero de pares de valores (x, ¥) en los datos

La férmula (36), es derivada en el Problema 8.36, se denomina formula de Spearman para la correla-
cion gradual.
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INTERPRETACION PROBABILISTICA DE LA REGRESION

Un diagrama de dispersién, como el de la Fig. 8-1, es una representacion grafica de los puntos de
datos para una muestra particular. Al escoger una muestra diferente, o aumentar la original, un dia-
grama de dispersion algo diferente se obtendria generalmente. Cada diagrama de dispersion resulta-
ria en una recta o curva de regresion diferente, aunque esperamos que las diferencias no sean signifi-
cantes si las muestras se extraen de la misma poblacion.

Del concepto de curva de ajuste en muestras pasamos al de curva de ajuste para la poblacmn de
donde se tomaron las muestras. La dispersion de puntos alrededor de una recta o curva de regresion
indican que para un valor particular de x hay realmente varios valores de y distribuidos alrededor de
la recta o curva Esta idea de distribucion nos conduce naturalmente a la realizacion de que hay una
conexion entre curva de ajuste y probabilidad.

La conexion se implementa introduciendo las variables aleatorias X, Y que toman los diferentes
valores muestrales x, y respectivamente. Por ejemplo X, Y pueden representar las estaturas y pesos
de adultos en una poblacmn de la cual se extraen las muestras. Enbonces se supone que X, Y tienen
una funcién de probabilidad conjunta o funcion de densidad, f(x, y), segin si se consideran discretas
o continuas.

Dada la funcion de densidad conjunta o funcion de probabilidad, f(x, ¥), de dos variables aleato-
rias X, Y, es logico de las anotaciones anteriores preguntar si hay una funcion g(X) tal que

E{[Y —9(X)]?} = un minimo (87)

Una curva con écuaciéon ¥ = g(x) con la propiedad (37) se llama curva de regresion de minimos cua-
drados de Y sobre X. Tenemos el teorema siguiente:

Teorema 8-1: Si X, Y son variables aleatorias con funcion de densidad conjunta o funcion de pro-
babilidad f(x, y), entonces existe una curva de regresion de minimos cuadrados de Y
sobre X, con la propiedad (37), dada por

¥y = 9(z) = E(Y|X=12) (38)
siempre y cuando X, Y tengan una varianza finita.
Notese que E(Y | X = x) es la esperanza condicional de Y dada X = x, como se define en ia pagina 83.

Anotaciones analogas pueden hacerse para una curva de regresion de minimos cuadrados de X
sobre Y. En tal caso (37) se remplaza por

E({[X - k(Y)]*} = un minimo

y (38) se remplaza por x = h(y) = E(X|Y = y). Las dos curvas de regresion y = g(x), x = h(y) son
diferentes en general. '

Un caso interesante se presenta cuando la aistribuciéon conjunta es la distribucion normal bidi-
mensional dada por (49), pagina 118. Entonces tenemos el teorema siguiente:

Teorema 8-2: Si X, Y son variables aleatorias con la distribucion normal bidimensional, entonces
la curva de regresion de minimos cuadrados de Y sobre X es una recta de regresién

dada por
= V— py e ;r_l-‘x> (39)
GY A “.\( ]
d i er
onde p= (40)
U’x Cl'r

representa el coeficiente de correlacion poblacional.
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También podemos escribir (39) como

Y= ny = B —py) (41)
d = X 42
onde \ B -] (42)

Anotaciones semejantes pueden hacerse para la curva de regresion de minimos cuadrados de X so-
bre Y, que también resulta ser una recta [dada por (39) con X, Y; x, y intercambiadas]. Estos re-
sultados deben compararse con los correspondientes en la pagina 261.

En caso de que no se conozca f(x, ¥) podemos ain emplear el criterio (37 ) para obtener curvas
de regresion de aproximacion para la poblacién. Por ejemplo, si suponemos que g(x) = a + fx
obtenemos la recta de regresion de minimos cuadrados (39), donde a y § vienen dadas en términos
de los parametros (desconocidos) py, sy, oy, oy, p. Andlogamente si g(x) = « + Bz + y2? podemos
obtener una parabola de regresién de minimos cuadrados, etc. Véase Problema 8.39.

En general todas las anotaciones de las paginas 259 a 264 para muestras se amplian ficilmente
a la poblacion. Por ejemplo, el error tipico de la estima en el caso de la poblacién viene dado en tér-
minos de la varianza y el coeficiente de correlacién por

ofx = o3(1—p% (43)
que debe compararse con (25), pagina 262.

INTERPRETACION PROBABILISTICA DE LA CORRELACION

De las anotaciones anteriores es l6gico que un coeficiente de correlacion poblacional debe dar
una medida de qué tan bien una curva de regresion poblacional dada se ajusta a los datos poblacio-
nales. Todas las anotaciones previamente enunciadas para la correlacion en una muestra se aplican a
la poblacion. Por ejemplo, si g(x) se determina por (37), entonces

E(Y-TY)] = E[(Y — Yes)?!] + E[(Yest — Y)?] i (44)

donde Y., = g(X) y ¥ = E(Y). Las tres cantidades en (44) se llaman las variaciones total, no expli-
cada y explicada respectivamente. Esto conduce a la definicion del coeficiente de correlacion po-
blacional p, donde

, _ variacién explicada _ E[(Yes — Y}
LR variacion total ~ E[(Y -7y
Para el caso lineal, (45) se reduce a (40). Resultados analogos a (31)—(34) pueden escribirse para el

caso de una poblacion y regresion lineal. El resultado (45) también se emplea para definir p en el caso
no lineal.

(45)

TEORIA MUESTRAL DE LA REGRESION

La ecuacion de regresion y = a + bx se obtiene basados en los datos muestrales. Con frecuencia
estamos interesados en la correspondiente ecuacion de regresion y = o + fx para la poblacién de la
cual se extrajo la muestra. Los siguientes son algunos ensayos relacionados con una poblacion nor-
mal. Para conservar una notacion sencilla seguimos la convencion comin de indicar valores de las
variables aleatorias muestrales en cambio de las variables aleatorias en si mismas.

1. Ensayo de la hipotesis § = b.

Para ensayar la hipotesis de que el coeficiente de regresion g es igual a algiin valor especifico b
utilizamos el hecho de que el estadistico

vn-—2 (46)

Sy.:/Sx B
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tiene una distribucion de Student con n — 2 grados de libertad. Esto también puede utilizarse
para hallar intervalos de confianza para coeficientes de regresion poblacionales de los valores
muestrales. Véanse Problemas 8.43 y 8.44.

2. Ensayo de hipotesis para valores predichos.

Denodtese por y, el valor predicho de y correspondiente a x = x, estimado de la ecuacion de re-
gresion muestral, es decir,y, = @ + bx, . Denotese por y, el valor predicho de y correspondiente
a x = x, para la poblacion. Entonces el estadistico

A (Yo— yp)V — 2 L (47)
syrVn.+ 1+ [n(xo — &)3/s)

tiene una distribucion de Student con n — 2 grados de libertad. De esta ecuacion se pueden ha-
llar 1imites de confianza para valores de poblacion predichos. Véase Problema 8.45.

3. Ensayo de hipotesis para valores medios predichos.

Denoétese por ¥, el valor predicho de y correspondiente a x = x, estimado de la ecuacion de re-
gresion muestral, es decir, yo, = a + bx,. Denodtese por %, el valor medio predicho de y corres-
pondiente a x = x, para la poblacién [esto es, 7, = E(YIX = x0)]. Entonces el estadistico

= (Yo— )y —2
svrV/1 + [(%o— 2)7s2] (48)

tiene una distribucion de Student con n — 2 grados de libertad. De aqui pueden hallarse los limi-
tes de confianza para valores medios poblacionales predichos. Véase Problema 8.46.

TEORIA MUESTRAL DE CORRELACION

Con frecuencia tenemos que estimar el coeficiente de correlacion poblacional p a partir del coe-
ficiente de correlacién muestral r o ensayar la hipétesis relacionando a p. Para este propdsito debe-
mos conocer la distribucién muestral de r. En el caso de que p = 0 esta distribucion es simétrica y se
puede utilizar un estadistico con distribucién de Student. Para p # O la distribucion es sesgada. En
ese caso una transformacion debida a Fisher produce un estadistico que aproximadamente tiene una
distribucion normal. Los ensayos siguientes resumen los procedimientos involucrados.

Z

1. Ensayo de la hipotesis p = 0.

Aqui utilizamos el hecho de que el estadistico

¢ = vn-2 (49)
Vi

tiene distribucién de Student con n — 2 grados de libertad. Véanse Problemas 8.47 y 8.48.

N

2. Ensayo de la hipotesis p # 0.
Aqui utilizamos el hecho de que el estadistico

1+ 1
zZ = 3 1 < :) = 11513 1ogm(1—f:> (50)
aproximadamente tiene una distribucién normal con media y desviacion tipica dadas por
1 1+, . <1 +p . 1
u, = § In (m) = 1.1513 logw 'IT;>, g, — ° n—3 (51)

Estos hechos pueden también utilizarse para hallar los limites de confianza para los coeficientes
de correlacién. Véanse Problemas 8.49 y 8.50. La transformacion (60) se llama transformacion
Z de Fisher.
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3. Significado de una diferencia entre coeficientes de correlacion.

Para determinar si dos coeficientes de correlacion r, y r, extraidos de muestras de tamafios n,
y 72 respectivamente difieren apreciablemente entre si, calculamos Z, y Z, correspondientes a
r, y r, utilizando (50). Luego utilizamos el hecho de que el estadistico

Z —Z,— pz -
g gt | M=% (52)

0z,-2,

. - 1 1
dimde Rz,-z, = Pz, = Pzp 2,2, — \/oél iy cr;’ - J'n’l =& + m

se distribuye normalmente. Véase Problema 8.51.

(53)

CORRELACION Y DEPENDENCIA

Si dos variables aleatorias X, Y tienen un coeficiente de correlacion diferente a cero, sabemos
(Teorema 3-15, pagina 82) que son dependientes en el sentido de probabilidad (esto es, su distribu-
cién conjunta no se factoriza en sus distribuciones marginales). Ademads, cuando p # 0, podemos
utilizar una ecuacion de la forma de (39) para predecir el valor de Y a partir del valor de X.

Es importante aclarar que “correlacion” y “dependencia’ en el sentido anterior no necesaria-
mente implica una independencia causal directa de X y Y. Esto se demuestra en los ejemplos si-
guientes.

EJEMPLO 8.1. Sean X, Y variables aleatorias que representan estaturas y pesos de individuos. Aqui hay una inde-
pendencia directa entre X, Y.

EJEMPLO 8.2. Si X representa los salarios anuales de los profesores en tanto que Y representa la cantidad de crime-
nes, el coeficiente de correlacién puede ser diferente de cero y podriamos hallar una ecuacién de regresién predicien-
do una variable de la otra. Pero dificilmente diriamos que hay interdependencia directa entre X y Y.

Problemas resueltos

RECTA DE MINIMOS CUADROS

8.1. Una recta pasa por los puntos (x;, ¥, ) y ( x,, ¥, ). Demostrar que la ecuacion de la recta es

Zogpo= (DY
Yy = <x2_ xl>(x 21)

La ecuacién de una recta es y = a + bx. Entonces v
ya que (x1, ¥1) ¥ {(x2, ¥2 ) son puntos sobre la recta

tenemos
v = a+bxy, y; = a+ by Q
(29, ¥g)
Por tanto

(1) V2= th
y—y, = (a+bx)— (a+bx)) = blx—uzx) (24, ¥1)

(2)

P L9 — Ty
Yo — ¥y = (a+bxy) — (a+bx) = b(xy—w,)

Obteniendo que b = (y, — ¥1)/(x2 —x;)de (2) ¥

sustituyendo en (1), el resultado pedido se deduce.

La gréfica de la recta PQ se muestra en la Fig. 8-5. % > 42
La constante b = (y, — y1)/(x2 — x;) es la pen- X .
diente de la recta. Fig. 8-5
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8.2.

8.3.

8.4.

CURVA DE AJUSTE, REGRESION Y CORRELACION

(a) Construir una recta que se aproxime a los datos Tabla 8-1

de la Tabla 8-1. (b) Hallar una ecuacion para esta
recta.

z|] 1 3 4 6 8 9 11 14

y|1 2 4 4 5 7 8 9

(a) Dibujar los puntos (1, 1), (3, 2), (4, 4), (6, 4), (8, 5),
(9, 7), (11, 8) y (14, 9) sobre un sistema de coordena-
das rectangulares como se muestra en la Fig. 8-6.

Una recta que se aproxime a los datos se dibuja a mano
alzada en la figura. Para un método que elimine la ne-
cesidad de juicio individual, véase Problema 8.4 que -
emplea el método de minimos cuadrados.
(b) Para obtener la ecuacién de la recta construida en (a), 7
escOjanse dos puntos cualesquiera sobre la recta, tales
como P y Q, por ejemplo. Las coordenadas de estos . A~
puntos tomados de la grifica son aproximadamente ; -
(0,1) y (12, 7.5). Entonces el Problema 8.1 o

7-5_1 T T T
12_0(3?—0) g/ g e e e 18- i

y—1=

6 y—1=0542x 6 y=1+0.642z.

Derivar las ecuaciones normales (4), pagina 260, para la recta de minimos cuadrados.

Refiriéndonos a la Fig. 8-7. Los valores de y sobre la:
recta de minimos cuadrados correspondientes a x,
X2,-..,%Xpy 80N

a+ bxy, a+ bxy, ..

., a + b:c,, (x],n yl}

Las desviaciones verticales correspondientes son

dy = a+bxy—y;, dy = a+bxy—y, ... s (22 ¥2)
dn = a+ bz, ~—y, z
Entonces la suma de los cuadrados de las desviacio- Fig, 8-7
albali dP+di+ - +d2 = (a+br —y)2+ (@F+bzy—yr)2 + o0 + (at bx, —yp)?
) Sd2 = I(a+br—y)?

Esto es una funcién de a y b, es decir, F(a, b) = 3(a + bx — y)2. Una condicién necesaria para que esto sea un
mfnimo (o0 un miximo) es que 3F/3a = 0, oF/ab = 0. Ya que

oF 2 ;

it S Eaj;(a+bx—y)2 = 3 2(e+bdbx—1y)

oF [:)

e En(a-!-b:c—y)z = 3 2x(a+bx—y)
obtenemos

Sea+bz—y) = 0 Sxeat+bdbx—y) = 0
es decir, Sy = an + b3z Say = adx + b2

como se pedia. Puede demostrarse que estas realmente resultan en un minimo.

Ajustar una recta de minimos cuadrados a los datos del Problema 8.2 utilizando a (a) x como
variable independiente, (b) x como variable dependiente.
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(a) Laecuacion de la recta es y = a + bx. Las ecuaciones normales son

(v)

Sy = an + b3z
Sy = a3z + b3a2

El trabajo involucrado en el cilculo de las sumas puede ordenarse como se indica en 14 Tabla 8-2. Aun-

que la Gltima columna no se necesita para esta parte del problema, se ha agregado a la tabla para emplear-
la en la parte (b).

Tabla 8-2
x Y x? zy v
1 1 1
|
3 2 9 6 4
4 4 16 16 16
6 4 36 24 16
8 b 64 40 25
9 7 81 63 49
11 8 121 88 64
14 9 196 126 81
Sx = 56 Sy = 40 Sx2 = 524 l Sxy = 364 | 2y?2 = 256

Puesto que hay 8 pares de valores de x, y, n = 8 y las ecuaciones normales se convierten a
8a + 656b = 40
56a + 524b = 364

Resolviendo simultdneamente a = £ 60.645, b = J1. 6 0.636; y la recta de minimos cuadrados pedida

esy = £ + 15% 6 ¥ = 0.545 + 0.636 ., Nobtese que esta no es la recta obtenida en el Problema 8.2 uti-
lizando el método a mano alzada.

Otro método.
CyEz?Y) — (Sx)N(3xy) _  (40)(524) — (56)(364) _ 6
fi n2x® — (32)2 = ®)(524) — (562~ 11 © 0945
_ n3zy — (2x)(Zy) _  (8)(364) — (66)(40) _ T
b = S - (327 —  (@®G2d) - Ger - 11 O 0636

Si se considera a x como la variable dependiente y a ¥ como la variable independiente, la ecuacién de la
la recta de minimos cuadrados es x = ¢ + dy, las ecuaciones normales son

Sz = en + d3y
Szy = ¢y +dIy?
Entonces utilizando la Tabla 8-2, las ecuaciones normales se convierten en
8¢ + 40d = 56
40c + 256d = 364
de donde ¢ = -} 6 —0.50, d = 2 6 1.50.
Estos valores también pueden obtenerse de

(2x)(2y?) — (Sy)(Sxy) _  (66)(256) — (40)(364)
n3y2 — (3y)? - (8)(256) — (40)2

= —0.50

e nEzy — (2x)(2y) _. (R){364) — (56)(40) = 150
T nZy* — (Zy)2 = (8)(256) — (40)2 )
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8.5.

8.6.

8.7.

Por tanto la ecuacién pedida de la recta de minimos cuadrados es x = 0.50 +1.60 y.

Nétese que al solucionar esta ecuacién para y obtenemos y = 0.333 + 0.667 x, que no es la misma recta
obtenida en la parte (a).

Representar graficamente las dos rectas obtenidas
en el Problema 8.4. ¥
x = —0.§00 + 1560y

Las grificas de las dos rectas, y = 0.5456 + 0.636x, x = ()

—0.50 + 1.50y, se indican en la Fig. 8.8. Nétese que las y = 0.333 + 0.667x
dos rectas en este caso priacticamente coinciden, lo cual es 10
una indicacion de que los datos estdn muy bien descritos 8-
por una relacién lineal.

La recta obtenida en la parte (a) se llama la recta de regre~
sién de y sobre x y se utiliza para estimar y para valores
dados de x. La recta obtenida en la parte (b) se llama la
recta de regresiébn de x sobre y, se utiliza para estimar x : T ; . y : v T x
para valores dados de y. '

Fig. 8-8

(a) Demostrar que las dos rectas de minimos cuadrados obtenidas en el Problema 8.4 intersec-
tan en el punto (&, 7). (b) Estimar el valor de y cuando x = 12. (c) Estimar el valor de x cuan-
doy = 3.

Sz 56 o 3y 40

= :7’ y:——:——=5

¥ n 8 n 8

Luego el punto (2, %), llamado el centroide, es (7,5).

(@) El punto (7, 5) se encuentra en la recta ¥ = 0.545 + 0.636 x o, mis exactamente, ¥ = {; + {57, puesto
que 5 = & + {5(7). El punto (7, 5) se encuentra sobre la recta « = —3}+ 3, puestoque 7 = —1+3(5).

Otro método.

Las ecuaciones de las dos rectasson y = & + Lz y == —1 + 3. Resolviendo simultdneamente, ha-
llamos x = 7, y = 5. Por tanto las rectas se interceptan en el punto (7,5).

(b) Al remplazar x = 12 en la recta de regresién de y sobre z, ¥ = 0.546 + 0.636(12) = 8.2.

(c) Al remplazar y = 3 en la recta de regresién de x sobrey, # = —0.60 + 1.50(3) = 4.0.

Demostrar que una recta de minimos cuadrados siempre pasa por el punto (, %).

Caso 1. x esla variable independiente.
La ecuacién de la recta de minimos cuadrados es (1) ¥y =a+ bz
Una ecuacién normal para la recta de mfnimos cuadradoses (2) 3y = an + b3x
Al dividir ambos lados de (2) por n da ' 3 4 =oa+dz

Restando (3) de (1), 1a recta de minimos cuadrados puede escribirse como

“4) y—y = blz—%)

que muestra que la recta pasa por el punto (2, 7).

Caso 2. y es la variable independiente.

Procediendo como en el caso 1 intercambiando x, y; remplazando las constantes a, b por ¢, d respectivamen-
te, hallamos que la recta de minimos cuadrados puede escribirse como

(%) z—& = dly—9)
que indica que la recta pasa por el punto (£, 7).

Nétese que en general, las rectas (4) y (5) no coinciden, pero se intersectan en (&, 7).
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8.8. Demostrar que la recta de regresiéon de minimos cuadrados de ¥ sobre x puede escribirse en la

forma (8), pagina 260.

Tenemos de (4), Problema 8.7, y — 7 = b(x — 2). Dela segunda ecuacion en (5), pdgina 260, tenemos
n2zy — (2)(3y)

@ b = Ss- Ga)p
Entonces
2(x—2)2 = 3(22—2%x+ 72)

= 322 — 283z + 3z2

= 3z2 — 2n%2 + ng2

= 3x2 — n§2

= 32 — —1-(2:0)2

n
= Losa (zay
n

También 2@—2y—9 = Z(xy—iy—gz+25)

= 3Sxzy — £3y — y3x + 32y
= 3Szy — ndy — ngt + niy
= Z3xy — nay

(Bx)(2y)

= ZSxy — n

1
= 5 [nEay — (32)(3y)]
Por tanto (1) se convierte en !

p = Se—Dy—i)
S(xz—2)2

de donde se obtiene el resultado (8). La demostracion de (12), pdgina 261, se sigue intercambiando x, y.

89. Seanz=a'+h, y=y +k, dondeh y k son constantes. Demostrar que
n3zy — (2x)(Zy) _ n3zy — (32)(Sy)

B a3 — (Saf a3zt — (Sw)
Del Problema 8.8 tenemos
p = P2y - (E2Cy) _ Z@-—2)y—3)
o n3x2 — (Sx)2 - 2(x— £)2

Entoncessi x = 2'+ k, y =y’ + k, tenemos

S—Bw—9 _ -2y —1)
Por tanto Sz — 7)1 = Y

n32'y’ — (22')(Sy’)
n3zx'2 — (Tx')2

El resultado es fitil para desarrollar un camino corto para obtener rectas de mfnimos cuadrados al restar cons-

tantes apropiadas de los valores dados de x, y (véase Problema 8.1 2).

8.10 Sien el Problema 8.9, k = %, k = 7, demostrar que

Exlyl
b = 3pr
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Se deduce inmediatamente del Problema 8.9 ya que

Sa

y andlogamente 3y’ = 0.

S(x—®) = Zx— nk

273

=0

La Tabla 8-3 muestra las respectivas estaturas x,y de una muestra de 12 padres y sus hijos ma-
yores. (a) Construir un diagrama de dispersioén. (b) Hallar la recta de regresiéon de minimos
cuadrados de y sobre x. (¢) Hallar la recta de regresién de minimos cuadrados de x sobre y.

(e)

(v)

Tabla 8-3
Estatura x del padre (pulgadas)| 66 63 67 64 68 62 70 66 68 67 69 71
Estatura y del hijo (pulgadas) | 68 66 68 65 69 66 68 65 71 67 68 170
El diagrama de dispersién se obtiene dibujando los
puntos (x, y) sobre un sistema de coordenadas rec- Y
tangulares como se muestra en la Fig. 8-9. ol z = —3.38 + 1.036 r—~
. 7/
La recta de regresion de y sobre x estd dada por 2 e ~
¥ = a + bx, donde a y b se obtienen resolviendo 9 205 /’ -
las ecuaciones normales. 2 L e
8 68 N wlrFa w
2y-= an + b3« ° ;f:
s - v = 36.82 + 0.476
Szy = a3z + b322 E soal a :'/;/ y "
D
L] -~
Las sumas se muestran en la Tabla 8-4, de modo 8 1= /’ -2
que las ecuaciones normales se convierten en & 644 4
12a + 8005 = 811 o
800a -+ 53,4180 = 54,107 T B W T &
62 64 66 68 70 72
de donde hallamos a = 35.82 y b = 0,476, de mo- Estatura del padre (pulgadas)
do que y = 35.82 + 0.476x. La grafica de esta
ecuacién se muestra en la Fig, 8-9, Fig. 8-9
Tabla 8-4
z y %2 xy y?
65 68 4225 4420 4624
63 66 3969 4158 4356
67 68 4489 4566 4624
64 65 4096 4160 4225
68 69 4624 4692 4761
62 66 3844 4092 4356
70 68 4900 4760 4624
66 65 4356 4290 4225
68 71 4624 4828 5041
67 67 4489 4489 4489
69 68 4761 4692 4624
n 70 5041 4970 4900
Sz = 800 Sy = 811 Sx2 = 53,418 Szy = 54,107 Sy? = 54,849
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Otro método.

_ (Sy)(22?) — (Sx)(Z2y)
L n3x? — (3x)2

nZzy — (Sx)(Zy)

32— (3a) 0.476

= 35.82, b =

La recta de regresion de x sobre y viene dada por x = ¢ + dy, donde ¢ y d se obtienen solucionando las
ecuaciones normales
32z = cen+ d2y

Saxy = ¢y + d3y?
Utilizando 1as sumas en la Tabla 8-4, se convierten en
12¢ + 811d = 800
8llc + 54,849d = 54,107

de las cuales hallamos ¢ = —3.38,d = 1.036, asf que x = —3.38 + 1.036y. La grifica de esta ecuacién se
muestra en la Fig, 8-9.

Otro método.

¢ = E23¥?) — Gy(Say) _

n3y? = (3y)? o aeg. W e ()

niy? — (2y)?

= 1.036

8.12. Solucionar el Problema 8.11 utilizando el método del Problema 8.9.

Réstese un valor apropiado, por ejemplo 68, de x, y ( los niimeros restados de x y de y podrfan ser diferen-
tes). Esto nos conduce a la Tabla 8-5.

Tabla 8-5

' yl 22 xry; ylg
—3 0 9 0 0
-b =7 25 10 4
-1 0 1 0 0
—4 -3 16 12 9

0 1 0 0 1
—6 —2 36 12 4

2 0 4 0 0
—2 —3 4 6 9

0 3 0 0 9
-1 -1 1 1 1

1 1 0 0

3 9 6 4

2z’ = ~16 Sy’ =-b 32’2 = 106 Sx'y’ = 47 2y =41
De la tabla hallamos
p = nZz = G)Sy) _ (1@ = (<166 _ (e
- n3x'2 — (2x')? (12)(106) — (16)2 4
También ya que 2’ = x — 68, y’ = y — 68 tenemos z' = £ — 68, y = 7 — 68. Por tanto
= 16 5 57 __>5 o
£=x+68=—ﬁ+68=66.67, y—y+68——ﬁ+68—67.58

La ecuacion de regresién pedida de y sobre x es y — y = b(x — 2), esto es

y — 67.68 = 0.476(x — 66.07) 6 y = 35.80 + 0.476 «

de acuerdo con el Problema 8.11, aparte de los errores de redondeo. De una manera andloga podemos obte-
ner la ecuacién de regresion de x sobre y.
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ECUACIONES NO LINEALES REDUCIBLES A FORMA LINEAL

8.13.

8.14.

La tabla 8-6 da valores experimentales de la presion P de una masa de gas dada correspondien-
te a varios valores del volumen V. De acuerdo con los principios de la termodinamica una rela-
cion de la forma PV* = C, donde y y C son constantes, debe existir entre las variables. (a)
Hallar el valor de v y C. (b) Escribir las ecuaciones que relacionan a Py V. (c¢) Estimar P cuan-
do V = 100.0 pulgadas clbicas.

Tabla 8-6

Volumen V(pula) 54,3 | 61.8 | 72.4 | 88.7 | 118.6 | 194.0

Presién P (Ib/pul®) | 61.2 | 49.5 | 37.6 | 28.4 | 19.2 | 10.

Ya que PV? = C, tenemos tomando logaritmos de base 10
logP + ylogV = logC 0 logP = logC — ylogV
Tomando log V = x, log P = y, la iiltima ecuacién puede escribirse
(1) y = a+ bx
dondea =log C, b = —v.

La Tabla 8-7 da los valores x, y correspondientes a los valores de V, P de la Tabla 8-6 y también indica los
cilculos involucrados en el cémputo de la recta de minimos cuadrados (1).

Las ecuaciones normales correspondientes a la recta de minimos cuadrados (1) son
Sy = an + b3x Sxy = a3x + b3Ix?

de las cuales

Cy)(E?) — (Sx)(Exy) n3xy — (Sx)(Zy)

et - n3x2 — (Tx)2 Sy by n3a2 — (2x)2 aina L gt0
Luego y = 4.20 —1.40 z.
Tabla 8-7
x =logV : y = log P xz2 Y
1.7348 1.7868 3.0095 3.0997
1.7910 1.6946 3.2077 3.0350
1.8597 1.6752 3.4685 2.9294
1.9479 1.4533 3.7943 2.8309
2.0741 1.2833 4.3019 2.6617
2.2878 1.0043 5.2340 2.2976
Sz = 11.6953 Sy = 8.7975 Sx2 = 23.0059 Sxy = 16.8543

(a) Puestoquea =420=1logCy b=-140=~y, C=160X104 y y=1.40.
(b) PV140 = 16,000.

(¢) CuandoV =100, x =logV =2 y y =1logP = 4.20—1.40(2) = 1.40. Entonces P = antilog1.40 =
25.11b/pulg?®.

Solucionar el Problema 8.13 dibujando los datos en un papel log-log.

Para cada pareja de valores de la presién P y el volumen V en la Tabla 8-6, obtenemos un punto que se dibuja
en el papel log-log construido especialmente como se muestra en la Fig. 8-10.
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También se indica una recta (dibujada a mano alzada) que se aproxima a estos puntos. La grifica resultante
muestra que hay una relaci6én lineal entre log P y log V que puede representarse por la ecuacién

logP = a+blogV o ¥ = a+ bx

La pendiente b, que es negativa en este caso, se da numéricamente por la relacion-de la longitud AB a la longi-
tud AC. La medida en este caso indica que b = —1.4,

Para obtener a se necesita un punto sobre la recta. Por ejemplo cuando V = 100, P = 25 de la gréfica. Enton-
ces

a = logP — blogV = log26 + 1.41logl00 = 1.4 + (1.4)}2) = 4.2

de modo que ;
logP +14logV = 4.2, logPVi4 = 42, y Py14 = 16,000

PARABOLA DE MINIMOS CUADRADOS
8.15. Derivar las ecuaciones normales (19), pigina 261, para la pardbola de minimos cuadrados.
¥ = a+ bx + cx?

Sean los puntos muestrales (x;, ¥1), (2, ¥2); - . -, (%a, ¥a). Entonces los valores de y sobre la pardbola de mfni-
mos cuadrados correspondientes a z;, %5, ..., Z, son

a+bx, +cx} a+bryt+ecx} ..., o+ dx,+ cx?
Por tanto las desviaciones de-y,, s, ..., ¥, estin dadas por
dy = a+bz,+exf—y, dy = a+bry+exi—yy; ..., dy = o+ bz, +oxi—y,
y la suma de los cuadrados de las desviaciones estd dada por ]

Sd2 = S(e+ bz + cx2—y)3
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Esta es funcién de g, b, ¢, es decir
F(a,b,c) = S(a+bx+ca2—y)2

Para minimizar esta funci6n debemos tener

oF _  aF _  oF _
a0 G 9 et 0
Entonces % = 2a—";(a+b:t:+ca::"’—y)2 = 2a+bxr+cx—y)
aF [ L 2 5 o
b Ea—b(a+bx+cx —y)2 = 3 2x(@+bx+cx2—y)
oF 9 2 — ,\2 2 2
5 = E£(a+bx+cx —y)2 = 3 2xa+bx+cx—y)

Al simplificar cada una de estas sumas e igualdndola a cero se obtienen las ecuaciones (19), pigina 261.

8.16. Ajustar una paribola de minimos cuadrados de la forma y = a + bx + cx? alos datos de la
Tabla 8-8.

Tabla 8-8

z |12 18 31 49 bH7 171 86 98

y | 45 59 70 178 172 68 45 27

Las ecuaciones normales son
2y = aen+ b3z + cZax?

(1) Szy = a3z + b3z + c348
S22y = a3x% + b323 + cZxt

El trabajo involucrado en computar las sumas puede ordenarse como se muestra en la Tabla 8-9,

Tabla 8-9
x Y 22 23 x4 zy x2y
1.2 4.5 1.44 1.73 2.08 5.40 6.48
1.8 5.9 3.24 5.83 10.49 10.62 19.12
3.1 7.0 9.61 29.79 92.35 21.70 67.27
49 7.8 24.01 117.65 576.48 38.22 187.28
5.7 7.2 32.49 185.19 1065.58 41.04 233.93
71 6.8 50.41 357.91 2541.16 48.28 342.79
8.6 4.5 73.96 636.06 5470.12 38.70 332.82
9.8 2.7 96.04 941.19 9223.66 26.46 259.31
3x = Sy = Sx2 = a8 = Sat = Say = Sx2y =
42.2 46.4 291.20 2275.36 18,971.92 230.42 1449.00

Puesto que n = 8, las ecuaciormes normales (1) se convierten en
8a + 42.2b + 291.20c = 46.4
(2) 42.2a + 291.20 b + 2275.35¢ = 230.42
291.20 @ + 2276.35 b + 18971.92¢ = 1449.00
Resolviendo, a = 2.588, b = 2.065, ¢c = —0.2110; asi la paribola de minimos cuadrados pedida tiene la ecua-

¢ién
y = 2.588 4 2.065x — 0.2110 «2
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8.17. Utilizar la parabola de minimos cuadrados del Problema 8.16 para estimar los valores de y de

los valores dados de x.

Para x = 1.2, y,.,, = 2.588 + 2.065(1.2) — 0.2110(1.2)2 = 4.762. Andlogamente se obtienen otros valores esti-
mados. Los resultados se muestran en la Tabla 8-10 junto con los valores reales de y.

Tabla 8-10

Yest | 4762 | 5.621 | 6.962 | 7.640 | 7.503 | 6.613 | 4.741 | 2.561

Y 4.5 5.9 7.0 7.8 7.2 6.8 4.5 2.7

REGRESION MULTIPLE

8.18 Se desea estimar una variable z de las variables x, y por medio de una ecuacioén de regresion de

8.19.

la forma z = a + bx + cy. Demostrar que la ecuacion de regresién de minimos cuadrados se
obtiene al determinar a, b, ¢ de modo que satisfaga (21), pagina 262.

Sean los puntos muestrales (%, ¥y,21), ..., (%4, ¥n, 2,). Entonces los valores de z sobre el plano de regresién
de minimos cuadrados correspondientes a (%4, ¥i), .. ., (%, ¥,) son respectivamente

a+bxy +ey;,, ..., a+ dbx,+ cy,
Por tanto las desviaciones de z,, ..., 2, vienen dadas por
dy = a+brytey,—2, ..., d, = a+bx,+cy,— z,
y la suma de los cuadrados de las desviaciones estd dada por .
2d?2 = ZS(a+bx+cy—2)*

Considerando esto como funcién de a, b, ¢ e igualando las derivadas parciales con respecto a e, b y ¢ a cero,
las ecuaciones normales pedidas (21) en la pagina 262 se obtienen,

La Tabla 8-11 muestra los pesos z a la libra mas cercana, las estaturas x a la pulgada mas cer-
cana y las edades y al afio mas cercano de 12 muchachos. (a) Hallar la ecuacion de regresion
de minimos cuadrados de z sobre x, ¥. (b) Determinar los valores estimados de z de los valo-
res dados de x, y. (¢) Estimar el peso de un muchacho de 9 afios y 54 pulgadas de estatura.

Tabla 8-11

Peso (z) 64 | 71 | 53 | 67 | 65 | 58 | 77 | 57 | 56 | 51 | 76 | 68

Estatura(x) | 57 | 59 | 49 | 62 | 51 | 50 | 55 | 48 | 52 | 42 | 61 | 57

Edad (y) 8|10 6|11| 8| 7[10| 9|10]| 6|12 9

(a) La ecuaci6n de regresion lineal de z sobre x, y puede escribirse

z = a+bx+cy

Las ecuaciones normales (21), pagina 262, vienen dadas por
3z = na+ b3x + ¢Sy

(1) Szz = a3z + b3x2 + cSuxy
2yz = aly + b3zy + c3y?

El trabajc involucrado en computar las sumas puede ordenarse como se indica en la Tabla 8-12.
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Tabla 8-12

z x Y z2 x2 y2 zz Yz zy
64 57 8 4096 3249 64 3648 512 456
71 59 10 5041 3481 100 4189 710 590
53 49 6 2809 2401 36 25697 318 294
67 62 11 4489 3844 121 4164 737 682
b5 51 8 3025 2601 64 2805 440 408
58 50 7 3364 2500 49 2900 406 350
M b5 10 6929 3026 100 4236 770 560
b7 48 9 3249 2304 81 2736 513 432
56 62 10 3136 2704 100 2912 560 520
b1 42 6 2601 1764 36 2142 306 262
76 61 12 5776 3721 144 4636 912 732
68 b7 9 4624 3249 81 3876 612 513
Sz = S = Sy = 322 = Sx2 = Sy = Sxz = Syz = Sxy =
7563 643 106 48,139 34,843 976 40,830 6796 5779

Utilizando esta tabla, las ecuaciones normales (1) se convierten en
12a + 643b + 106¢c = 753
@) 643a + 34,843b + 5779¢ = 40,830
106a + 5779b + 976¢ = 6796
Resolviendo, ¢ = 3.65612, b = 0.8546, ¢ = 1.5063, la ecuaci6n de regresion pedida es
($) z = 3.656 + 0.855x + 1.506 y

(b) Utilizando la ecuacién de regresién (3) obtenemos los valores estimados de z, denotados por z,,,, al susti-

tuir los valores correspondientes de x, y. Los resultados se dan en la Tabla 8-13 junto con los valores
muestrales de z.

Tabla 8-13

Zo | 64.414 | 69.136 | 54.664 | 73.206 | 59.286 | 56.926 | 65.717 | 58.229 | 63.1563 | 48.582 | 78.857 | 65.920

z 64 71 63 67 66 58 77 b7 66 61 76 68

(c) Remplazando x = 54,y = 9 en (3), el peso estimado es 2., = 63.356, o aproximadamente 63 lb,

ERROR TIPICO DE LA ESTIMA

8.20. Si la recta de regresion de minimos cuadrados de y sobre x viene dada por y = a + bx, demos-
trar que el error tipico de la estima s, esta dado por

y2— aly — b2xy
n

33.3 =
Los valores de y estimados a partir de la recta de regresién vienen dados por ¥.,x = @ + bx. Entonces

2(Y ~ Yeut)? _ S(y—a—bx)2
n - n

8

- Z2yly—e—ba) — a2(y—a—bx) — b3x(y — a — bx)
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2(y—a—bx) = Zy—an— b3z = 0
2x(y—a—bx) = Zzy —aZx — b3x2 = 0

puesto que de las ecuaciones normales

Entonces

Sy = an+ b3z Sxy = a3z + bZa2
s _ Z2yly—a—bx) _ 3Sy?—ady— b3zy
N A T ) e RN, A

Este resultado puede extenderse a ecuaciones de regresién no lineal.

8.21. Demostrar que el resultado del Problema 8.20 puede escribirse como

Método 1.

Sy—yP-—b3(x—z)(y—9)
n

2
Sy.x

Siz=2"+2 y =y +y. Entonces del Problema 8.20

Ny s =

Il

3y — aZy — b3xy

2y +9)2 —aZ(y +3) — b2(x' + 2 +¥)

S(y'2+2y'y + 42 — a(Sy’' +ny) — b3 (x'y’ + 2y’ + 2’ + &5)
Sy'? + 2§53y’ + ny2 — any — b3x'y’ — bEIy’ — by3x’ — bnzky
Sy'?2 + ny? — any — b3Ix'y’ — bnky

Syt — b3x'y’ + ny(y —a — bE)

Zy'2 — b3y’

2(y—9)? — b2(x—2)(y — )

donde hemos utilizado los resultados Sz’ =0, 2y’ =0y ¥ = a + b2 (que se deducen al dividir ambos lados
de la ecuaci6én normai Sy = an + b2 x por n). Esto demuestra el resultado pedido.

Método 2.

Sabemos que la recta de regresion puede escribirse como y—y = b(x — £), que corresponde a empezar con
= a + bx y remplazando: a por cero, y por ¥ — §, X por z — &. Cuando se hacen estos remplazos en el Pro-
blema 8.20 se obtiene el resultado pedido.

8.22. Calcular el error tipico de la estima, s, .., para los datos del Problema 8.11.

Del Problema 8.11(b) la recta de regresién de y sobre x es y = 36.82 + 0.476x. En la Tabla 8-14 se listan los
valores reales de ¥ (de la Tabla 8-3) y los valores estimados de y, denotados por .., como se obtienen de la
recta de regresién. Por ejemplo, correspondiendo a x = 65 tenemos ¢, = 365.82 + 0.476(656) = 66.76.

También se indican los valores y — y.4, que se necesitan para el cilculo de s, .

Tabla 8-14
x 65 | 63 | 67 | 64 | 68 | 62 | 70 | 66 | 68 | 67 | 69 | Tl
y 68 | 66 | 68 | 65 | 69 | 66 | 68 [ 65 | 71 [ &€ | 68 | 70
Yest | 66.76 | 65.81 | 67.71 | 66.28 | 68.19 | 65.33 | 69.14 | 67.24 | 68.19 | 67.71 | 68.66 | 69.62
Y~ Yesr | 1.24 | 019 | 0.29 | —1.28( 0.81 | 0.67 | —1.14 | —2.24 | 2.81 | —0.71 | —0.66 | 0.38
o, = E(y_nyest)z i (1.24)2+(o.19)i 2+ -+ + (0.38)2 =
Y 8, = V1.642 = 1.28 pulgadas.
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8.23.

(a) Construir dos rectas paralelas a la recta de regresion del Problema 8.11 a una distancia ver-
tical sy:. (b) Determinar el porcentaje de puntos de datos que se encuentren entre estas dos

rectas.

(a) La recta de regresién y = 35.82 + 0.476x obte- v
nida en el Problema 8.11 se muestra s6lida en la
Fig. 8-11. Las dos rectas paralelas, cada una a
una distancia vertical s,, = 1.28 (véase Pro-
blema 8.22), se muestrana trazos en la Fig. 8-11.

(b) De la figura se ve que de los 12 puntos de datos,
7 se encuentran entre las rectas en tanto que 3
parecen estar sobre las rectas. Un examen poste-
rior utilizando el iltimo renglén en la Tabla
8-14 revela que 2 de estos 3 puntos se encuen-
tran entre las rectas. Entonces el porcentaje pe-
dido es 9/12 = 75%.

Otro método.

Del altimo renglén de la Tabla 8-14, y—y,.q se
encuentra entre —1.28 y 1,28 (es decir, *s, ;)
para 9 puntos (x, y¥). Entonces el porcentaje pe-
dido es 9/12 = 75%. Fig. 8-11

Si los puntos estdn distribuidos normalmente respecto a la recta de regresion, la teoria predice que alrededor
del 684 de los puntos se encuentra entre las rectas. Este hubiera sido el caso aproximado si el tamafio fuera

mas grande.
NOTA: Una mejor estima del error tipico de la estima de la poblacién de la cual se tomaron las estaturas vie-
ne dada por ?y.r = Vn/(n —2)s,, = V12/10(1.28) = 1.40 pulgadas.

COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL

8.24.

8.25.

Demostrar que 3(y — 7)> = 2(Y — Yest)* + Z(Yest — ).
Elevando al cuadrado y — § = (¥ — Yes) + (Yese — #) sumando, tenemos
SW—9)2 = S Yes)? T ZWest — 92+ 22U — Yest) Yest — 9)

El resultado pedido se deduce si podemos mostrar que la iiltima suma es cero. En el caso de regresion lineal
este es el caso, ya que

S = Yot Wost — ) = 2(y—a—bx)(e+ bx—7)
= a3(y—a—bx) + b3Sx(y —a—bx) — y3S(y —a — bx)
=0

puesto que de las ecuaciones normales 2(y —a — bx) = 0, 3Sx(y —a—bx) = 0.

Anilogamente puede demostrarse que el resultado es vilido para regresién no lineal utilizando una curva de
minimos cuadrados dada por y.s, = @y + @z + ayx2 + - - - + a,z"

Calcular (a) la variaciéon explicada, (b) la variacion no explicada y (c) la variacion total para
los datos del Problema 8.11.

Tenemos §j = 67.58 del Problema 8.12 (o dela Tabla 8-4, ya que # = 811/12 = 67,58). Utilizando los valores
Yest de la Tabla 8-14 podemos construir la Tabla 8-15.

Tabla 8-15

[ew — 9 | —082] —1.77 | 0.13] —1.30] 0.61] —2.25 | 1.56 | 0.3 [ 0.61] 013 | 1.08 | 2.04 |

(a) Variacién explicada = 3(y., —#)2 = (—0.82)2 + --- + (2.04)2 = 19.22,

(b) Variacién no explicada = 3(y — y )2 = nsf,;, = 19.70, del Problema 8.22.
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8.26.

8.27.

8.28.
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(c¢) Variacion total = 2(y — )2 = 19.22 + 19.70 = 38.92, del Problema 8.24.

Los resultados (b) y (c) pueden obtenerse por cilculo directo de la suma de los cuadrados.

Hallar (a) el coeficiente de determinacion y (b) el coeficiente de correlacion para los datos del
Problema 8.11. Utilizar los resultados del Problema 8.25.

variacién explicada _ 19.22
variaci6n total T 38.92

(b) coeficiente de correlacién = r = */0.4938 = =0.7027.

Puesto que la variable y,;, aumenta a medida que x aumenta, la correlacién es positiva y por tanto escri-
bimos r = 0.7027 o con dos cifras significativas r = 0.70.

= 0.4938.

(a) coeficiente de determinacién = »2 =

A partir del resultado general (30), pagina 263, para el coeficiente de correlacion, derivar el
resultado (34), pagina 264, (la férmula producto momento), en el caso de regresion lineal.

La recta de regresion de minimos cuadrados de y sobre x puede escribirse y,,, = a + bz 6 y!, = bz’, donde
b =32y’ /322, &' =x— &, ¥ Ylst = Yest — J- Entonces, utilizando y’ = y — ¢, tenemos

,2 _ _ variacién explicada (Yot — 9)? _ 2y
variacién no explicada ~  Z(y — 7)? Sy'2
_ T bh2x’2 _ b23 x'2 _ Sx'y’ ¢ Sz/2 _ (2x'y)2
Sy’2 Sy'2 Sx'2 Sy'2) T 3223y
Pt
asj r = % ey
V3x'23y2

Sin embargo, puesto que £x’y’ es positiva cuando Yest aumenta a medida que x aumenta, pero negativa cuan-
do Yes: disminuye a medida que x aumenta, la expresién para r tiene autométicamente el signo correcto aso-
ciado. Por tanto se sigue el resultado pedido.

Utilizando la formula producto-momento, obtener el coeficiente de correlaciéon lineal para los
datos del Problema 8.11.

El trabajo involucrado en la computacién puede organizarse como se indica en la Tabla 8-16. Entonces

r o= 2oy = 2031 = o021
VEZH(Zy?) V/(84.68)(38.92)
de acuerdo con el Problema 8.26(b).
Tabla 8-16
x’ = y, = 79 Lol ’
x } y o — & L x'2 z'y y'?
65 I 68 -1.7 0.4 2.89 —0.68 0.16
63 | 66 —3.7 —1.6 13.69 5.92 2.66
67 ! 68 0.3 04 0.09 0.12 0.16
64 J 65 —2.7 —2.6 7.29 7.02 6.76
68 J 69 1.3 14 1.69 1.82 1.96
62 | 66 —4.7 —1.6 22.09 7.52 2.566
70 68 3.3 0.4 10.89 1.32 0.16
66 656 —0.7 —2.6 0.49 1.82 6.76
68 71 1.3 3.4 1.69 4.42 11.56
67 67 0.3 —0.6 0.09 ~0.18 0.36
69 68 2.3 0.4 5.29 0.92 0.16
71 70 4.3 2.4 18.49 10.32 5.76
Sz = 800 Sy = 811 Sx'2 = Sx'y = Sy2=
Z = 800/12 7 = 811/12 84.68 40.34 38.92
= 66.7 = 67.6
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8.29. Demostrar el resultado (17), pagina 261.

8.30.

8.31.

La recta de regresion de y sobre x es

v

e+ bx

Andlogamente, la recta de regresién de x sobre y es

x

Entonces

c+ dy

“- ()

donde

donde
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r8
o = —
8z
78,
d = —
v
= 2
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Utilizar el resultado del Problema 8.29 para hallar el coeficiente de correlacion lineal para los

datos del Problema 8.11.

Del Problema 8.11 (b) y 8.11(c) respectivamente

_ 484 _ 484 _
b = 1016 — 0.476 d = 67 - 1.036
484 484
2 = p— — — = .
Entonces r bd (1016) ( 467> 6 r 0.7027

que estd de acuerdo con los Problemas 8.26(b) y 8.28.

Demostrar que el coeficiente de correlacion lineal viene dado por

En el Problema 8.27 se demostré que

(1) r =

Pero Sx—®)y—9 =

Puesto que 2 = (Zz)/n y ‘¥ = (Sy)/n.

Andlogamente, S(x— 2)2

y

Entonces (1) se convierte en

_n3zy — (32)(3y)
[n2x? — (2x)*][n3y® — (2y)?]

zx/yl

z—2)y—wn)

V(22'2)(2y?)

V[E(z — 2)2|[2(y — 97

S(xy — 2y — xy + 27)

= Z3xy — 23y — 42z + n2y

Sxy — n2y — ny® + n¥y = ZIxy — nky

Szy

_ G2)(Ey
n

S (22— 222 + £2)

= 322 — 2&3x + n2?

o osgr_ 22 (Sa2 _ g, (32)
n n n
: 3y)2
Iy—-9? = 2y - (Ty)

Szy — (22)(Zy)/n

V[Za2 — (Zx)n][Zy2 — (Sy)2/n)

n3zy — (Sx)(3y)

V[nZz2 — (22)?[n2y2 — (2)?)
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8.32. Utilizar la formula del Problema 8.31 para obtener el coeficiente de correlacién lineal para los
datos del Problema 8.11.

De la Tabla 8-4

n2zxy — (Sx)(2y)
V[n3a2 — (3z)2|[n2y? — (Zy)?]

= _(12)(54,107) — (800)(811) = s

V[(12)(53,418) — (800)2][(12)(54,849) — (811)2]

como en los Problemas 8.26(b), 8.28 y 8.30.

COEFICIENTE DE CORRELACION GENERALIZADO

8.33. (e) Hallar el coeficiente de correlacion lineal entre las variables x, y del Problema 8.16. (b)
Hallar el coeficiente de correlacion no lineal entre estas variables, suponiendo la relacién para-
bolica obtenida en el Problema 8.16. (¢) Explicar la diferencia entre los coeficientes de corre-
lacion obtenidos en (a) y (b). (d) {Qué porcentaje de la variacion total permanece como no
explicada por la suposicion de la relaci®n parabdlica entre x, y?

(a) Utilizando los cdlculos de la Tabla 8-9 y agregando que Sy = 290.52, hallamos
nZzy — (Sx)}(2y)
V[nZa? — (2z)2[nSy2 — (2y)?

(8)(230.42) — (42.2)(46.4)

= = —0.3743
\.-“'f[(8)(291.20) — (42.2)2]((8)(290.52) — (46.4)2]
(b) De la Tabla 8-9, y = (2y)/n = (46.4)/8 = 5.80. Entonces
variacién total = S(y— )2 = 21.40
De la Tabla 8-10
variacién explicada = Z(y. o —#)2 = 21.02
variacién explicada 21.02
P 2 = = = R = i
or tanto r variacion total 21.40 0.9822 y r 0.9911

(c) El hecho de que la parte (2) muestra un coeficiente de correlacién de solo —0.3743 indica pricticamente
ninguna relacién lineal entre x, y. Sin embargo, hay una muy buena relacién no lineal dada por la para-
bola del Problema 8.16, como lo indica el hecho de que el coeficiente de correlacién en (b) estd muy
cercano a 1,

variacién no explicada

(d) 1 — 72 = 1 — 09822 = 00178

variacién total

Por tanto 1.78% de la variacién total permanece no explicada. Esto puede deberse a fluctuaciones aleato-
rias o0 a una variable adicional que no se ha considerado.

8.34. Hallar (a) s, y (b) sy: paralos datos del Problema 8.16.

(a) Del Problema 8.33 (b), 2(y — 9)2 = 21.40. Entonces la desviacion tipica de y es
Sy — 72
88 = \/2—(““—”) = \/y = 1.636 6 1.64

Utilizando (a) y el Problema 8.33 (b), el error tipico de la estima de y sobre x es

(b) Primer método.

8y: = 8,V1—72 = 1.636y/1— (0.9911)2 = 0.218 6 0.22
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Segundo método.
Utilizando el Problema 8.33,

LA 2y — Yeu)® _ \[variacién no explicada _ 2140 —21.02 _ 518 5 0.22
7 IS | ST n = 8 i i

Tercer método.

Utilizando el Problema 8.16 y el cdlculo adicional 2y2 = 290.562, tenemos

Sy2— aly — b3Zaxy — cIx2y
8y, =

n

= 0.218 6 0.22

8.35. Explicar como determinaria un coeficiente de correlacion miltiple para las variables en el
Problema 8.19.

Ya que z se determina de x, y estamos interesados en el coeficiente de correlacion multiple de z sobre x, y.
Para obtenerlo, vemos del Problema 8.19 que

Variacién no explicada

2 (2 — 2e6)? .
= (64 —64.414)2 4+ --- + (68 —65.920)2 = 258.88
Variacién total = 3(z—2)2 = 222 — n2?

48,139 — 12(62.76)2 = 888.25

Variacion explicada = 888.25 — 258.88 = 629.37
Entonces

Coeficiente de correlacion miltiple de z sobre x, y

_ variacion explicada = 629.37 _ (8418
= variacién no explicada 888.25
Debe mencionarse que si fuéramos a considerar la regresién de x sobre y, z, el coeficiente de correlacion de x
sobre y, z seria en general diferente del valor anterior.

CORRELACION GRADUAL

8.36. Derivar la formula de correlacion gradual de Spearman (36), pagina 264.

Aqui estamos considerando n valores de x (por ejemplo pesos) y n valores correspondientes de y (por ejem-
plo estaturas). Sea x; el grado dado al j-ésimo valor de x, ¥; el grado dado al j-ésimo valor de y. Los grados son
enteros de 1 a n. La media de x; es

_1+2+:.--+n _ nn+1)/2 _ ntl
= n a n 2
mientras que la varianza es
— 2 DL e o 7 +1\*
s§:x2~:22:1-+2+n +¢_(né1)
_ ae+DEn+1/6  [n+1)°
- 2 2
_ n2—=1
= 12

utilizando los resultados 1 y 2 del Apéndice A. Andlogamente, la media 7 y la varianza sj son iguales a(n +
1)/2 y (n? — 1)/12 respectivamente.

Entonces si d; = x; — y; son las desviaciones entre las graduaciones, la varianza de las desviaciones, 83, viene
dada en términos de s2, 82 y el coeficiente de correlacién entre grados por
2

L) 2
8¢ = 8+ 8, — ZrEmdsIsy
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8.317.

8.38.
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Entonces
_ e2+el—s]
(1) Terad = ——28:%
Puesto que d = 0, &3 = (2d?)/n y (1) se convierte en
(n2—1)/12 + (n2 —1)/12 — (Zd2)/n 63 d2

(®) Tgrag — (n2—1)/6 T n(n2 — 1)

La Tabla 8-17 muestra como 10 estudiantes fueron clasificados segiin su rendimiento en el la-
boratorio y en teoria de un curso de biologia. Hallar el coeficiente de correlacién gradual.

Tabla 8-17

Laboratorio |8 3 9 2 7 10 4 6 1 5

Teorfa 9 5 10 1 8 7 3 4 2 6

La diferencia de puntuaciones d en laboratorio y teorfa para cada estudiante se da en la tabla siguiente. Tam-
bién se incluyen 42 y 3d2.

Tabla 8-18
Diferencias de puntuaciones,d | —1 -2 —1 i =i 3 1 2 -1 -1
2d? =
2
d 1 4 1 1 1 9 1 4 1 1 24
_ __63a2 o y 6(24) =
Entonces Tgrad = 1 =1 - 1 000 <1 - 0.8545

indicando que hay una relacion entre el rendimiento en laboratorio y teorfa.

Calcular el coeficiente de correlacion gradual para los datos del Problema 8.11 y comparar los
resultados con el coeficiente de correlacién obtenido por otros métodos.

Ordenadas en forma ascendente de magnitud, las estaturas de los padres son
(1) 62, 63, 64, 65, 66, 67, 67, 68, 68, 69, 70, 71

Puesto que en esta ordenacién los lugares sexto y séptimo representan la misma estatura (67 pulgadas), les
asignamos a estos dos lugares un orden medio de 6.5. Anilogamente, a los lugares 8 y 9 se les asigna el orden
8.5. As{, a las estaturas de los padres se les asigna los 6rdenes

@) 1, 2, 3, 4, 5, 6.5, 6.5, 8.5, 8.5, 10, 11, 12
De igual forma, las estaturas de los hijos ordenadas en sentido creciente son
) 66, 65, 66, 66, 67, 68, 68, 58, 68, 69, 70, T1

y Puesto que los lugares 6, 7, 8 y 9 representan la misma estatura (68 pulgadas), les asignamos un orden me-
dio de 7.5 [(6 + 7+ 8 + 9)/4 . Por tanto las estaturas de los hijos quedan ordenadas

(4) 1.6, 1.6, 3.6, 3.5, 5, 7.5, 7.5, 7.6, 7.5, 10, 11, 13
Con las correspondencias (1) y (2), (3) y (4), la Tabla 8-3 se convierte en

Tabla 8-19

Graduacién del padre| 4 2 66 3 85 1 11 5 856 65 10 12

Graduaci6n del hijo |7.5 35 76 15 10 3b 75 1.5 12 5 75 11
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La diferencia en graduaciones d, los cémputos de d2 y Sd? se muestran en la Tabla 8-20. 20,

Tabla 8-20

d| -35 —-16 —-10 15 -—-1.b6 -—-2b 3.6 36 356 156 2.6 1.0

dz| 12.25 225 1.00 225 225 625 1225 1225 1225 225 -6.26 1.00 27:250:
| | __63a? ol __6(72,50)
Entonces Tl = 1 —n(n2 —3) - 1 ——12(122 ! 0.7466

que concuerda muy bien con el valor r = 0.7027 obtenido en el Problema 8.26(b).

INTERPRETACION PROBABILISTICA DE REGRESION Y CORRELACION

8.39.

8.40.

Derivar (39) a partir de (37).
Suponga que la ecuacién de regresion es
y = EY |X=2) = a+ B=x
Para la recta de regresion de minimos cuadrados debemos considerar
E{[Y —(a+£X)]% = E{[(Y —py) — BX — px) + (uy — Bux — 2)]%}
E[(Y — uy)?] + B2E[(X — ux)?] — 2BE[(X — px)(Y — py)] + (py — Bux — )2
= of + p2% — 28oxy + (by — Pux — a)?

Yomde-hemos utilizado E(X — uy) = 0, E(Y — uy) = 0.

Denotando la Gltima expresién por F(a, ) tenemos

oF oF
% = —2(uy — Bux — @), B 2Bo% — 20xy — 2ux(py — Bux — @)

Igualando estas ecuaciones a cero, lo cual es una condici6én necesaria para que F(a, §) sea un minimo, halla-
mos
— oo
wy = at Bux Box = oxy

Por tanto si y = a + Bz entonces y — py = B(x — px) 0

¥y —wy = g l@ux)
X

. Y — py (x— ,ll.x)
L8] T—— = p
ay ox

Debe notarse la semejanza de la demostracién anterior para poblaciones, utilizando esperanzas, con la corres-
pondiente para muestras, utilizando sumas. En general, los resultados para muestras tienen resultados anilo-
gos para poblaciones e inversamente.

La funcion de densidad conjunta de las variables aleatorias X, Y es

#x+2y) O0=zx=1, 0=y=1

0 de otra forma

fle,yy = {

Hallar la curva de regresion de (a) Y sobre X, (b) X sobre Y.

(a) La funcidn de densidad marginal de X es

1
he = f 2e+ma = Fat
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para 0 = x =1, y fi(x) = 0 de otra forma, Por tanto, para 0 = x = 1, la densidad condicional de Y da-

da X es
x + 2y
) = =% = z+1
f2(y| ) fl(x)
0 y<0 6 y>1
y la curva de regresién de Y sobre X estd dada por
vy = EY|X=2) = f_ yfa(y|z)dy
1
' z + 2y _ 3x+4
e foy<x+1>d” T Ez+6

Ni £, (¥Ix), ni la curva de regresién estdn definidas para x <0 6 x > 1.

(b) Para 0 = y = 1 ]a funcion de densidad marginal de Y es
'e 1
rw = f Eetrwa = latay
0

Por tanto, para 0 = y = 1, la densidad condicional de X dada Y es

. 22 + 4y =
f(z,9) 1+ 4 0=x 1
= —Z = Y
fiely = T&
0 <0 6 2>1

y la curva de regresion de X sobre Y viene dada por

z = EX|Y=y) = f_” 2fi(z|y) de

g 2x + 4y = 2 + 6y
o \T1+ 4y T 3i1zy

Ni f, (x1y), ni la curva de regresion se definen paray <0éy > 1.

Notese que las dos curvas de regresion y = (3x + 4)/(6x + 6), x = (2 + 6y)/(3 + 12y) son diferentes.

841. Hallar (a) X, (b) ¥, (c) o2, (d) o2, (€) v,y (f) p parala distribucién del Problema 8.40.

2L 1 1 2 _ E

(a) YO — -[::o Jy:O x [3(1: + 2y)] dedy = 9
o (Y (2 _u

(b) Y — j;=o L:o y[3 (x + 21;)] drdy = 18

( X2 fl 'opl2 2y) |dz d i
c) = f —{(x+ :] =53
,:o.y=ox|:3( L 18

= - 2
Entonces 2 = X2 - X2 = %_<%> = 13

[ 1 1
(d) Y2 = J;=OJ;=0 yz[g(x+2y):|dmdy = g

— . / 2
Entonces 8 = YZ-Yy2 = 3._ KH) - 28



CAP. 8] CURVA DE AJUSTE, REGRESION Y CORRELACION 289

- 1 1 9 1
(e) XY = f f xy[— (x + 2y)] dedy = =
=0 Jy=0 3 3

- ¥ oxy = L_(5)/(u) - _L
Entonces oxy = Y - XY = 3 <9><18> = 162

a I
(f) b = — = ez = —0.0818

7x ey V13/162 V/23/324

Nétese que el coeficiente de correlacién lineal es pequeno Esto es de esperarse al observar las rectas de
regresion de minimos cuadrados obtenidos en el Problema 8.42.

8.42. Escribir las rectas de regresion de minimos cuadrados de (a) Y sobre X, (b) X sobre Y para el

Problema 8.40.
_y -x
(2¢) La recta de regresion de Y sobre X es U = p(x > 6
oy \ ox
o L BEr, e . 1 _ -1/162/ _ 6
st e LRGSR e T 13/162<" 9>
(b) La recta de regresion de X sobre Y es e = p<y E Y)
ox oy
ooy ) 5 _ —1/162/ _ 11
S = ey LU R 23/324<y 18>

TEORJIA MUESTRAL DE LA REGRESION N

8.43. En el Problema 8.11 se hallé que la ecuacion de regresion de y sobre xeray = 35.82 + 0.476x.
Ensayar la hipotesis al nivel de significacion del 0.05 de que el coeficiente de regresion de la
ecuacion de regresion poblacional es tan bajo como 0.180.

_ B—b —— _ 0476— 0180 f>—s _
t = o VT2 T Tizmme6 R S

ya que 8, . = 1.28 (calculada en el Problema 8.22)y s, = \[:6_2 — %2 = 2.66 del Problema 8.11.

Con un ensayo unilateral de la distribucion de Student a un nivel 0.05 rechazariamos la hipétesis de que el
coeficiente es tan bajo como 0.180 si t > t¢;= 1.81 para 12 — 2 = 10 grados de libertad. Por tanto no po-
demos rechazar la hipétesis.

8.44. Hallar los limites de confianza del 95% para el coeficiente de regresion del Problema 8.43.

8
g =0+ ;(_v_:r) Los limites de confianza del 955 para f§ (obtenidus al colocar t = *{gq5 = *2.23

Vrn—2\ %
para 12 — 2 = 10 grados de libertad) vienea dados por
2.23 /38y 2.23/1.28
pow 2B (NE\ g pe o 228/128) 0.476 = 0.340
vVi2—2 8, ‘/10 2.66/

es decir, se esti en la confianza del 95% de que B se encuentra entre 0.136 y 0.816.

8.45. En el Problema 8.11, hallar ios limites de confianza del 95 para las estaturas de los hijos cu-
yos padres tienen unas estaturas de (¢) 65.0 v (b) 70.0 pulgadas.

Puesto que t 4;; = 2.23 para 12 — 2 = 10 grados de libertad, los \{inites de conilanza del 95% para ¥, son

. 2.23 f-” e B
o=\ AR T e
! W =% il \l 8%

donde y, = 35.82 + 0.476 x, (Problema 8.11). 5, ;= 1.28, 5,= 2.66 (Problema 8.43),yn = 12
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(@) Sixo = 65.0,y, = 66.76 pulgadas. También, (x, — £)2 = (65 — 800/12)> = 2.78. Entonces los limites
de confianza del 95% son

66.76 * 3—2_3(1.28) \/ 12 4+ 1 + = 66.76 = 3.80 pulgadas

10 :
es decir, se puede estar en la confianza del 95% de que las estaturas de los hijos estdn entre 63.0 y 70.6

pulgadas
(b) Sixg = 70.0, yo = 69.14 pulgadas. También (xo — £)2 = (70.0 — 800/12)2 =11.11. Entonces los limi-

tes de confianza del 95% son 69.14 * 5.09 pulgadas, es decir, se puede estar en la confianza del 95% de
que las estaturas de los hijos estin entre 64.1 y 74.2 pulgadas.

Nétese que para grandes valores de n, los limites de confianza del 95% estin dados aproximadamente
por yo *1.96 8, 6y, * 2s, . con tal que xo —2 no sea demasiado grande. Esto concuerda con los resul-
tados aproximados mencionados en la pigina 262. Los métodos de este problema son vilidos indepen-
diente del tamafio de n 6 xo — %, es decir, los métodos muestrales son exactos para una poblacién nor-
mal.

En el problema 8.11, hallar los limites de confianza del 95% para las estaturas medias de los
hijos cuyas estaturas de los padres son (a) 65.0 y (b) 70.0 pulgadas.

Ya que ¢ g75 = 2.23 para 10 grados de libertad, los limites de confianza del 95% para §; son

L 228 14 o)
vio 5

donde y, = 35.82 + 0.476 x, (Problema 8.11), 8y z— 2.66 (Problema 8.43).

Yo

(¢) Si xq = 65.0, hallamos [comparar con el Problema 8.45(a)] los limites de confianza del 95%; 66.76 *
1.07 pulgadas, es decir, se puede tener confianza de 95% que la estatura media de todos los hijos cuyas
estaturas de los padres son 65.0 pulgadas se encontrardn entre 65.7 y 67.8 pulgadas.

(b) Sixg = 70.0, hallamos [comparar con el Problema 8.45(b)] los limites de confianza del 95%; 69.14 *
1.45 pulgadas, esdecir,se puede estar en la confianza del 95% de que la estatura media de todos los hi
jos cuyas estaturas de los padres son 70.0 pulgadas se encontrarin entre 67.7 y 70.6 pulgadas.

TEORIA MUESTRAL DE LA CORRELACION

8.417.

8.48.

Un coeficiente de correlacion basado en una muestra de tamafio 18 result6 ser 0.32. ;Puede
concluirse a un nivel de significacion del (a) 0.05 y (b) 0.01 que el coeficiente de correlacién
poblacional es apreciablemente mayor que cero?

Deseamos decidir entre las hipétesis (Ho: p = 0) y (Hy : p > 0).
‘ rVn—2 0.32V/18 — 2
Vi-rz  i—(032p

(a) Sobre la base de un ensayo unilateral de la distribucion de Student a un nivel 0.05, rechazariamos Hy, si
t>tg; =1.75 para 18 — 2 = 16 grados de libertad. Por tanto no podemos rechazar Hj al nivel 0.05.

it =

(b) Puesto que no podemos rechazar H, al nivel 0.05, ciertamente no podemos rechazarla al nivel 0.0?

¢Cudl es el tamafno minimo de una muestra para que podamos concluir que un coeficiente de
correlacion de 0.32 sea considerablemente mayor que cero al nivel 0.05?

A un nivel 0.05 utilizando un ensayo unilateral de la distribucién de Student, el valor minimo de n debe ser

tal que
0.32yn — 2
V1—(0.32)2

= tg5 paran — 2 grados de libertad
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8.49.

8.50.

8.51.

Para un nimero infinito de grados de libertad, ¢t g5 = 1.64 y por tanto n = 25.6.
Para n = 26, » = 24, tgs = 1.71, t = 0.32V/24/v/1 — (0.32)2 = 1.65.
Para n = 27, » = 26, tgs = 1.71, ¢t = 0.32V/25/y/1 — (0.32) = 1.69.
Para n = 28, » = 26, tgs = 171, t = 0.32V/26/v/1 — (0.32) = 1.72.

Entonces el tamano minimo de la muestra es n = 28.

Un coeficiente de correlacion basado en una muestra de tamano 24 se calculo era r = 0.75.
(Podemos rechazar la hipotesis de que el coeficiente de correlacion poblacional sea tan pe-
queiio como (a) p = 0.60, (b) p = 0.50, a un nivel de significacion del 0.05?

a 1+0.76\ _ _ 1+0.60\
(a) Z = 1.1513 log <—1 = 0.75) = 0.9730, nz = 1.1513 log (——1 = 0.60> = 0.6932,
1 1
o = = — = 02182
: Vyn—38 V21
La variable tipificada es
Z— g 0.9730 — 0.6932
s mpeant oy 0.2182 = i8S

A un nivel de significacién del 0.05 utilizando un ensayo unilateral de la distribucién normal rechazaria-
mos la hipétesis solamente si z fuera mayor a 1,64, Por tanto no podemos rechazar la hipétesis de que el
coeficiente de correlacion sea tan pequenio como 0.60.

(b) Sip=0.50, uz = 1.1513 log 3 = 0.5493 y z = (0.9730 — 0.5493)/0.2182 = 1.94. Por tanto podemos
rechazar la hipétesis de que el coeficiente de correlacién poblacional sea tan pequefio como p = 0.50 a
un nivel de significacién del 0.05.

El coeficiente de correlacion entre las calificaciones finales de fisica y matematicas para un
grupo de 21 estudiantes se calculo era 0.80. Hallar los limites de confianza del 95% para este
coeficiente.

Puesto que r = 0.80 y n = 21, los limites de confianza del 95% para uz vienen dados por

Z * 1960, = 11613 1og<ﬂ> * 1.96< L > = 1.0986 = 0.4620

1—r Vn—3

Entonces pz tiene el intervalo de confianza del 95%; 0.5366 a 1.5606.

Si uy = 11513 log< i + p> = 05366, p = 0.4904.
Si uy = 11513 log(i + p> = 1.5606, p = 0.9155.

Por tanto los limites de confianza del 95% para p son 0.49 y 0.92.

Dos coeficientes de correlacion obtenidos de muestras de tamafios n, = 28 y n, = 35 se cal-
cularon como r; = 0.50 y r; = 0.30 respectivamente. ;Hay una diferencia considerable entre
los dos coeficientes a un nivel de 0.05?

1+ 1 1+ To
Z, = 1.1513 log = 05493, Z, = 1.1513 log = 0.3095
s 1= Ty 1= To
= 1 1 =
y -z = \m—3tw =3 - 02669

Deseamos decidir entre las hipotesis (Ho: pz, = #z) ¥ (Hy: pg # Bz,)-



292

CURVA DE AJUSTE, REGRESION Y CORRELACION [caP. 8
Bajo la hipotesis Hy,
Zy = Zy — (pz,— bz,) 0.5493 — 0.3095 — 0
b = = = (.8985
95—z, 0.2669

Utilizando un ensayo bilateral de la distribucién normal, rechazariamos H, solamente si z > 1.96 6 z < —
1.96. Por tanto no podemos rechazar Hy, y concluimos que los resultados no son considerablemente diferen-
tes al nivel de 0.05.

PROBLEMAS DIVERSOS

8.52. Demostrar la formula (25), pagina 262.

8.53.

Para la recta de minimos cuadrados tenemos, de los Problemas 8.20 y 8.21,

2 = 2w—9)? QE@—2y—4)
vE n n
Pero por definicion,
Sw=9? _ SE-2w—i) _
n =y n 7y
¥, por (6) en la pagina 260,
p = 2&-DW—9 _ Sm
S(x— 2)2 82
82, "8y \2
Por tanto 82, = g2 ——=X = 1 - (=2 = s1—1%)
y v a2 v = i
x =Y

Una formula andloga es vilida para la poblacion (véase Problema 8.54).

Demostrar que E[(Y — ¥)?| = E’[(Y— Yest)’] + E[(Yes: — Y)?] para el caso de (a) una recta de
minimos cuadrados, (b) una parabola de minimos cuadrados.

Tenemos Y-F = (Y—Ye) + (Yeur — Y)
Entonces (Y=7)2 = (Y —Ye)2 + (Yoo — V)2 + 2(Y = Y )(Yose — V)
y asi E[(Y - ?)2] S E[(Y = Yest)zl + E[(Yest [} Y)zl + 2E[(Y — Yot (Yest — }-’)]

El resultado pedido se deduce si podemos demostrar que el idltimo término es cero.

(a) Para regresion lineal, Y,y = « + 8X. Entonces
E((Y = Yes)(Yeu = )] = E((Y —a—BX)(a+pX —¥)]
= (@a—Y)E(Y —a— 8X) + BE(XY — aX — BX2)
=0
porque las ecuaciones normales
E(Y—a—8X) = 0, EXY—-aX—-8X?) = 0

(comparar con el Problema 8.3).

(b) Para regresion parabélica, Y, = a + BX + yX2. Entonces
E[(Y = Ye) (Yo = V)] = E((Y —a— X —yX})(a+ pX +yX2— 7))
(a—Y)E(Y —a— BX — vX?) + BE[X(Y — o — BX — vX?)]
+ YE[X%(Y — a— BX — vX?2)]

I



CAP. 8]

debido a las ecuaciones normales

EY—a—BX—vX2 = 0,

Comparar las ecuaciones (19), pagina‘261.

E[X(Y —a—BX —vX2)] = 0,

CURVA DE AJUSTE, REGRESION Y CORRELACION

El resultado puede ampliarse a curvas de orden superior de minimos cuadrados.

. Demostrar que o2 , = 02(1 — p%) para regresion de minimos cuadrados.

293

E[X(Y —a—BX —vX?)] = 0

Por definicién del coeficiente de correlacién generalizado p, junto con el Problema 8.53, tenemos para el caso

lineal o parabédlico

[

v el resultado se deduce inmediatamente.

E[(Yest ST ?)2]
E[(Y - Y)Y

E[(Y —Y)?)

B(Y-Y)) _ _ ©

También para érdenes superiores la relacién sigue la curva de los minimos cuadrados.

. Demostrar que para el caso de regresion lineal el coeficiente de correlacion definido por (45)

se reduce al definido por (40).

El cuadrado del coeficiente de correlacion, es decir, el coeficiente de determinacién, dado por (45) en el caso

de regresion lineal viene dado por

(1) p?
Pero dado que ¥ = o + gX,
(2 E[(a+pX —Y)

Entonces (1) se convierte en

&)

E[(Yul_ = }")zl

Ei(u + X — 1-’)3]

E((x— 77 %

= E[pAX—-X)t = BE[(X— X2

0

Yery L v
= —90 = —

4 %X o2

x
2
Ixy _ %xy

6 p =

2 g2
0an UXUY

que era lo que se pedia demostrar. (El signo correcto para p se incluye en Oxy).

Referirse a la Tabla 8.21. (a¢) Hallar una parabola de regresion de minimos cuadrados que se
ajuste a los datos. (b) Calcular los valores de regresion (cominmente llamados valores de ten-
dencia) para los afios dados y compararlos con los valores reales. (c) Estimar la poblacion en
1945. (d) Estimar la poblacion en 1960 y compararla con el valor real, 179.3. (e) Estimar la
poblacion en 1840 y compararla con el valor real, 17.1.

Tabla 8-21

Ao 1850 1860 1870 1880 1890

1900 1910 1920 1930 1940 1950

Poblacién en EE.
UU. (millones)

23.2 314

50.2 629 76.0

92.0 105.7 122.8 131.7 151.1

Fuente: Bureau of the Census

(a) Dendtese por las variables x, y el afio y la poblacién durante ese ano respectivamente. La ecuacion de la
paribola de minimos cuadrados que se ajusta a los datos es

(1)

¥y = a+ bx + cx?

donde g, b, ¢ se hallan de las ecuaciones normales
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2y = an+ b3z + cZax2
@) 2xy = a3z + b3x2 + c3ad
Sx2y = a3x22+ b33 + ¢3!

Conviene localizar el origen de modo que el afo central, 1900, corresponda con x = 0, y los afios 1910,
1920, 1930, 1940, 1950 y 1890, 1880, 1870, 1860, 1850 correspondancon 1, 2,3,4,5y—1,—2,—3,
—4, —b respectivamente. Con esta seleccion Sz y 223 son cero y las ecuaciones (2) se simplifican.

El trabajo a realizarse para el cilculo puede ordenarse como en la Tabla 8-22. Las ecuaciones normales
(2) se convierten en

1le + 110c = B886.8
(€3] 110b = 1429.8
110e + 1958¢ = 9209.0

De la segunda ecuacién en (3), b = 13.00; de la primera y tercera ecuaciones, @ = 76.64, ¢ = 0.3974.
Entonces la ecuacién pedida es

(4) ¥y = 76.64 + 13.00 z + 0.3974 22

donde el origen, x = 0, es 10. de julio de 1900 y la unidad de x es diez afios.

Tabla 8-22

Ano z Y x2 x3 x4 xy x2y
1850 -5 23.2 25 | —125 625 —116.0 580.0
1860 —4 31.4 16 —64 256 —125.6 502.4
1870 -3 39.8 9 —27 81 —119.4 358.2
1880 —2 50.2 4 —8 16 —100.4 200.8
1890 -1 62.9 1 -1 1 —62.9 62.9

1900 0 76.0 0 0 0 0 0
1910 1 92.0 1 92.0 92.0
1920 2 105.7 4 8 16 211.4 422.8
1930 3 122.8 g 27 81 368.4 1105.2
1940 4 131.7 16 64 256 526.8 2107.2
1950 5 151.1 25 126 625 755.5 37717.6
Sx=0 3y = Sx2 = Sx3=0 Szt = Sxy = Sx2y =
886.8 | 110 | 1958 1429.8 9209.0

(b) Los valores de tendencia, obtenidos al sustituir x = —5, —4, —3, —2,—1, 0, 1, 2,3,4,5en (4) se mues-

(c)
(@)

tran en la Tabla 8-23 junto con los valores reales. Se observa que el ajuste es bueno.

Tabla 8-23

x=—"b|lr=—4|lz=—8|z=—2|z2=—-1|2=0|z=1|2=2|z2=3|z=4|z2z=5

g 1850 | 1860 | 1870 | 1880 | 1890 | 1900 | 1910 | 1920 | 1930 | 1940 | 1950

Valor de tendencia| 21.6 31.0 41.2 52.2 64.0 | 76.6 | 90.0 |104.2 |119.2 |135.0 |151.6

Valor real 23.2 31.4 39.8 50.2 62.9 | 76.0 192.0 1056.7 |122.8 {131.7 |151.1

1945 corresponde a x = 4.5, para lo cual y = 76.64 + 13.00(4.5) + 0.3974(4.5)2 = 143.2.

1960 corresponde a x = 6, para lo cual y = 76.64 + 13.00(6) + 0.3974(6)2 = 168.9. Esto no se ajusta mucho
al valor real, 179.3. X
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(e) 1840 corresponde a x = —6, para lo cual y = 76.64 + 13.00(—6) + 0.3974(—6)2 = 12.9. Esto no se ajusta
mucho al valor real 17.1.

Este ejemplo ilustra el hecho de que si se encuentra una relacién satisfactoria para un intervalo de valores
no implica necesariamente que lo sea para una prolongacién del intervalo de valores.

8.57. Los precios promedios de acciones y obligaciones anotadas en el New York Stock Exchange
durante los afios 1950—1959 se dan en la Tabla 8-24. (a) Hallar el coeficiente de correlacion,
(b) interpretar los resultados.

Tabla 8-24

Afio 1950 | 1951 | 1952 | 1953 | 19564 | 1955 i 1956 | 1957 | 1958 | 1959

Precio promedio de

: L 35.22 | 39.87 | 41.85 | 43.23 | 40.06 | 53.29 | 54.14 | 49.12 | 40.71 | 55.16
acciones (dolares)

Precio promedio de |
obligaciones (dblares) 102.43 | 100.93 | 97.43 | 97.81 | 98.32 | 100.07 | 97.08 | 91.59 | 94.85 | 94.65

Fuente: New York Stock Exchange

(a) Denotando por x, y los precios promedio de acciones y obligaciones, el cilculo del coeficiente de correla-
cién puede organizarse como en la Tabla 8-25. Nétese que el aio se utiliza solamente para especificar los
valores correspondientes de x, y.

Tabla 8-25
= y’ = ) 1oy 12
x Y x— y—y ¥ N 4
35.22 102.43 —10.04 4.91 100.80 —49.30 24.11
39.87 100.93 —5.39 3.41 29.05 —18.38 11.63
41.85 97.43 —3.41 —0.09 11.63 0.31 0.01
43.23 97.81 —2.03 0.29 4.12 —0.59 0.08
40.06 98.32 —5.20 0.80 27.04 —4.16 0.64
53.29 100.07 8.03 2.56 64.48 20.48 6.50
54.14 97.08 8.88 —0.44 78.85 —3.91 0.19
49.12 91.69 3.86 —5.93 14.90 —22.89 35.16
40.71 94.85 —4.55 —2.67 20.70 12.15 7.13
55.15 94.65 9.89 —2.87 97.81 —28.38 8.24
3z = 2y = 32’2 = Sx'y = Sy =
452.64 975.16 449.38 —94.67 93.69
T = g =
45.26 97.52 I
Entonces por la formula producto-momento,
r o= 22y g =il = —0.4614

VIZx2)(Zy'?) V(449.38)(93.69)

(b) Se deduce que hay cierta correlacion negativa entre los precios de acciones y obligaciones (es decir, una
tendencia a disminuir los precios de las acciones cuando aumentan los de las obligaciones y viceversa),
aunque esta relacion no es muy marcada.

Otro método.

La Tabla 8-26 muestra las graduaciones de los precios promedios de acciones y obligationes para los anos
1950—1959 en orden de precios ascendentes. También se indican las diferencias en graduaciones d y =d2.
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Tabla 8-26
Ano 1950 | 1951 | 1952 | 1953 | 1954 | 1955 | 1956 | 1957 | 1958 | 1959
Precios de acciones
en orden de grad. 1 2 5 6 3 8 9 7 4 10
Precios de obligaciones 10 9 5 6 7 8 4 1 3 9
en orden de grad. ]
Diferencia de
radiacidnd —9 —7 0 0 | —4 0 5 6 1 8
dz 81 | 49 . 0 | o | 6] 0 |25 |3 | 1| e |2TF
] 272
[T 62d? L 6(272) L
Entonces Feprsl = L= m = 1 - m = 0.6485

Esto se compara favorablemente con el resultado del primer método.

8.58. La Tabla 8.27 muestra las distribuciones de frecuencia de las calificaciones finales de 100 es-
tudiantes en matematicas y fisica. Refiriéndose a esta tabla determinar (@) el nimero de estu-
diantes que obtuvieron calificaciones 70—79 en matematicas y 80—89 en fisica, (b) el porcenta-
je de estudiantes con calificaciones de matematicas inferiores a 70, (¢) el nimero de estudian-
tes que obtuvieron una calificacion de 70 o mas en fisica y menos de 80 en matematicas, (d)
el porcentaje de estudiantes que aprobaron al menos una de las asignaturas suponiendo que
60 es la calificacion minima de aprobacion.

Tabla 8-27
CALIFICACIONES DE MATEMATICAS
< 40-49 50-59 | 60-69 | 70-79 80—89 90-99 | TOTALES
(&} |
Lo
2 90—99 ‘- 2 4 4 10
= = | o= .
! B| so—sse 1 4 6 5 16
- — ||
2| 70-79 5 10 8 1 24
sl i
E 6069 g 4 9 5 2 21
2| so0-ss 3 6 6 2 17
Lt e
g 40-49 3 5 4 12
TOTALES 7 15 | 2 23 20 10 100

(a) Bajando por la columna rotulada 70—79 (calificaciones de matemdticas) hasta la fila rotulada 80—89 (cali-
ficaciones de fisica). El resultado 4 da el nimero pedido de estudiantes.

(b) Numero total de estudiantes con calificaciones inferiores a 70
= (No. con calif. 40—49) + (No. con calif. 50 —59) + (No. con calif. 60—69)
=7+ 15 + 25 =47

Porcentaje de estudiantes con calificaciones menores a 70 = 47/100 = 47%.
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8.59.

8.60.

(¢) El nimero pedido de estudiantes es el total de las entradas en la Tabla 8-28, que representa parte de la
. Tabla 8-27.

Namero de estudiantes pedidos =1 + 5 + 2 <4 + 10 = 22.

Tabla 8-28 Tabla 8-29

CALIFICACIONES @ CALIFICACIONES,

@ DE MATEMATICAS Z DE MATEMATICAS
(]

3 6069 | 70-79 Q< 40-49 | 50-59
P ; o2 '
S| 9099 |L 8 2 E | 50-59 3
& 4| so-s9 e S| 4040 3 5
=R oa
< w| 70-79 5 10
oA

(d) Con referencia a la Tabla 8-29, que est4 sacada de la Tabla 8-27, se obsérva que el niimero de estudiantes
con calificaciones menores a 60 en matemadticas y fisica es 3 +3 + 6 + 5 = 17. Entonces el nimero de
estudiantes con calificaciones de 60 o mas en fisica o0 matemsticas o en ambas es 100 — 17 = 83, y el por-
centaje pedido es 83/100 = 83%.

La Tabla 8-27 algunas veces se llama tabla de frecuencias de doble variacién o distribucién de frecuencias de
doble variacién. Cada cuadrado de la tabla se llama casilla y corresponde a un par de clases o intervalo de cla-
se. El nimero indicado en la casilla se llama frecuencia de casilla. Por ejemplo, en la parte (a) el nimero 4 es
la frecuencia dela casilla correspondiente al par de intervalos de clase 70—79 en matematicas y 80—89 en fisi-
ca.

Los totales indicados en la iltima fila y en la dltima columna se llaman totales marginales o frecuenciag mar-
ginales. Corresponden respectivamente a las frecuencias de clase de las distribuciones de frecuencia de las ca-
lificaciones de matemadticas y fisica por separado.

Mostrar ¢cémo modificar la féormula del Problema 8.31 para el caso de datos agrupados como en
la Tabla 8-27,

wara datos agrupados, podemos considerar los diferentes valores de las variables x, y coincidiendo con las
marcas de clase, en tanto que f, y f,, son las correspondientes frecuencias de clase o frecuencias marginales indi-
cadas en la altima fila y columna de la tabla de frecuencias de doble variacién. Si se representa por f las dife-
rentes frecuencias de casilla correspondientes a los pares de marcas de clase (x, ¥), entonces podemos rempla-
zar la formula del Problema 8.31 por

n3fay — (2f;2)(2fyy)
VinZf2t —(3f20 [n2f,¥* — (3f,¥)7

(2) Yot

Si hacemos x = %+ ¢;u, y ¥ = ¥y + ¢,u,, donde c,, ¢, son las amplitudes de los intervalos de clase (supues-
tos constantes) y Xq, ¥o Son marcas de clase arbitrarias correspondientes a las variables, la férmula anterior se
convierte a

n3 fuyu, — (Efxuz)(zé_'ﬁ;)
VrZEf 3 — (31?2 f,u5 — (2fyu)

2 y o=

Este es el método clave utilizado en el Capitulo 5 como un método breve para calcular medias, desviaciones
tipicas y momentos superiores.

Hallar el coeficiente de correlacion lineal de las calificaciones de matematicas y fisica del Pro-
blema 8.58.

Utilizamos la férmula (2) del Problema 8.59. El trabajo puede ordenarse como en la Tabla 8-30, que se llama
tabla de correlacion.
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Tabla 8-30
Calificaciones de matemdticas, =
x | 44.5 | 545 | 64.56 | 745 | 845 | 94.5 Suma de
los niime-
fy fyuy fyud | ros esqui-
u. nados en
Vo Z | 0 1 2 3 YT
[
94.5 2 2 4 4 10 20 40 44
> & [ T
3|85 | 1 1 4 6 5 16 16 16 31
& O [ F [§
< |5 | o 5 ol & I 24 0 o | o
g | M & 5 9
Q
g 645 | —1 1 4| 9 5 2 | 21 —21 21 -3
=] [2] [4] [0 [=5| = .
=
8| 545 | -2 3 6 6 2 17 —-34 68 20
[ [ [
4456 | -3 3 5 4 , 12 —36 108 33
48l [s (0] |
; 3f.=3f,| 2f,u, ful | Zfugu,
fx 7 15| 25 | 23 RO~ g s = ad it ] 195
foug -14 |-15| o | 23| 40 | 30 zzf,;, /
i o
Ef uz . \‘:".b
fou2 28 15 0 23 | 80 | 90 e qeﬁ\i
Suma de los 2] /
nameros = Uz Uy
esquinados en e | ol ¢ 1 2 39 =125
cada columna !

El nimero en la esquina de cada casilla representa el producto fu,u,, donde f es la frecuencia de casilla. La su-
ma de esos nimeros esquinados en cada fila se indica en la fila correspondiente en la Gltima columna. La su-
ma de esos nimeros esquinados en cada columna se indica en la columna correspondiente en la Gltima fila.
Los totales finales de la iiltima fila y columna son iguales y representan S fu .

De la Tabla 8-30 tenemos
nzfuzuy - (Ef:uz)(ifyuy)
VinZf,u? = (3f,u)?)[n3f,uf ~ (3f,%,)7)

(100)(125) — (64)(—55) _ 16,020 = 0.7686

V[(100)(236) — (64)?][(100)(263) — (—55)2] V/(19,604)(22,275)

e —

1]

Utilizar la tabla de correlacion del Problema 8.60 para calcular (a) 8., (b) 8,,(c) s, y verifi-
car la formula

If ul 3 2 2
(@) 8 = c,\j&—< f’u‘> = 104288 _ (fi> = 13.966

n n

2fouy [ 2fyu\? 253  /—55\2
cu\/—n S el W‘<1oo [ 1085

© Sz = c:vu[zf::uv‘ <2f;u’><2f;uv>] - (10)(10)[1—53— <%><;—3§)] = 160.20

() o
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8.62.

8.63.

Por tanto las desviaciones tipicas de las calificaciones de matemadticas y fisica son 14.0 y 14.9 respectivamen-
te, en tanto que su covarianza es 160.2. Tenemos

8y _ 160.20 i
8,8,  (13.966)(14.925) DAAGES

que concuerda con r hallado en el Problema 8.60.

Escribir las ecuaciones de las rectas de regresion de (a) y sobre x, (b) x sobre y para los datos
del Problema 8.60.

De la Tabla 8-30 tenemos,

2f.u

2 = zo+ e, f;’ = 64.5+%ﬂ = 709
Sf,u —5b)

V= vt cu% = 74.5+———(1°)1(0055) = 69.0

De los resultados del Problema 8.61 s, = 13.966, s, = 14.926 y r = 0.7686.

Entonces utilizamos (16), pigina 261, para obtener las ecuaciones de las rectas de regresion

ey ", _ (0.7686)(14.925)
(a) ¥y—9 = - (x — &), ¥y —69.0 = 13966 (x — 70.9),
e} y — 69.0 = 0.821(x — 70.9)
S Ta L || 3 _ (0.7686)(13.966) ,
(%) r—2 = 3, y—9), =«—700 = =00 (y—69.0),
é x— 709 = 0.719(y — 69.0)

Calcular los errores tipicos de la estima (a) 8, ,, (b) 5., para los datos del Problema 8.60.
Utilizar los resultados del Problema 8.61.

= 14.925\/1 — (0.7686)2 = 9.548
13.9661/1 — (0.7686)2 = 8.934

|
-]
[
|
3
1)
|

(@) 8z =

) 8., =8, Vi—1r?

Problemas suplementarios

RECTA DE MINIMOS CUADRADOS

8.64.

8.65

8.66.

Tabla 8-31
Ajustar una recta de minimos cuadrados a los datos de la Tabla 8-31 <13 5 6 8 9 11
utilizando a (a) x como la variable independiente, (b) x como la varia-
ble dependiente. Representar grificamente los datos y las rectas de vl2 3 ¢4 6 5 8
minimos cuadrados utilizando el mismo conjunto de ejes coordena-
dos.

Para los datos del Problema 8 .64, hallar (a) los valores de y cuando x =6, x =12. (b) el valor de x paray = 7.

(a) Utilizar el método a mano alzada para obtener la ecuacion para una recta de ajuste de los datos del Pro-
blema 8.64. (b) Solucionar el Problema 8.65 utilizando el resultado de la parte (a).
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8.67. La Tabla 8-32 muestra las calificaciones finales en dlgebra y fisica obtenidas por diez estudiantes selecciona-
dos aleatoriamente de un gran grupo de estudiantes. (a) Representar graficamente los datos. (b) Hallar la rec-
ta de minimos cuadrados que se ajuste.a los datos, utilizando a x como la variable independiente. (c) Hallar
la recta de minimos cuadrados que se ajuste a los datos, utilizando a y como la variable independiente. (d) Si
un estudiante obtiene una calificacion de 75 en dlgebra, ;cuil es su puntuacién esperada en fisica? (e) Si un
estudiante obtiene una puntuacién de 95 en fisica, ;cuil es su puntuacién esperada en dlgebra?

Tabla 8-32
Algebra () | 76 80 93 65 87 71 98 68 84 77
Fisica (y) 82 178 8 72 91 80 95 72 8 74

8.68. Con referencia a la Tabla 8-33. (a) Construir un diagrama de dispersién. (b) Hallar la recta de regresién de mi-
nimos cuadrados de y sobre x. (¢) Hallar la recta de regresién de minimos cuadrados de x sobre y. (d) Repre-
sentar graficamente las dos rectas de regresion de (b) y (¢) sobre el diagrama de dispersién de (a)-

Tabla 8-33
Calificacion en el primer examen 6 5 8 8 7 6 10 4 9 7/
Calificacién en el segundo examen 8 1 7 10 5 8 10 6 8 6

CURVAS DE REGRESION DE MINIMOS CUADRADOS Tabla 8-34

8:69. Ajustar una paribola de minimos cuadrados,y =a + bx 28" 0 1 2 3 4 5 6
+ &x2a los datos de la Tabla 8-34. - i

y |24 21 32 56 93 14.6 21.9

8.70. La Tabla 8-35 da las distancias de parada d (pies) de un automévil que viaja a una velocidad v (millas por ho-
ras) en el instante que se observa el peligro. (a) Representar graficamente d, v. (b) Ajustar una parabola de
minimos cuadrados de la forma d =a + bv + cv? a los datos. (c) Estimar d cuando v = 45 mi/h y 80 mi/h.

Tabla 8-35
Velocidad, v (mi/h) 20 30 40 50 60 70
Distancia de parada d(p) | 54 90 138 206 292 396

8.71. El nimero y de bacterias por unidad de volumen presentes en un cultivo después de x horas viene dado en la
Tabla 8-36. (a) Representar los datos en papel semi-logaritmo, con la escala logaritmica para y, la escala arit-
mética para x. (b) Ajustar una curva de minimos cuadrados de la forma y = gb™ a los datos y explicar por qué
esta ecuacion especifica da buenos resultados. (¢) Comparar los valores de y obtenidos de esta ecuacién con
los valores reales. (d) Estimar el valor de y cuando x = 7.

Tabla 8-36
Nimeros de horas (x) 0 1 2 3 4 5 6
Niimero de bacterias por unidad de volumen (y) 32 47 65 92 132 190 275

8.72. En el Problema 8.71 mostrar c6mo una grifica en papel semilogaritmico puede utilizarse para obtener la
ecuacion pedida sin emplear el método de los minimos cuadrados.

8.73. Escribir las ecuaciones normales para la curva cibica de minimos cuadrados dada por y = @ + bx + cxz_ +

REGRESION MULTIPLE

8.74.

dx3.
Tabla 8-37

|38 |6 |6 |8 12|14

La Tabla 8-37 muestra los valores correspondientes de tres f
variables x, y, z. (a) Hallar la ecuacion de regresién lineal de ¥y | 16 | 10 7 4 3 2
minimos cuadrados de z sobre x, y. (b) Estimar z cuando - 3

x = TOLy —@, 2 |90 | 72 | 54 42!30 12
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8.75.

8.76.

8.71.

8.78.
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Demostrar que la ecuacion para regresion lineal de z sobre x, y puede escribirse como
z2—2 = alz— %) + by —9)

y obtener expresiones para los coeficientes de regresion de minimos cuadrados a, b.
Utilizar el resultado del Problema 8.75 para solucionar el Problema 8.74.

Obtener las ecuaciones normales para la regresién lineal de minimos cuadrados de w sobre x, y,z. ;Hay al-
guna interpretacion geométrica para esto? Explicar.

Una superficie de regresion de z sobre x, y tiene la forma
2 = A+ Bx+ Cy + Dx2 + Ezy + Fy?

Obtener las ecuaciones normales para los coeficientes de regresién de minimos cuadrados.

ERROR TIPICO DE LA ESTIMA Y COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL

8.79.

8.80.

8.81.

8.82.

8.83.

8.84.

8.85.

8.86.

8.87.

8.88.

8.89.

8.90.

Hallar (a) 8, ., (b) 8, y para los datos en el Problema 8.68.

Calcular (a) la variacién total en y, (b) la variacién no explicada en y, (¢) la variacién explicada en y para los
datos del Problema 8.68.

Utilizar los resultados del Problema 8.80 para hallar el coeficiente de correlacion entre los dos conjuntos de
calificaciones de los exdmenes del Problema 8.68.

(a) Hallar el coeficiente de correlacion entre los dos conjuntos de calificaciones de los eximenes del Problema
8.68 utilizando la férmula producto-momento y comparar con el resultado del Problema 8.81. (b) Obtener el
coeficiente de correlacién directamente de las pendientes de las rectas de regresion del Problema 8.68(d) y

(c).

Hallar la covarianza para los datos del Problema 8.68 (a) directamente, () utilizando la fé6rmula s,, = 7s:8,
y el resultado del Problema 8.81 u 8.82.

La Tabla 8.38 muestra las edades x y la presion sanguinea y de 12 mujeres. (a) Hallar el coeficiente de corre-
lacion entre x, y. (b) Determinar la recta de regresion de minimos cuadrados de y sobre x. (c) Estimar la pre-
sion sanguinea de una mujer de 45 anos.

Tabla 8-38

Edad (x) 56 42 72 36 63 47 55 49 38 42 68 60

Presién Sanguinea (y) | 147 125 160 118 149 128 150 145 115 140 152 1565

Hallar los coeficientes de correlacién para los datos del (a) Problema 8.64, (b) Problema 8.67.

=
It
)

>

El coeficiente de correlacién entre dos variables x, y es r = 0.60. Si s, = 1.50, s, = 2.00,% = 10,
hallar las ecuaciones de la recta de regresion de (a) ¥ sobre x, (b) x sobre y.

Calcular (a) sy «, (b) 8, , para los datos del Problema 8.86,
Sis,; =3 y s,=5, hallar r,

Si el coeficiente de correlacion entre x, y es 0.50, ;qué porcentaje de la varfacién total permanece no explica-
da por la ecuacion de regresién?

(a) Calcular el coeficiente de correlacion entre los valores correspon- Tabla 8-39

dientes de x, y dados en la Tabla 8-39. (b) Multiplicar todos los valo-

res de x por 2 y sumarles 6. Multiplicar todos los valores de y por 3 y 2|2 4 5 6 8 11
restarles 15. Hallar el coeficiente de correlacion entre los dos nuevos 1 =
conjuntos de valores, explicar por qué se obtiene o no el mismo resul- y |18 12 10 8 7 5
tado que en la parte (a).
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COEFICIENTE DE CORRELACION GENERALIZADO

8.91.

8.92,

8.93.

8.94.

Hallar el coeficiente de correlacion para las variables en el Problema 8.68 utilizando el resultado (35), pagina
264.

Hallar el error tipico de la estima de z sobre x, y para los datos del Problema 8.74.

(a) Calcular el coeficiente de correlacién multiple para los datos del Problema 8.74. (b) ;Qué porcentaje dela
variacion total es explicada por la superficie de regresion?

Demostrar el resultado (27), pigina 263, para el caso de una superficie de regresion lineal para z sobre x, y.

CORRELACION GRADUAL

8.95.

8.96.

8.97.

8.98.

Dos jueces en una competencia debian clasificar a 8 candidatos A, B, C, D, E, F, G, H de acuerdo con sus pre-
ferencias, los resultados se muesiran en la Tabla 8-40. Hallar el coeficiente de correlacién gradual y decidir so-
bre el acuerdo de los jueces en sus elecciones.

Tabla 8-40
Candidato A B C D E F G H
Primer Juez 51 2w 8 1 4 983 7

SegundoJuez | 4 65 7 3 2 & 1 &6

Hallar el coeficiente de correlacién gradual para los datos del (a) Problema 8.68 y (b) Problema 8.84.

(a) Hallar el coeficiente de correlacién gradual para los datos del Problema 8.90. (b) De sus observaciones en
(a), estudiar una posible desventaja del método de correlacién gradual.

Mostrar como se puede disenar un coeficiente de correlacién miltiple.

INTERPRETACION PROBABILISTICA DE LA REGRESION Y LA CORRELACION

8.99.

8.100.

8.101.

8.102.

8.103.

8.104.

8.105.

8.106.

La funcién de densidad conjunta de las variables aleatorias X, Y viene dada por

2z + 3y

0 de otra forma

0<z<l1l 0<y<2

Hallar la curva de regresion de (a) Y sobre X, (b) X sobre Y.
Hallar la recta de regresion de minimos cuadrados de (a) Y sobre X, (b) X sobre Y para el Problema 8.99.
Obtener el coeficiente de correlacién lineal para el Problema 8.99.

Hallar la curva de regresion de (a) Y sobre X, (b) X sobre Y para los datos del Problema 2.8, pégina 52.

Hallar la recta de regresién de minimos cuadrados de (a) Y sobre X, (b) X sobre Y para los datos del Pro-
blema 2.8, pdgina 52.

Hallar el coeficiente de correlacién lineal para las variables aleatorias del Problema 2.8, pagina 52.

Dar un ejemplo para demostrar c6mo hallaria (a) el error tipico de la estima, (b) las variaciones explicada y
no explicada, (c) el coeficiente de correlacién generalizado, en el easo de dos variables aleatorias X, Y con
funcion de densidad conjunta (o funcién de probabilidad conjunta) f(x, ).

¢Ocurren algunas simplificaciones en las curvas de regresién de Y sobre X 6 X sobre Y para el caso de varia-
bles aleatorias independientes? Explicar.
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TEORIA MUESTRAL DE LA REGRESION

8.107.

8.108.

8.109.

8.110.

8.111.

Sobre la base de una muestra de tamafio 27 se encontré que la ecuacién de regresion de y sobrex eray =
25.0 + 2.00 x. Si s, =1.50,s, = 3.00 y & = 7.50, hallar los limites de confianza del (a) 95%, (b) 99% pa-
ra el coeficiente de regresion.

En el Problema 8.107 ensayar la hipotesis de que el coeficiente de regresion poblacional es (a) tan bajo como
1.70, (b) tan alto como 2.20, a un nivel de significacion del 0.01.

En el Problema 8.107 hallar fos limites de confianza del (a) 95%,(b) 99% para y cuando x = 6.00.

En el Problema 8.107 hallar los limites de confianza del (a) 95%,(b) 99%para la media’de todos los valores de
y correspondientes a x = 6.00.

Con referencia al Problema 8.84, hallar los l1imites de confianza del 959 para (a) el coeficiente de regresion de
y sobre x, (b) la presién sanguinea de las mujeres de 45 afos, (c)la media de las presiofies sanguineas de las
mujeres de 45 anos.

TEORIA MUESTRAL DE LA CORRELACION

8.112.

8.113.

8.114.

8.115.

8.116.

8.117.

Un coeficiente de correlacién basado sobre una muestra de tamafo 27 se calculé como 0.40. ;Podemos con-
cluir a un nivel de significacién del (a) 0.05, (b) 0.01, que el correspondiente coeficiente de correlacién po-
blacional es considerablemente mayor que cero?

Un coeficiente de correlacién basado sobre una muestra de tamano 35 se calculé como 0.50. ;Podemos re-
chazar la hipétesis de que el coeficiente de correlacién poblacional es (a) tan pequefio como p = 0.30, (b)tan

grande como p = 0.70, utilizando un nivel de significacién del 0.05?

Hallar los limites de confianza del (a) 95%, (b) 99%para un coeficiente de correlacién que se calculé como
0.60 de una muestra de tamano 28.

Solucionar el Problema 8.114 si el tamano de la muestra es 52.
Hallar los limites de confianza del 95% para el coeficiente de correlacién calculado en el Problema 8.84.
Dos coeficientes de correlacién obtenidos de muestras de tamarios 23 y 28 se calcularon como 0.80 y 0.95

respectivamente. ;Podemos concluir a un nivel del (¢) 0.05, (b) 0.01, que hay una diferencia significativa en-
tre los dos coeficientes?

RESULTADOS DIVERSOS

8.118.

8.119.

8.120.

8.121.

8.122.

8.123.

Verificar los coeficientes (5), pigina 260, para la recta de minimos cuadrados.

Demostrar que para el caso de regresion lineal el valor minimo de E{[Y — (a + pX)|2} es
B = 05

Las rectas de regresion muestrales de minimos cuadrados para un conjunto de datos involucrando X, Y vie-
nen dadas por 2x — 5y = 3, 5z — 8y — 2. Hallar el coeficiente de correlacion lineal.

Demostrar que el dngulo entre dos rectas de regresién muestrales de minimos cuadrados viene dado por

tan—! [_.__(1 — 720823y

r(s% + s3)
Demostrar que el coeficiente de correlacion entre x, y puede expresarse como

Ty — xy

A=
\ix? = #2|y? — ¢
Demostrar que el coeficiente de correlacion es independiente de la eleccién del origen de las variables o de las
unidades en que se expresan. (Sugerencia: Suponga que x’ = %y + ¢;%, ¥’ = Yo+ czy, donde xg, ¥q, ¢;, ¢, SON
constantes arbitrarias, demuestre que el coeficiente de correlacién entre x', y’ es el mismo que el entre x\, ¥).
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8.124.

8.125.

8.126.

8.127.

8.128.

8.129.

8.130.

CURVA DE AJUSTE, REGRESION ¥ CORRELACION [CAP. 8

g

82 8
Demostrar que para regresién lineal L,: = ZY .Es el resultado vilido para regresion no lineal?
8 83

Hallar el coeficiente de correlacion entre las estaturas v pesos de 300 adultos dados en la tabla de frecuencias
siguiente.

Tabla 8-41
ESTATURAS x (pulgadas)
5962 ! 63-66 | 67-70 | 71-74 | 75-78
90109 2 ‘ 1| |
110-129 7 ‘ g i 2 o
2| 130149 5 | 15 | 2 | 7 1
% 150—169 2% 12 .' 63 | 1 | s
§ 170189 f- 7 N S T |
& | 100200 | T2 | 1w | w | 7
. 210—2; . | 1 __ 4 | 2 |

(a) Hallar la recta de regresion de minimos cuadrados de y sobre x para los datos del Problema 8.125. (b) Es-
timar los pesos de dos hombres cuyas estaturas son 64 y 72 pulgadas respectivamente.

Hallar (e) s, ., (b) 8 , para los datos del Problema 8.125.
Hallar los limites de confianza del 96% para el coeficiente de correlacion calculado en el Problema 8.125.

Hallar el coeficiente de correlacién entre los indices de precios al consumidor y los indices de precios al por
mayor para todos los articulos indicados en la Tabla 8-42. El periodo base es de 1947 — 1949 = 100.

Tabla 8-42
Ao 1949 1950 I 1951 1952 1953 | 1954 1955 1956 ‘ 1957 1958
1 1
Indice de | i ' | . !
precios al 101.8 | 102.8 111.0 113.5 114.4 114.8 i 114.5 l 116.2 120.2 123.5
consumidor I ‘ ‘
L i |
Indice de |
precios al 99.2 | 103.1 114.8 111.6 110.1 | 110.3 110.7 114.3 117.6 ! 119.2
por mayor | | | | l |

Fuente: Bureau of Labor Statistics

Con referencia a la Tabla 8-43. (a) Representar graficamente los datos. (b) Hallar la recta de minimos cuadra-
dos que se ajusta a los datos y construir su grifica. (¢) Calcular los valores de tendencia y compararlos con los
valores reales. (d) Predecir el indice de precio para la asistencia médica durante 1958 y compararlo con el va-
lor verdadero (144.4). (¢) ;En qué afo podemos esperar que el indice de costos médicos doble el del 1947-
1949, suponiendo que las tendencias presentes continGen?

Tabla 8-43
Aho 1950 1951 1952 1953 1954 1955 1956 1957
Indice de precios al
consumidor por asis- . ) p— i iy 3
tencia médica 106.0 111.1 117.2 121.3 125.2 128.0 1532.6 138.0
(1947 — 1949 = 100)

Fuente: Bureau of Labor Statistics
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8.131.

8.132.

8.133.

8.134.

8.135.

8.136.

Con referencia a la Tabla 8-44. (a) Representar grificamente los datos. (b) Hallar la pardbola de minimos cua-
drados que se ajuste a los datos. (¢) Calcular los valores de tendencia y compararlos con los valores reales. (d)
Explicar por qué la ecuacién en (b) no es iitil para propasitos de extrapolacidn.

Tabla 8-44

Ano 1915 1920 1925 1930 1935 1940 1945 1950 1955

Natalidad por cada

1000 habitantes 25.0 237 213 189 16.9 17.9 19.5 23.6  24.6

Fuente: Department of Health, Education and Welfare

Sean X, Y variables aleatorias con funcidn de densidad conjunta (o funcién de probabilidad) f(x, ¥). Demos-
trar que si g(x) = E(Y | X =x) entonces

E{[Y — o(X)]} = E{Y —g(X)}2} + E{[g(X) — $(X)]2}

donde ¢(x) es cualquier funcién de x para el cual estas esperanzas existen.

Estudiar la relacién, si la hay, del Problema 8.132 para variaciones explicadas y no explicadas.
Demostrar el Teorema 8-1, pagina 265. (Sugerencia: Utilizar el Problema 8.132).

En el Teorema 8-1, ;es g(x) Ginica? Explicar.

Demostrar el Teorema 8-2, pagina 265.



Capitulo 9

Anadlisis de varianza

PROPOSITO DEL ANALIJSIS DE VARIANZA

En el Capitulo 7 utilizamos la teoria de muestreo para ensayar la significacion de diferencias en-
tre dos medias muestrales. Supusimos que las dos poblaciones, de las cuales se extrajeron las mues-
tras, tenian la misma varianza. En muchas situaciones existe la necesidad de ensayar la significacion
de diferencias entre tres o mas medias muestrales, o lo que es equivalente a ensayar la hipotesis nula
de que las medias muestrales son iguales.

EJEMPLO 9.1. Supdngase que en un experimento agricola cuatro tratamientos quimicos diferentes del suelo produ-
cen rendimientos medios de trigo de 28, 22, 18 y 24 hl/ha respectivamente. ;Hay una diferencia apreciable en estas
medias o la dispersién observada simplemente se debe al azar?

Problemas como estos pueden resolverse utilizando una técnica impottante conocida como and-
lisis de varianza, desarrollada por Fisher. Utiliza la distribucion F considerada anteriormente en los
capitulos previos.

CLASIFICACION SIMPLE O EXPERIMENTOS DE UN FACTOR

En un experimento de un factor se obtienen medidas u observaciones para a grupos indepen-
dientes de muestras, donde el nimero de medidas en cada grupo es b. Hablamos de a tratamientos,
cada uno de los cuales tiene b repeticiones o réplicas. En el Ejemplo 9.1, a = 4.

Los resultados de un experimento de un factor pueden representarse en una tabla con a filas y b

columnas (Tabla 9-1). Aqui x; denota la medida en la fila j y la columna k&, dondej=1,2,...,a;
k=1,2,...,b.Porejemplo, x5 se refiere a la quinta medida para el tercer tratamiento.
Tabla 9-1
Tratamiento 1| #;; Z3a ... 2w | %y
Tratamiento 2 | xy Zoo area X1y Xo.
Tratamientoa | 43 %2 ... Zap | Zq

Denotaremos por &; la media de las medidas en la fila j. Tenemos
1 b
By = Sy g=1L%, 5.0 (1)
b &

El punto en #; se utiliza para indicar que el indice % se ha sumado. Los valores &;. se denominan
medias de grupo, medias de tratamiento o medias de fila. La gran media o media total es la media de
todas las medidas en todos los grupos y se denota por &, esto es

ol

. 1
D el PP I (2)

a
i=1 k=1

306
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VARIACION TOTAL. VARIACION DENTRO DE TRATAMIENTOS.
VARIACION ENTRE TRATAMIENTOS

Definimos la variacion total, denotada por v, como la suma de los cuadrados de las desviaciones
de cada medida de la gran media 7, es decir

Variacién total = v = > (¥ —a)? (3
ik
Al escribir la identidad
Tk — & = (xp— &) + (L. —T) (4)
y luego elevando al cuadrado y sumando sobre j y k podemos demostrar (véase Problema 9.1) que
2w — &P = X (xp—E) + 2 (F— ) ()
ik ik ik
> (we—2) = 3 (&) + bY@ - (6)
). 1 )

A la primera suma a la derecha de (5) o (6) las llamamos variacién dentro de tratamientos (puesto
que incluye los cuadrados de las desviaciones de x;, con respecto a las medias de tratamiento ;) y
la denotamos por v, . Por tanto

Ve = 2 (e — &) (7)

ik

La segunda suma a la derecha de (5) o (6) se llama la variacion entre tratamientos (ya que involucra
los cuadrados de las desviaciones de las diferentes medias de tratamiento &; de la gran media i)y
se denota por v,. Por tanto

i e (i 2 B N2 (8)

ik
Asi las ecuaciones (5) o (6) pueden escribirse como

v = v+ v (9)

METODOS CORTOS PARA OBTENER VARIACIONES

Para minimizar el trabajo en calcular las variaciones anteriores son convenientes las formas si-

guientes: 2
vo= Ek Th — 53 (10)

1 2
N = E 2 'rjz_ T ETB (11)
Vw = UV — Vs (12)

donde - es el total de todos los valores z; y =, es el total de todos los valores en el tratamiento J,
esto es
T = Ea‘;k T = 2 Xk (13)
ik k-

En la practica es conveniente restar algin valor fijo de todos los datos en la tabla; esto no tiene efec-
to en los resultados finales.

MODELO MATEMATICO LINEAL PARA ANALISIS DE VARIANZA

Podemos considerar que cada fila de la Tabla 9-1 representa una muestra aleatoria de tamano b
de la poblacion para ese tratamiento particular. Asi, para el tratamiento j tenemos las variables alea-
torias X, X;,, ..., X;, independientes y distribuidas idénticamente, las cuales toman los valores
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Xj1, Xj2, . . . , X5 respectivamente. Cada una de las X, (k =1, 2, ..., b) puede expresarse como la
suma de su valor esperado y un término de ‘‘error”:

X].k = “+ A (14)
Los Aj pueden tomarse como variables aleatorias independientes (relativas a j y k), distribuidas nor-

malmente con media cero y varianza o2, Esto equivale a suponer quelas X; (j=1,2,...,a; k=1,
2, ..., b) son variables normales, mutuamente independientes con medias p, y varianza comun o

Definamos la constante u por

1

@ 2h

Podemos interpretar a u como la media para una clase de gran poblacion que comprende todas las

poblaciones de tratamiento. Entonces (14) puede escribirse como (véase Problema 9.18).

X, =pte+a, donde o =0 (15)
i

ik

La constante a; puede considerarse como el efecto especial del tratamiento j.

La hipotesis nula de que todas las medias de tratamiento son iguales viene dada por (Ho: «,=0;
7=1,2,...,a)0 en forma equlvalente por (Ho: p,=p; 1=1,2,...,0). Si Ho es cierta, las poblacxo-
nes de tratamlento, que por suposicion son normales tienen una medla comun como también una va-
rianza coman. Por tanto solamente hay una poblacion de tratamiento y todos los tratamientos son
estadisticamente idénticos.

VALORES ESPERADOS DE LAS VARIACIONES

La variacion entre tratamientos V,, la variacion dentro de tratamientos V,, y la variacion total
V son variables aleatorias que respectivamente toman los valores v,, v, y v de acuerdo con las defi-
niciones (8), (7) y (3). Podemos demostrar que (véase Problema 9.19)

E(Vy = (a—1)e* + b 2 a? (16)
E(V.) = a(b—1)? (17)
E(V) = (ab—1e®+ b o (18)
De (17) se deduce que
[a{h— 1}] 3 e
de modo que S. = _° 0 (20)

es siempre la mejor estima (insesgada) de o2 independiente de si H, es cierta o no. De otra parte, de
(16) y (18) vemos que solo si H, es cierta tendremos

B2 ==  E(g=g)=- (1)

de modo que solamente en ese caso

Ve S e SV
a—1 §* = ab—1 (22)

A2
57 =
proveera estimas insesgadas de o%. Sin embargo, si H, no es cierta, entonces tenemos de (16)

ESy) = o+ b > o (23)

a—1
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DISTRIBUCIONES DE LAS VARIACIONES

Utilizando el Teorema 4-4, pagina 116, podemos demostrar los siguientes teoremas fundamenta-
les relativos a las distribuciones de las variaciones V,,, V, y V.

Teorema 9-1: V,/o* tiene la distribucion chi-cuadrado con a(b — 1) grados de libertad.

Teorema 9-2: Bajo la hipotesis nula Ho, V,,/¢* yV/e?tienen la distribuciéon chi-cuadrado con a — 1
y ab — 1 grados de libertad respectivamente.

Es importante recalcar que el Teorema 9-1 es vilido si se supone o no H,, en tanto que el Teorema
9-2 s6lo es valido si se supone H,.

ENSAYO F PARA LA HIPOTESIS NULA DE MEDIAS IGUALES

Si la hipotesis nula H, no es cierta, es decir, si las medias de tratamiento no son iguales, vemos
de (23) que S} puede ser mayor que o2 siendo el efecto mas pronunciado a medida que la discrepan-

cia entre medias aumenta. Por otra parte, de (19) y (20) cabe esperarse que §,§ sea igual a ¢2 inde-
pendientemente de si las medias son iguales o no. Se deduce que un buen estadistico para ensayar la

hipotesis H, viene dado por S’,,Z/ S’,%, Si este estadistico es considerablemente grande podemos con-
cluir que hay una diferencia significante entre las medias de tratamiento y asi rechazamos H,. De
otra forma podemos o aceptar H, o reservarnos el juicio dependiendo de anélisis posterior.

Para utilizar este estadistico debemos conocer su distribucion. Esto viene dado en el teorema si-
guiente, el cual es una consecuencia del Teorema 5-8, pagina 161.

Teorema 9-3: El estadistico F = §b2/ 32 tiene la distribuciéon F cona — 1 y a(b — 1) grados de liber-
tad.

El Teorema 9-3 nos permite ensayar la hipotesis nula a un nivel de significacién determinado
empleando un ensayo unilateral de la distribuciéon F.

TABLAS DE ANALISIS DE VARIANZA

Los calculos pedidos para el ensayo anterior se resumen en la Tabla 9-2, que se denomina tabla
de andlisis de varianza. En la practica calculariamos v y v, empleando el método largo, (3) y (8), o
el método corto, (10) y (11), y luego calcular v,, = v — v, . Debe advertirse que los grados de liber-
tad para la variacion total, esto es, ab — 1, es igual a la suma de los grados de libertad para las varia-
ciones entre tratamientos y las variaciones dentro de tratamientos.

Tabla 9-2
Variacién Grados de libertad L_I\::g;: c?ues F
: o
Entre tratamientos, s 82 = vy i &
T bz(fj__;g)z b a—1 s2
i
1 [ I | h con
Dentro de a—1,ab—1)
tratamientos, ab —1) as R | grados de
Ve = v—uy | a(b—1) | libertad
=" _|. - s -
Total, |
v = vy, + vy, | ab 1

E(xjk_-’f)z
ik
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MODIFICACIONES PARA NUMEROS DESIGUALES DE OBSERVACIONES

[caAP. 9

En el caso de que los tratamientos 1, . . . , a tengan numeros diferentes de observaciones iguales
an;,...,n, respectivamente, los resultados anteriores se modifican facilmente. Por tanto obtene-
mos

vo= D (ea—dP = Dt - (24)
ix ik, n
72 2
wo= (@ —F) = I = > E-L (25)
ik 7 7 Moom
Y = V= Uy (26)

donde Y denota la suma sobre k desde 1 hasta n; y luego sobre j desde 1 hasta a, n = 3, njes el
3

ik

nimero total de observaciones en todos los tratamientos, - es la suma de todas las observaciones, 7;

es la suma de todos los valores en el tratamiento j y E es la suma desde j = 1 hasta a.

3

La tabla de analisis de varianza para este caso viene dada en la Tabla 9-3.

Tabla 9-3
Variacién | Grados de Media de -
i libertad cuadrados
Entre tratamientos, vy an
: a—1 32 = 83
v, = Zny(E; —£)? b a—1 32
j i
p—— - con a-—1,
Dentro de tratamientos, S ¥ n —a grados
| m—a 82 = de libertad
YV = U Y3 | n—a
!
Total,
U= U =
= 3 (xpi = )2
ik |

CLASIFICACION DOBLE O EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES

Las ideas de analisis de varianza para clasificacion simple o experimentos de un factor-pueden
generalizarse. [lustramos el procedimiento para clasificacion doble o experimentos de dos factores.

EJEMPLO 9-2. Supéngase que un experimento agricola consiste en examinar los rendimientos por acre de 4 varieda-
des diferentes de trigo, donde cada variedad se cultiva en 5 parcelas diferentes. Luego se necesita un total de (4)
(5) = 20 parcelas. Es conveniente en tal caso combinar las parcelas en bloques, por ejemplo 4 parcelas en un blogue,
con una variedad diferente de trigo cultivado en cada parcela dentro de un bloque. Por tanto se necesitarin 5 blo-
ques.

En este caso hay dos clasificaciones o factores, puesto que pueden existir diferencias en el rendimiento por acre
debido a (i) el tipo particular de trigo cultivado o (ii) el bloque particular utilizado (que puede tener diferente fertili-
dad del suelo, etc.).

Por analogia con el experimento agricola del Ejemplo 9.2 con frecuencia nos referimos a las dos
clasificaciones o factores en un experimento como tratamientos y bloques, pero logicamente podria-
mos simplemente referirnos a ellos como factor 1, factor 2, etc.
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NOTACION PARA EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES

Suponiendo que tenemos a tratamientos y b bloques, construimos la Tabla 9-4, donde se supone
que hay un valor experimental (por ejemplo, rendimiento por acre) correspondiente a cada trata-

Tabla 9-4
Bloques

1 2 b
b 1 11 Xy L1n £
s >
b = L1 X3 Za 22
o)
E
I
-~
I3l
p a Lay Lo ey Lab xa.

# z. T i

miento y bloque. Para el tratamiento j y el bloque k denotamos este valor por % . La media de los

valores en la fila j se denota por Z;, donde j = 1, ..., a, mientras que la media de los valores en la
columna k se denota por ¥, donde k = 1, ..., b. La gran media o media total se denota por . En
simbolos
| [ L e . 1
aepy, s E'J:jk, s o= ]: ijk, r = - 2 T jk (27)
b & i=1 ab =

VARIACIONES PARA EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES

Como en el caso de experimentos de un factor, podemos definir variaciones para experimentos
de dos factores. Definimos la variacion total, semejante a (3), como

= Ek (= B)? (28)
Al escribir la identidad :
Tp — X = (v — &, — L+ &)+ (2, — &) + (Zx— ) (29)
¥ luego elevando al cuadrado y sumando sobre j y k podemos demostrar que
v = Vet v+ v (30)
donde ve = Variacion debida al error o al azar = ’Zk (e — &, — T + x)\-’
v, = Variacion entre filas (tratamientos) = b i (5. — x)*
::1
v. = Variacion entre columnas (bloques) = « kz,l (Tx — &)

La variacion debida al error o al azar se conoce también como variacién residual,

Las siguientes son formulas cortas para computacion, analogas a (10), (11) y (12).

9 72
(A A= sz xjdk -+ EB (31)
sl ;
Vr = 5 ,'; TJ2 ab (3"’)
R N 72
Ve = P kgl'rﬁ For (83)
Ve = V — Ur — Ve (34)

donde 7; es el total de valores en la fila j, -, es el total de valores de la columna k y - es el total de
todos los valores.
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ANALISIS DE VARIANZA PARA EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES

Para el modelo matematico de los experimentos de dos factores supongamos que las variables
aleatorias X, cuyos valores son los x; pueden expresarse como

Xjk = pta+ 8 +4, (35)

Aqui u es la gran media poblacional, a; es la parte de X, debida a los dierentes tratamientos (algu-
nas veces denominados efectos de tratamientos), §; es la parte de X, debida a los diferentes blo-
ques (algunas veces denominados efectos de blogue) y Ay es la parte de X debida al azar o error.
Como antes podemos tomar los Ajcomo variables_aleatorias independientes normalmente distribui-
das con media cero y varianza o, de modo que las X, son también variables aleatorias independien-
tes normalmente distribuidas con varianza o2 . Bajo suposiciones apropiadas de las medias de X, te-
nemos

o =0 Th =0 (36)
de donde
€4 = L ZE(XL)
' ab & '

Correspondiendo a los resultados (16)—(18) podemos demostrar que

EV,) = (a—l)u’? + b 2 af (37)
E(V) = b—1)e* +a X B2 (38)
k
E(V:) = (a—1)b~-1) (39)
EV) = (@b-1)+bXa2+aXp; (40)
5 3
Hay dos hipotesis nulas que deseariamos ensayar:
H(": Todas las medias de tratamientos (filas) son iguales, es decir «; =0, 7=1,...,a
H{: Todas las medias de bloques (columnas) son iguales, es decir 3, =0, k=1,...,b

Vemos de (39) que, sin tener en cuenta a H{» 6 H(»,la mejor estima (insesgada) de 02 viene dada por

§2 = (E——l;,m es decir, E(S3) = o (41)

También, si la hipotesis H{"'/y H{? son ciertas, entonces

V,

4
a—1 Sl

b—1’ ab—1 (42)

A)
‘
, SI=

A
Sew=

seran estimas insesgadas de ¢2. Si H(" y H{*' no son ciertas, tenemos, de (37) y (38) respectivamente

. . b 3
A = ahar o =7 12 a; (43)

92

E(

ES) = o +3 - > (44)

Los teoremas siguientes son semejantes a los Teoremas 9-1 y 9-2.

Teorema 9-4: V./q! tiene la distribucién chi-cuadrado con (@ — 1) (b — 1) grados de libertad, sin te-
ner en cuenta a H{" or H{».
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Teorema 9-5: Bajo la hipotesis H§?, V./¢? tiene la distribucion chi-cuadrado con a — 1 grados de li-
bertad. Bajo la hipotesis H{®, V./s* tiene la distribucion chi-cuadrado con b — 1 gra-
dos de libertad. Bajo ambas hipotesis H{"’ y H{®, V/s*tiene la distribucion chi-cua-

drado con ab — 1 grados de libertad.

Para ensayar la hipotesis H{" es logico considerar el estadistico Sy8: ya que podemos ver
de (43) que S:? se espera difiera significativamente de ¢2? si las medias de fila (tratamientos) son sig-
nificativamente diferentes. Analogamente para ensayar la hipotesis H{? consideramos el estadistico
S2/S%. Las distribuciones de S3/S? y S2/S2 vienen dados en el teorema siguiente analogo al Teore-
ma 9-3.

Teorema 9-6: Bajo la hipotesis H(" el estadistico S ?/§3 tiene la distribucion Fcona—1y (a — 1)

A

(b — 1) grados de libertad. Bajo la hipotesis H{? el estadistico S2/83 tiene la distribu-
cion Fcon b —1y (a — 1) (b — 1) grados de libertad.

El teorema nos permite aceptar o rechazar H({" 6 H{¥ a niveles de significacion especificados. Por
conveniencia, como en el caso de factor uno, una tabla de analisis de varianza puede construirse co-
mo se muestra en la Tabla 9-5.

Tabla 9-5
Variacién :Irados de ! Media de cuadrados F
libertad
I
2y
Entre tratamientos, b e
a—1 Aee- Hrrai con u—1,
pare B (E) =) , LI K (@—1)(b—1)
3 [ | grados de libertad
§2/82
Entre bloques, | £ /
ba=d | g LN con b1,
ve = a S (2, — &) ! € =1 (@« —1)(b—1)
k

! grados de libertad

|
Residual o aleatoria, i vy

fa—1(b—1) | &} Vi
Ve = v — v, — v, | fe=1}E—=1)
Total.
v= v, 4 v+ v, el
= E (xj — %)2
=

EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES CON REPETICION

En la Tabla 9-4 solamente hay un valor correspondiente a un tratamiento dado y a un bloque
dadoe. Mas informacion considerando los factores puede a veces obtenerse repitiendo el experimen-
to, proceso conocido como repeticion. En tal caso habrd mas de un valor correspondiente a un trata-
miento dado y a un bloque dado. Supondrerios que hay ¢ valores para eada posicion; cambios apro-
piados pueden hacerse cuando los nimeros de repeticiones no son todos iguales.

Debido a la repeticiéon debe utilizarse un modelo apropiado para remplazar el dado por (35), pa-
gina 312. Para obtener esto denotemos por X, la variable aleatoria correspondiente a la fila o tra-
tamiento j, la columna o bloque % y a la repeticion . El modelo viene dado por

kal = u+ @, aF ﬁk AF Yk + .‘_\j“
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donde p, «;, B, se definen como antes, A son variables aleatorias independientes normalmente dis-
tribuidas con media cero y varianza o2, mientras que v; denota efectos de interaccion fila-columna
o tratamiento-bloque (a veces denommados interacciones). Correspondiente a (36) tenemos

2o, =0, X =0 By, =0, By, =0 (45)

Como antes, la variacion total v de todos los datos puede dividirse en variaciones debidas a las fi-
las v,, columnas v, , interaccidn v; y error residual o aleatorio v, :

v:vr+vc+vi+’ve (46)
donde vo= Y (T — T)? (47)
Lkt
Ve = bcz1 (&, — &) (48)
=
ve = ac Y, (Ti —x)° 49)
k=1
vi = ¢ (B — &~ Ex + E)? (50)
ik
Ve = 2 Xkt — ’UJk (51)
ikl

En estos resultados los puntos en los subindices tienen significados analogos a los dados anterior-
mente (pagina 306). Asi, por ejemplo,

. 1 1 -
Ti. = e D Tk = b ; Tk (52)

k,1

Utilizando el numero apropiado de grados de libertad para cada fuente de variacion, podemos esta-
blecer la tabla de analisis de varianza, Tabla 9-6.

Tabla 9-6
Grados de i : :
Variacion . | Media de cuadrados | F
libertad | !
£2/82
Entre tratamientos, A Vr s#3%
a—1 = con a—1, ab(c—1)
r grados de libertad
Entre bloques, A Ve seles
b—1 . s; = o — il con b—1, ablc—1)
g [ grados de libertad
| |
i Ag Ay
Interaccién, N v S5t
1 (a=1)b—-1) | 5% = =Do—1 | con (a—1)(b—1), ab(c—1)
; - grados de libertad
Residual o aleatorio, o Ve
” ablc — 1) 82 = _ab(c—l)
Total, |
| abe —1
’ |
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Las relaciones F en la Gltima columna de la Tabla 9-6 pueden utilizarse para ensayar las hipotesis
nulas

H{Y: Todas las medias de tratamiento (fila) son iguales, esto es «;, =
H»: Todas las medias de bloque (columna) son iguales, esto es 8, = 0

H§”: No hay interacciones entre tratamientos y bloques, esto es y, = 0

Desde un punto de vista practico debemos primero decidir si puede rechazarse o no H{® a un ni-
vel apropiado de significacion utilizando la relaciéon F de §3/52 de 1a Tabla 9-6. Dos casos posibles se
presentan.

Caso 1. H{” no puede rechazarse. En este caso podemos concluir que las interacciones no son muy
grandes. Luego podemos ensayar HS" y HS® utilizando las relaciones F de §2/82 y $3/82 res-
pectivamente como se muestra en la Tabla 9-6. Algunos estadisticos recomiendan combinar
las variaciones en este caso tomando el total v; + v, y dividiéndolo por el total correspon-
diente de los grados de libertad, (a — 1) (b — 1) + ab(c — 1), y utilizando este valor para
remplazar el denominador 52 en el ensayo F.

Caso II. H{® puede rechazarse. En este caso podemos concluir que las interacciones son considera-
blemente grandes. Las diferencias en los factores serian importantes solamente si fueran
grandes comparadas con tales interacciones. Por esta razon muchos estadisticos recomien-
dan que se ensayen H{" y H{» utilizando las relaciones F de §2/§2 y 32/32 en cambio de
esas dadas en la Tabla 9-6. Utilizaremos este procedimiento alterno.

El analisis de varianza con repeticion se efectiia mucho mas ficilmente al totalizar primero los
valores de repeticion que corresponden a tratamientos (filas) y bloques (columnas) particulares. Es-
to produce una tabla factor dos con valores singulares, que pueden analizarse como en la Tabla 9-5.
El procedimiento se ilustra en el Problema 9-13.

DISENO EXPERIMENTAL

Las técnicas de analisis de varianza discutidas anteriormente se emplean después de que se han
obtenido los resultados de un experimento. Sin embargo, para ganar tanta informacion como sea po-
sible, los detalles de un experimento deben planearse cuidadosamente con anterioridad. Esto se de-
nomina a veces como diserio del experimento. En lo que sigue damos algunos ejemplos importantes
de diseho de experimentos.

1. Completa aleatoriedad. Supdngase que tenemos un experimento agricola como en ¢l Ejemplo
9.1, pagina 306. Para disefiar tal experimento podriamos dividir el terreno en 4 X 4 = 16 parce-
las (indicadas en la Fig. 9-1 por cuadrados, aunque fisicamente cualquier forma puede utilizarse)
y asignar cada tratamiento, indicados por A, B, C, D, a cuatro bloques escogidos completamen-
te al azar. El proposito de la aleatoriedad es la de eliminar varias fuentes de error tal como ferti-
lidad del suelo, ete.

DIA|C|C 1 |C|B|A|D D\ B|C|A B,| Az | Ds | Cq
5/ DB |a I |A|B|D|C B|D| A|C 7; B, Cy | Dg
plc|e|p 1 |B|Cc|D|A clalp|B —D;HC;;BBA,
A|B|cC|A v |a| bl c|B A|c|B|D Cs | D, | As| Bs
Completa Bloques Cuadrado Cuadrado
aleatoriedad aleatorios latino greco-latino

Fig. 9-1 Fig. 9-2 Fig. 9-3 Fig. 9-4
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2. Bloques aleatorios: Cuando, como en el Ejemplo 9.2, es necesario tener un conjunto completo
de tratamientos para cada bloque los tratamientos A, B, C, D se introducen en orden aleatorio
dentro de cada bloque I, II, III, IV (véase Fig. 9-2) y por esta razon los bloques se conocen co-
mo blogues aleatorios. Este tipo de diseio se utiliza cuando se desea controlar una fuente de
error o variabilidad, principalmente la diferencia en bloques (filas en la Fig. 9-2).

3. Cuadrados latinos. Para algunos propositos es necesario controlar dos fuentes de error o variabi-
lidad al mismo tiempo, como la diferencia en filas y la diferencia en columnas. En el experimen-
to del Ejemplo 9.1, por ejemplo, errores en diferentes filas y columnas podrian ser causadas a
cambios en la fertilidad del suelo en diferentes partes del terreno. En tal caso es deseable que ca-
da tratamiento ocurra una vez en cada fila y una vez en cada columna, como en la Fig. 9-3.
El arreglo se llama cuadrado latino puesto que se utilizan letras latinas A, B, C, D.

4. Cuadrados greco-latinos. Si es necesario controlar tres fuentes de error o variabilidad se usa un
cuadrado greco-latino, como se indica en la Fig. 9-4. Tal cuadrado es esencialmente dos cuadra-
dos latinos superpuestos entre si, con letras latinas A, B, C, D utilizadas para un cuadrado mien-
tras que para el otro cuadrado se utilizan letras griegas «, 3, v, 8. El requisito adicional que debe
cumplirse es que cada letra latina debe utilizarse solamente una vez con cada letra griega. Cuan-
do se cumple esta propiedad el cuadrado se dice ortogonal.

Problemas resueltos

CLASIFICACION SIMPLE O EXPERIMENTOS DE UN FACTOR
9.1. Demostrar que

(=27 = 3 (ap— 5 + 2 (&, — )
k ik ik

]

F

Tenemos xj, — & = (xj, — ;) + (£; — £). Entonces elevando al cuadrado y sumando sobre j y k hallamos

M
=

k&P = E(xjk_i‘,')z = D, =)t =k E(xjk—ij)(i‘in)
jok 1Lk ik ik

Para demostrar el resultado pedido debemos mostrar que la altima suma es cero. Para hacer esto procedemos
asi

a b
'Ek(xjk_i'j)(fj —z) = 2 (Z, —f)[kgl (2 — & )]

il
Il =
&

|

S

I
P
£
I =
=
>
Sl

[l
*—4&.
=

I

=

12
yaque & = 5k2 s
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Verificar que (a) r = abZ, (b) r; = b, , (¢) > 7, = abd, utilizando la notacion en la pagina 307.

1 7
3

1
(a) v = Jzkxjk ab<;512kx”> = abz
_ _ 1 — bz
(5) no= Bap = by Ba) = 8%
(¢) Puesto que 7; = 3w tenemos
K

por la parte (a).

Verificar las formulas cortas (10)—(12), pagina 307.

Tenemos

¢ . 2 g -

E(xjk—x)l = E(xjk_zxxjk+x2)
ik ik
= 2%12, = 27 Ea:jk + abz?

ik ik
3 aj

A
b

= 2 xfk
ik

2 52
= 2%‘1; - r
ik ab

Il

— 2&(ab®) + abz?

— abx?

utilizando el Problema 9.2(a) en el tercero y iltimo renglones anteriores. Andlogamente

v, = %(@—:&)2 =

gbf—;(abf) + ab#?

— 2 —_—
2 e
b2 i=1 k=1 /)

o=

|
o=
e
=
|
%

utilizando el Problema 9.2(b) en el tercer renglén y el Problema 9.2(a) en el dltimo renglén.

Finalmente (12) se deduce del hecho de que v = v, + v, 6 v, = v — Uy,

La Tabla 9-7 muestra los rendimientos en hl/ha de una cierta va-
riedad de trigo cultivado en un tipo particular de suelo tratado
con quimicos A, B, o C. Hallar (a) el rendimiento medio para
los diferentes tratamientos, (b) la gran media para todos los tra-
tamientos, (¢) la variacion total, (d) la variacion entre trata-
mientos y (e) la variacién dentro de tratamientos. Utilizar el
método largo.

Tabla 9-7

48 49 50 49
e w0 s a0
Tao st 50 50
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9.5.

9.6.
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Para simplificar ]a aritmética podemos restar algiin nimero apropiado, por ejemplo
45, de todos los datos sin afectar los valores de las variaciones. Entonces obtenemos

los datos de 1a - Tabla 9-8.

(a)
por i

£, = ;B+4+5+4) =4, 5 =

Las medias de tratamiento (fila) para la Tabla 9-8 vienen dados respectivamente

[CAP. 9
Tabla 9-8
3 4 5 4
2 4 3 3
i @+4+3+3) = PR ERE

Zy = 2(@+6+5+5) =

Por tanto los rendimientos medios, obtenidos al sumar 45 a éstos, son 49, 48 y 50 hl/ha para A, B, C

respectivamente,

(b) s 1—12-(3+4+5+4+2+4+3+3+4+6+~5+5) =

Asi la gran media para el conjunto original de datos es 45 + 4 = 49 hl/ha.

= (B—4)2+ (4—4)2+ (5—4)2 + (4— 4)
F (2424 (4—4)2 + (B—4)2 + (3—4)

(e) Variacion total = v = 3 (x;, — &)2
ik
= 14
() Variacion entre tratamientos = v, =

F4=42+ (6—4)2+ (5—4)2 + (5—4)2

bEi — &)2

= 44 -2+ B4+ (5-4)Y =

Variacion dentro de tratamientos =

(é)

Otro método.

p = DX — &)
ik

(B—4)2 + (4~

+ (4—5)2

v, = v—uv, = 14—-—8 = 6

42 4 (5—4)2 + (4 — 4)2
+(2—32+ (4—3)2+

(3—3)2 + (3—-3)2
+ (6=5) + (5—5)2 + (5~ 5)2

Con referencia al Problema 9.4, hallar una estima insesgada de la varianza poblacional ¢2 de (a)
la variacion entre tratamlentos bajo la hipotesis nula de igual medias de tratamiento, (b) la va-

riacion dentro de tratamientos.
A Vp
(a) 0 ,2) = p—]
v
Ao w
(0) Sv T oG-

3(4—1) = 3

Con referencia al Problema 9.4, ;podemos rechazar la hipotesis nula de medias iguales al nivel

de significacion del (e) 0.05, (b) 0.01?

@)
ot
|

Tenemos F =

l

%))

2
w

£
2/3

cong—1=38—1=2ya(b—1)=3(4—1) =9 grados de libertad.

(a) Con referencia al Apéndice F, conv; = 2y v, =9, vemos que F g5 = 4.26, Puesto que F = 6 > F g5 po-
demos rechazar la hipétesis nula de medias iguales al nivel 0,05,
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(b) Con referencia al Apéndice F, canv; = 2 y v, = 9, vemos que F gg = 8.02, Puesto que F = 6 < F g9 no
podemos rechazar la hipétesis nula de medias iguales al nivel 0.01.

La tabla de anilisis de varianza para los Problemas 9,4—9.6 se muestran en la Tabla 9-9.

Tabla 9-9
e Grados de Media de
Vifaiha libertad cuadrados ¥
Entre tratamientos, 22
a—1=2 fi=doy|pofo 4
Yy = 8 2 §T% 2/3
=6
Dentro de tratamientos, con 2.9
’
. e sb-1) =@ =9 | 83=5=2| gradosde
—14—-8=26 libertad
Total, ab—1 = (3)(4)—1
v =14 =11

9.7. Utilizar las formulas cortas (10)—(12) para obtener los resultados del Problema 9.4.

(a) Tenemos

También

Por tanto

E szk
ok

(b) Los totales de las filas son

También

Luego

(¢)

| -

= }1—(162 + 122 + 202) ~

T

.Ew?k =
ik

206 —

T1.

72,

32—
g

72

ab

206

9+ 16 + 25 + 16
+4+16+9+9

+ 16 + 36 + 26 + 2b

3+4+5+4
+2+4+3+3

+4+6+5+5

= 206 — 192 = 14

3+4+5+4 = 16
2+4+3+3
4+6+5+56
16 + 12 + 20 = 48

12
20

(482

3)(4) 200 — 192



320 ANALISIS DE VARIANZA [CAP. 9

Es conveniente ordenar los datos como en la Tabla 9-10.

Tabla 9-10
T, 'r?
i. i-
Al 3 4 5 4 16 256
B2 4 3 3 12 144
Cl4 6 5 5 20 400
T = 21-], 32
Exjk = 206 J g g
i = 48 = 800
. (48)2
= 2 — —— ' =
v (206) 3)(4) 14
_ _ (482
v, = 4(800) (3)(4) 8

Los resultados concuerdan con los obtenidos en el Problema 9.4 y a partir de este punto el andlisis proce-
de como antes,

9.8. Una compania desea comprar una de cinco maquinas di- Tabla 9L
ferentes A, B, C, D, E. En un experimento disefiado para Al68 72 75 42 53
“decidir si hay diferencia en el rendimiento de las maqui- —— e
nas, cinco operadores experimentados trabajan con las ma- B |72 52 63 55 48
quinas durante intervalos iguales. La Tabla 9-11 muestra Tre S

P 5 : S . C|60 82 65 77 175
el nimero de unidades producidas. Ensayar la hipotesis | T W) = e
de que no hay diferencia entre las maquinas a un nivel de D|48 61 57 64 50
significacion del (a) 0.05, (b) 0.01. T e =
E|l64 65 170 68 53

Reste un niimero apropiado, por ejemplo 60, de todos los datos para obtener la Tabla 9-12.

Tabla 9-12

T | Tz

j i
A 8 12 15 —18 = 10 100
B 12 —8 3 -5 = 0 0
C 0 22 6 17 15 60 3600
D | —12 1 -3 4 —-10 | —-20 400
E 4 53 10 8 =1 20 400
Sz} = 2356 70 | 4500

| i
Entonces v = 23566 — LI0F, = 2356 — 245 = 2111
(5)(4)

1 (70)2 .

- 1 o AP 0 — 245 = 6§

vy 5 (4600) B@ 900 — 245 655
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Tabla 9-13
Variacion Gfad"s de Media de cuadrados F
libertad
Entre tratamientos, " \BE §2
a—1=14 \F' = 655 = 18395 | ¥ = A,: = 2.2b
v, = 655 4 4q 85
Dentrode |
tratamientos, a(b —1) = 5(4) 22 — 1456 9.8
v, = 1456 | =20 | Y (54
= __+ —
Totales,
' ’ ab—1 =24
v = 2111

321

Para 4, 20 grados de libertad tenemos F .95 = 2.87, Por tanto no podemos rechazar la hip6tesis nula a un nivel
0.05, l6gicamente tampoco la podemos rechazar al nivel 0.01,

MODIFICACIONES PARA NUMEROS DESIGUALES DE OBSERVACIONES

9.9.

La Tabla 9-14 muestra la duracion en horas de
las muestras de tres tipos diferentes de tubos de
television fabricados por una compania. Utili-
zando el método largo, ensayar al nivel de signi-
ficacion del (a) 0.05, (b) 0.01 si hay una dife-

rencia en los tres tipos.

Tabla 9-14
Muestra 1 | 407 411 409
Muestra 2 | 404 406 4_08 - :103_ .-102_-
.Muestra 3| 410 408 406 408

Es conveniente restar un niimero apropiado, por ejemplo 400, y obtener la Tabla 9-15,

Tabla 9-15
Total Media
Muestral | 7 11 9 27 | 9
_M-ue;tra 211 o 6 8 5 2 1 ;5 .‘IF_S B
Mues.t.ra 3/]10 8 6 8 32 : 8
# = Gran media = ?; = 7

En esta tabla hemos indicado los totales de fila, las medias de grupo o muestrales y la gran media, Entonces

tenemos

v Dlxg =) = (T—=T24+A1—=T)2+ -+ (8—T)2 =
ik

v, = 3 (& —x)? = 211,-(.?1—.7?)2

ik

[l = U -

w vy —

(7--90)2 4 (11 - 02

(2 =5 4 (10— 812 4 18 = 8)2 4 16— &) -

= 3(9— )2 + 5(7—5)2 + 4(8 —7)2

72 — 36

S = RS

36

También podémos obtener v, directamente observando que es igual a

t4 =5 -G -5)2 -

72

36
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Los datos pueden resumirse en la tabla de anilisis de varianza, Tabla 9-16.

Tabla 9-16
Variacién Grados de Media de P
libertad cuadrados
— _ A, _ 36
vy, = 36 a—1=2 sg—z——18 | ﬁ_l_S
| 32771
=4
v,=36 | m—a=9 ?%:%—6:4 5
l |

Entonces para 2 y 9 grados de libertad hallamos del Apéndice F que F g5 = 4.26, F g9 = 8.02. Por tanto po-
demos rechazar la hipétesis de medias iguales (esto es, ninguna diferencia en los tres tipos de tubos) al nivel
0.05 pero no al nivel 0.01,

9.10. Solucionar el Problema 9.9 utilizando las férmulas cortas incluidas en (24), (25) y (26).
De la Tabla 9-15,

n =3, my=25, n3=4, n=12, 1, =27, 7, =25, T3, =32, 7=84

Por tanto
s 2 4 (84)2
T %xﬁc—; = T4+ I2+ -+ 62+ 8- o = T2
72 2
_ N _ T _ (2M2  (25)2 | (32)2 (842 _
Do S 12 -~ 3¢
vy = v — v, = 36

Utilizando estos resultados el andlisis de varianza procede como en el Problema 9.9.

CLASIFICACION DOBLE O EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES

9.11. La Tabla 9-17 muestra los rendimientos por acre de cuatro cosechas de plantas diferentes cul-
tivadas en parcelas tratadas con tres tipos diferentes de fertilizantes. Utilizando el método lar-
go, ensayar al nivel de significacion de 0.01 si (¢) hay una diferencia significativa en rendi-
miento por acre debida a los fertilizantes, (b) hay una diferencia significativa en rendimiento
por acre debido a las cosechas.

Tabla 9-17
Cosecha | Cosecha | Cosecha | Cosecha
I II 111 v
Fertilizante A 4.5 6.4 7.2 6.7
Fertilizante B 8.8 7.8 9.6 7.0
Fertilizante C 5.9 6.8 5.7 5.2

Calculamos los totales de fila y medias de fila, como también los totales de columna, las medias de columna y
la gran media, como se indica en la Tabla 9-18.
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Tabla 9-18
|
Total Medi
Cosecha I | Cosecha 11 |Cosecha 1II|Cosecha IV 5 a. £2 € .la
; de fila de fila
Fertilizante A 4.5 6.4 7.2 6.7 24.8 6.2
Fertilizante B 8.8 7.8 9.6 7.0 33.2 8.3
Fertilizante C 5.9 6.8 5.7 5.2 23.6 5.9
| |
Gran total
Totatesices ¥ 5o 21.0 225 | 189
columna | = 81.6
| | 5
i | G di
MeHiande 1 6.4 7.0 75 | 63 Bt
columna ! | = 6.8
v, = Variacién de medias de fila con respecto a la gran media

4[(6.2 —6.8)2 + (8.3 —6.8)2 + (5.9 — 6.8)2] = 13.68

= Variacion de medias de columna con respecto a la gran media
3[(6.4 — 6.8)2 + (7.0 — 6.8)2 4 (7.5 — 6.8)2 + (6.3 — 6.8)?] 2.82

v = Variacion total
= (4.5 —6.8)2 + (6.4 — 6.8)2 + (7.2 — 6.8)2 4 (6.7 — 6.8)2
+ (8.8 — 6.8)2 + (7.8 — 6.8)2 + (9.6 — 6.8)2 + (7.0 — 6.8)2
+ (5.9 —6.8)2 + (6.8 —6.8)2 + (5.7 — 6.8)2 4 (5.2 — 6.8)2

= 23.08
Ve = Variacién aleatoria = v — v, — v, = 6.58
Esto conduce al anilisis de varianza en la Tabla 9-19.
Tabla 9-19
—_— Grados de Media de
Vi ) Z
aracion libertad cuadrados F
F =382/82 =6.24
v, = 13.68 2 §2=0.84 o
gl: 2,6
- F =82/82=0.86
v, = 2.82 3 §2=0.04
gl: 3,6
v, = 6.58 6 $2 = 1.097
v = 23.08 11

Al nivel de significacién de 0.05 con 2, 6 grados de libertad, F' ;= 5.14, Entonces, ya que 6.24 > 5.14, po-
demos rechazar 1a hipétesis de que las medias de fila son iguales y concluir que al nivel 0.05 hay una diferen-
cia significativa en el rendimiento debida a los fertilizantes.

Ya que el valor de F correspondiente a las diferencias en las medias de columna es menor que 1 podemos con-
cluir que no hay diferencia significativa en el rendimiento debido a las cosechas.
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9.12. Utilizar las formulas cortas para obtener los resultados del Problema 9.11.

Tenemos de la Tabla 9-18:

Sah = (45?2 + (642 4 - + (5.2)2 = 577.96
ik
r = 248 + 332 + 236 = 8l.6
}‘,T‘j ~  (24.8)2 + (33.2)2 + (23.6)2 = 2274.24
572 = (19.2)2 + (21.02 + (22.5)2 + (18.9)2 = 1673.10
Entonces 2
(A = JEk szk - E
= B77.96 — 554.88 = 23.08
_lg,_
v = oy 27T
= %(2274.24) — 554.88 = 13.68
1 ) 2
%= a
= %(1673.10) — 55488 = 2.82
Ve = U — Y, — Y,
= 23.08 — 1368 — 2.82 = 6.58

de acuerdo con el Problema 9.11.

EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES CON REPETICION

9.13. Un productor desea determinar la efectividad de cuatro tipos de maquinas A, B, C, D en la
produccion de tornillos. Para llevarlo a cabo se obtiene el nimero de tornillos defectuosos
producidos por cada maquina durante los dias de una semana en cada uno de los dos turnos.
Los resultados se indican en la Tabla 9-20. Efectuar un analisis de varianza para ensayar al ni-
vel de significacion del 0.05 si hay (a) una diferencia en las maquinas, (b) una diferencia en

los turnos.
Tabla 9-20
PRIMER TURNO SEGUNDO TURNO
Lun Mar Mie Jue Vie Lun Mar Mie Jue Vie
A 6 4 b 5 4 5 T 4 0 R
B 10 8 7 7 ) 7 ) 12 B 8
C 7 5 6 5 9 9 £ 5 4 6
D 8 4 G 53 5 5 7 4 i 10

Los datos se pueden organizar de igual forma como en la Tabla 9-21. En esta tabla se indican los dos factores
principales, mdquina y turno. Nétese que para cada maquina se han indicado dos turnos. Los dias de la sema-
na se pueden considerar como réplicas o repeticiones del rendimiento de cada miquina para los dos turnos,
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Tabla 9-21
FACTORI FACTORII REPETICIONES
Mid4quina Turno Lun Mar Mie Jue Vie Totales
1 [ 1 6 4 5 5 4 24
2 5 7 4 6 8 30
B 1 10 8 7 7 9 41
2 7 9 12 8 8 44
c 1 7 5 6 b 9 32
2 9 7 5 4 6 31
D 1 8 4 [ 5 5 28
, 2 5 7 9 7 10 38
TOTALES| 57 51 54 47 59 268

La variacion total para los datos de la Tabla 9-21 es
i 2
v = 62442452+ - + T2+ 102—% = 1946 — 1795.6 = 150.4
Para considerar los dos factores principales, mdquina y turno, concentremos nuestra atencién al total de los

valores de repeticién correspondiente a cada combinacién de factores. Estos se ordenan en la Tabla 9-22, que
es una tabla de dos factores con valores simples.

Tabla 9-22
Primer turno Segundo turno TOTALES
A 24 30 54
B 41 44 85
c 32 31 63
D 28 38 66
TOTALES 125 143 268

La variacion total para la Tabla 9-22, que llamaremos variacién subtotal v,, viene dada por

o= (24)2 W (41)2 + (32)2 + (28)2 B (30)2 of (44) R (31)% 4 (38)2  (268)2

b 5 5 5 5 5 5 5 40

= 1861.2 — 1795.6 = 65.6
La variacion entre filas viene dada por

(63)2 + (66)2  (268)2

_ (542 (@852
10 10 40

Or 10 10

2r = 1846.6 — 1795.6 = 51.0

La variacién entre columnas viene dada por

_ (125)2 + (143)2 _ (268)2

Ve 20 20 40

= 1803.7 —1795.6 = 8.1

Si restamos de la variacién subtotal v, la suma de las variaciones entre filas y columnas (v, + v.) obtenemos la
variacién debida a las interacciones entre las filas y columnas, Esta viene dada por

v; = v,— v, — v, = 65.6—51.0—81 = 65
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Finalmente la variacion residual, que puede considerarse como la variacién aleatoria o de error v, (sise cree
que los diferentes dfas de la semana no proveen ninguna diferencia importante), se halla restando 1a suma de
variaciones fila, columna e interaccién (es decir, la variacién subtotal) de la variacién total v. Esto resulta en

v, = v— (v, +v.+v) = v—nv, = 1504 — 65.6 = 848

Estas variaciones se indican en el anilisis de varianza, Tabla 9-23. La tabla también da el nimero de grados de
libertad correspondientes a cada tipo de variacién. Asf, ya que hay 4 filas en la Tabla 9-22 la variacién debida
a las filas tiene 4 — 1 = 3 grados de libertad, en tanto que la variacién debida a las 2 columnas tiene 2 — 1 =
1 grado de libertad. Para hallar los grados de libertad debidos a la interaccién observamos que hay 8 valores
en la Tabla 9-22. Por tanto el total de grados de libertad es 8 — 1 = 7, Puesto que 3 de esos se deben a filas y
1 a columnas, el resto, 7 — (3 + 1) = 3, se debe a interaccién. Ya que hay 40 valores en la tabla original 9-21
el total de grados de libertad es 40 — 1 = 39. Por tanto los grados de libertad debidos a la variacién residual
o aleatoria es 39 — 7 = 32,

Tabla 9-23
N aiiaciin Grados de Media de P
= libertad cuadrados
Filas (mAquinas),
) 3 $2 = 170 1790 _ 642
v, = 51.0 | 265
Columnas (turnos), |
: ) 1 32 = 81 21 _ 306
v, = 8.1 2.65
Interaccién, A 2.167
[ } $2 = 2.167 === ()i817
v, = 6.5 , i 2.65
Subtotal, _
[}
v, = 65.6
— T
Aleatoria o residual,
32 82 = 265
v, = 84.8 -
Total,
39
v = 1504

Para continuar debemos determinar primero si hay alguna interaccién significativa entre los factores bdsicos
(es decir, filas y columnas de la Tabla 9-22). De la Tabla 9-23 vemos que para interaccién F = 0.817, lo cual
indica que la interaccién no es significante, esto es, podemos rechazar la hipétesis H 2 de la pdgina 315, Si-
guiendo las reglas de la pigina 315, vemos que F para las filas es 6.42. Puesto que F ,;= 2.90 para 3, 32 gra-
dos de libertad podemos rechazar la hipétesis H ¢ de que las filas tienen medias iguales. Esto es equivalente
a decir que al nivel 0.05 podemos concluir que las mdquinas no son igualmente efectivas,

Para 1, 32 grados de libertad F s = 4.15. Entonces ya que F calculado para las columnas es 3.06, no pode-
mos rechazar la hipétesis H {2 de que las columnas tengan medias iguales. Esto es equivalente a decir que al
nivel 0.06 no hay diferencia significativa entre turnos.

Si decidimos analizar los resultados combinando las variaciones residual e interaccién como lo recomiendan
algunos estadisticos, hallamos para la variacién combinada y grados de libertad combinados v; tv, =656+
84.8 = 91.3 y 3 + 32 = 36 respectivamente, que conduce a una varianza combinada de 91.3/35 = 2.61. Al
usar este valor en cambio de 2.65 para el denominador de F en la Tabla 9-23 no afectan las conclusiones al-

canzadas anteriormente,
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9.14, Solucionar el Problema 9.13 si se utiliza el nivel 0.01.

A este nivel alin no hay interaccién apreciable, de modo que podemos proceder m4s alld.

Ya que F 4q = 4.47 para 3, 32 grados de libertad y puesto que F para filas es 6.49, podemos concluir que aiin
al nivel 0.01 las mdquinas no son igualmente efectivas.

Ya que F gy = 7.51 para 1, 32 grados de libertad y puesto que F para columnas es 3.05, concluimos que al ni-
vel 0.01 no hay diferencia significativa en los turnos.

CUADRADOS LATINOS
Tabla 9-24

9.15. Un hacendado desea ensayar los efectos de cuatro fer-
tilizantes A, B, C, D en el rendimiento de trigo. Para A18 | €21 | D2 | B11
eliminar fuentes de error debidas a la variabilidad en la II

fertilidad del suelo emplea los fertilizantes en una dis- D2 | B12 | A 15 |
tribucion de un cuadrado latino como se indica en la - .
Tabla 9-24, donde los numeros indican rendimientos Bis | A20 | C23 | D 24
en dkl por unidad de area. Efectuar un anilisis de va- e
rianza para determinar si hay una diferencia significa- co2 | D21 | B1o | A 17
tiva entre los fertilizantes a niveles de significacion de
(a) 0.05y (b) 0.01.

Tabla 9-25
TOTALES

A18 | C21 D 25| B11 75 Tabla 9-26

D22|Bl2|A15 C 19 68 A B C D

B15 | A20 C23 | D 24 82 TOTAL/| 70 48 85 92 295

c2 | D21 | B10 | A 17 70

TOTALES 77 74 | 73 n 295

Primero obtenemos totales para filas y columnas como se indica en la Tabla 9-25. También obtenemos el to-
tal de rendimientos para cada uno de los fertilizantes como se muestra en la Tabla 9-26. La variacién total y
las variaciones para filas, columnas y tratamientos se obtienen comiin y corriente. Hallamos

2
Variacién total = v = (18)2 + (21)2 + (26)2 + -+ + (102 + (172 — 22
= 5769 — 5439.06 = 329.94
o o _ (752, (68)2 , (82)2  (70)2  (295)2
Variacion entre filas = v, = 1 + i + 1 + 7 16
= 5468.25 — 5439.06 = 29.19
iacié S (L S g o)
Variacion entre columnas = v, = 7 IF i + yi + 7 i
= 5443.75 — 5439.06 = 4.69
2 2 2 2 12
Variacion entre tratamientos = v, = (72) “F (42) 4 (845) F (gf) = (222)

= 5723.25 — 5439.06 = 284.19
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El andlisis de varianza se muestra en la Tabla 9-27.

[CAP. 9

Tabla 9-27
4 Gradosde |  Mediade |
Variacion libertad i cuadrados F
Filas, 29.19 4 JI 9.73 1.92
Columnas; 4.69 3 1.563 0.79
Tratamientos, 284.19 S 94.73 47.9
Residuales, 11.87 6 1,978
Total, 329.94 15

(a) Puesto que F g5 ;6 = 4.76, rechazamos al nivel 0.05 la hipotesis de que hay medias de fila iguales. Se de-
duce que al nivel 0.05 hay diferencia en la fertilidad del suelo de una fila a otra,

Puesto que el valor F para columnas es menor que 1, concluimos que no hay diferencia en la fertilidad

del suelo en las columnas.

Ya que el valor de F para tratamientos es 47.9 > 4.76, podemos concluir que hay diferencia entre fertili-

zantes.

(b) Ya que F g9 3 6 = 9.78, podemos aceptar la hipbtesis que no hay diferencia en la fertilidad del suelo en
las filas (o las columnas) al nivel de significacién del 0.01, Sin embargo, debemos concluir que hay una

diferencia entre fertilizantes al nivel 0,01.

CUADRADOS GRECO-LATINOS

9.16. Es de interés determinar si hay alguna diferencia en el kilometraje por galon entre las gasoli-
nas A, B, C, D. Disefiar un experimento utilizando cuatro conductores, cuatro autos y cuatro

9.17.

caminos diferentes.

Puesto que se incluye igual nimero (cuatro) de gasolinas, conducto-
res, autos y caminos podemos emplear un cuadrado greco-latino, Su-
pongase que los diferentes autos se representan por las filas y los di-
ferentes conductores por las columnas, como se indica en la Tabla
9-28. Asignamos las diferentes gasolinas A, B, C, D aleatoriamente a
filas y columnas, de modo que cada letra aparezca solamente una vez
en cada fila y solamente una vez en cada columna. Asi cada conduec-
tor tendrd una oportunidad para conducir cada auto y utilizar cada
tipo de gasolina (y ningin auto serid conducido dos veces con la mis-
ma gasolina).

Asignamos aleatoriamente los cuatro caminos que van a emplearse,
denotados por a, f, v, 6, sujetos a los mismos requisitos impuestos a
las letras latinas. Asi cada conductor tendra la oportunidad de con-
ducir a lo largo de cada uno de los caminos. Un arreglo posible es el
dado en la Tabla 9-28.

AUTOS

Tabla 9-28

CONDUCTORES
1 2 3 4

B, |4 o5l €

Suponga que en el desarrollo del experimento del Problema 9-16 el nimero de kilébmetros por
galon es el dado en la Tabla 9-29. Utilizar el anilisis de varianza para determinar si hay alguna

diferencia significativa al nivel 0.05.
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Primero obtenemos totales fila y columna como se indica en la Tabla 9-30.

, Tabla 9-29 Tabla 9-30
CONDUCTORES TOTALES

: : 3 - B,19 | Ay 16 | D; 16 | C, 14 | 65

1|B, 19| Ag 16| D; 16 | C, 14
As15 | B, 18 | C, 11 | Dg 15 59

S 2|4;15| B, 18| C, 11 | D, 15
5 D,14 | Cs 11 | Bg 21 | A, 16 62

< 3|D,14| C5 11| By 21| A, 16
Cy; 16 | D,16 | A, 156 | B; 23 70

4(C; 16| D, 16| A, 15 | B; 23
TOTALES 64 61 63 68 266

Entonces obtenemos los totales para cada letra latina y para cada letra griega, como sigue:
A total: 15+ 16 + 15 + 16 = 62
B total: 19 + 18 + 21 + 23 = 81
C total: - 16 + 11 + 11 4+ 14 = 52
D total: 14+ 16 + 16+ 16 = 61

a total: 14+ 18 15 + 14 = 61
B total: 16 + 16 + 21 + 15 = 68
y total: 194+ 16 + 11 + 16 = 62
$ total: 15+ 11 + 16 + 23 = 66

Entonces calculamos sus variaciones correspandientes, utilizando el método corto.

= (65)2 , (59)2 , (62) , (102 (256)2 _ a4 .
Filas: D) 30 G2, (79 28 = a112.60 — 4096 = 16.50

2 2 2 2
Columnas: (847 4 (B1)2 | (63) | (68)2 (286)® _ , 0050 — 4096 = 6.50

1 1 1 1 16
|

2 2 2 2 2
Casolinasas o2Ek (81) +(5f) + (61) —(2152) — 4207.50 — 4096 = 111.50
(A, B, C, D)

2 2 2
Gifinee: (61) +(62) + (6‘?) +(645)2 —‘2152)2 = 4103.50 — 4096 = 7.50
(a’ ,B, > 8)

La variacion total es

(19)2 4 (16)2 + (16)2 + -+ + (15)2 + (23)2 — szTﬁ)z = 4244 — 4096 = 148.00

de modo que la variacién debida al error es

148.00 — 16.50 — 6.50 — 111.50 — 7.50 = 6.00

Los resultados se muestran en el anilisis de varianza, Tabla 9-31. El niimero total de grados de libertad es n?
— 1 para un cuadrado de n X n. Las filas, columnas, letras latinas y letras griegas cada una tiene-n — 1 grados
de libertad. Por tanto los grados de libertad para el error es n2 —1 — 4(n — 1) = (n — 1)(n — 3). En nuestro
cason = 4.
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Tabla 9-31
Variacid Grados de Media de I F
SR libertad _ cuadrados
Fil t |
S (aice) 3 |' 5.500 | 5500 _ ong
18.50 5 2.000
T Columnas [ 2.167
(conductores), 3 | 2.167 == 108
2.000
6.50 |
Gasolinas, I
(4,B,C,D), 3 37.167 | 87167 _ .06
7 2.000 '
111.50
= T
Caminos | S
(av Y 8), 3 D —_— =
BV 3 2.500 | 5.000 1.25
7.50 I
Error, !
3 2.000
6.00
Total,
15
148.00

Tenemos F o5 5 3= 9.28 y Fgy 3 3 = 29.5, Por tanto podemos rechazar la hipétesis de que las gasolinas son
iguales al nivel 0.05 pero no al nivel 0.01.

PROBLEMAS DIVERSOS

9.18. Demostrar que > o, = 0 [(15), pigina 308].

El tratamiento medias de la poblacién viene dado por ¢; = x + a;. Por tanto
a a a a a a
2 = 2#+2a5=a#+2a5= El‘j+2a,~
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

donde hemos utilizado la definicion x = (2y;)/a. Se deduce que Zq; = 0.

9.19. Derivar (a) la ecuacion (17), (b) la ecuacion (16), de la pagina 308.

(a) Pot definicién tenemos

Vw 2 (X;‘k i Xj,)z

vk

a 1 b _
b3 |5 3 (Xp— Xj.)zj
i=1 k=1

Il

a
= b 38}
i=1
donde S,2 es la varianza muestral para el tratamiento j, como sé& define por (15), Capitulo 5. Entonces, ya

que el tamafo de la muestra es b, a
E(V, = b 21 E(S?)
i=

a
b 2 <b ; 10._,>
i=1

a(b — 1)o?

i

utilizando (16) del Capfitulo 5.
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(b) Por definicién a
V, = b3 X; —X)2
=1
a
= b3 f—szzx + abX?
i=1

9.20.

9.21.

= b
J

_}’, — abX2

e

yaque X = <§ X ,-_> / a. Entonces, omitiendo el fndice de la suma, tenemos

() E(V,) = b3 E(X]) — abE(X?)

Entonces para cualquier variable aleatoria U, E(U2) = Var (U) + [E(U)]2. Por tanto
(2) E(X}) = Var(X;) + [EX;))?

(%) E(X?) = Var(X) + [E(X)}?
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Pero ya que las poblaciones de tratamiento son normales, con medias U; y varianza comf(n 02, tenemos

del Teorema 5-4, pigina 158:

4) Var(%,) = %
*) Var(®) = 2
(6) EX)) = w5 = u+a
(7) EX) = g

Utilizando los resultados (2)-(7), més el resultado del Problema 9.18, en (1) tenemos

BV, = bE[b ,¢+aj]—ab[—+#:l

= ao?2 + bE(p.—Faj)z — o2 — abu?
= (a—1)o2 + abu? + 2b/42aj ar 20{,2 — abu?

= (a—1)o2 + bEa]2

Demostrar el Teorema 9-1, pagina 309.

Como se indica en el Problema 9.19(a),

Vo = b
i

a pS2
S2 é AL a3
H 2 - "2
o =1

Mn

1

donde S2 es la varianza muestral para muestras de tamaiio b extraidas de la poblacién de tratamiento j. Por el
Teorema 5-6, pagma 161, bS?/0? tiene una distribucién chicuadrado con b — 1 grados de libertad. Entonces,
puesto que las varianzas S3 son independientes, concluimos del Teorema 4-4, pdgina 116, que V, /o2 tiene

distribucién chi-cuadrado con a(b — 1) grados de libertad,

En el Problema 9.13 supusimos que no existian diferencias significativas en las repeticiones,
esto es, los diferentes dias de la semana. ;Podemos sostener esta conclusion al nivel de signifi-

cacion del (a) 0.05, (b) 0.01?

Si existe alguna variacién debida a las repeticiones se incluye en lo que se llama el error residual o aleatorio,
v, = 84.8, en la Tabla 9-23. Para hallar la variacién debida a la repeticién utilizamos los totales de columna

en la Tabla 9-21, obteniendo
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_ G0, (512, (542, (472 , (5912 _ (268)2
Yim. = g g t.Tg tig 8 40
= 1807 — 17956 = 114

Puesto que hay 5 repeticiones, el nimero de grados de libertad asociados con esta variacién es 5 —1 = 4, La
variacién residual después de restar la variacién debida a la repeticién es v, = 84.8 — 114 = 73.4, Las otras
variaciones son las mismas a las de la Tabla 9-23. La tabla final de anilisis de varianza, teniendo en cuenta las
repeticiones, es la Tabla 9-32,

Tabla 9-32
-~ Grados de Media de I
i libertad cuadrados | gl
Filas (maquinas),
(maquinas) 3 17.0 179 . o
v, = 51.0 2.621
Columnas (turnos),
( ! 1 8.1 £l 305
v, = 8.1 2.621
Repeticiones (dias
de la semana), 2 285 _ 0
4 2.85 2 621 1.0
Veep = 11.4
Interaccién, 2.167
o =BF 3 2.167 2021 — 0.827
Aleatoria o residual
28 2.621
v, = 734
Total, |
39
v = 150.4

De la tabla vemos que el F calculado para repeticiones es 1.09. Pero ya que F ;.= 2.71 para 4, 28 grados de
libertad, podemos concluir que no hay variacién significativa al nivel de 0.056 (y por tanto al nivel 0.01) debi-
da a las repeticiones, es decir, los dias de la semana no son significativos. Las conclusiones relacionando md-
quinas y turnos son las mismas a las obtenidas en el Problema 9.13,

Describir como se pueden utilizar las técnicas de analisis de varianza para clasificacién triple o
experimentos con los tres factores (con factores simples). Reproduzca la tabla de andlisis de
varianza a emplearse en tal caso.

Suponemos que la clasificacion se hace en A grupos, denotados pot Ay, ..., A,; B-grupos, denotados por
By, ..., By; Cgrupos denotados por Cy, . .., C.. El valor en A}, By, C; se denota por xy,. El valor &, , por
ejemplo, denota la media de valores en la clase C cuando A j ¥ By, se mantienen fijos. Significados andlogos se
dan a %;; y € ;. El valor &; esla media de valores para las clases B y C cuando A; es constante. Finalmente &
denota la gran media.

Existird una variacién total dada por

(1) U El (511 — )2

ik,

que puede dividirse en siete variaciones, como se indica en la Tabla 9-33. Estas variaciones son entre clases del
mismo tipo y entre clases de diferentes tipos (interacciones). La interaccion entre todas las clases se denomi-
na como antes la variacion aleatoria o residual,

Las siete variaciones en las que se puede dividir (1) vienen dadas por

v = v, + Vg + Ve + Vag + Vpe F Ves + Vage
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donde
vy = bc?(a’:] —&)2, g = ca%(:&k—-iﬁ, ve = ab?(@ | — &)2
Vap = C’,Ek(ﬁjk_@ =&y +&)?
Ve = ak% (B —Fp— %+ %)2
Vca — b _72[ (a‘:j.l—x l—x] +x)2
VABC = % (g1 — Bjpe. — By — B pa + &y &y T2 —2)2
Tabla 9-33
Variacién Grados de libertad Media de cuadrados F
v, (entre a—1 22— Ya ’s\f/é‘?sc
grupos A) 4 a-—-1 a—1,(a—1)(b—1)(c—1) gl
| e S
]. i Ag Ay
vg (entre b—1 | p2_ 8 ‘ 88/8%c
grupos B) [ B b—1 b—1, (a—1)(b—1)(c—1) gl
vc (entre PR 52— Ve gg/;’;zsc
grupos C) € e—1 e~1,(a—1(b—1)c—1) gl
v4p (entre grupos (@—1)(b—1) r2 — Vag ’3;23 /é;%ac
Ay B) AR fa—1(b-1) |[@—1)b—1),(a—1)(b—1)(c—1) gl
v tre gru- Vpc 32 /82
BC (en g (b pi 1)(0 s 1) 52 = BC’“ABC
pos By C) BC (b—1)c—1) b—1)c—1),(e—1)(b—1)(c—1) gl
vc (entre gru- A Vca 30241 3425(;
(c—1){a—1) 82 ==
pos Cy A) €A (c—1)a—1) (c—1)(a—1),(a—1)(b—1)c—1) gl
v, (entre T
grupos (e—1(b—1)(c—1) |82 =
A,By C) [ )( ) | ABC (a_l)(b—l)(c_l)
|
v (total) abe — 1
Problemas suplementarios
CLASIFICACION SIMPLE O EXPERIMENTOS DE UN FACTOR Tabla 9-84

9.23. Se efectiia un experimento para determinar el rendimiento de 5 varieda-
des de trigo A, B, C, D, E. Se asignan cuatro parcelas de terreno a cada
variedad y los rendimientos (en hl/ha) son los mostrados en la Tabla
9.34. Suponiendo que las parcelas son de fertilidad semejante y que las
variedades se asignan aleatoriamente a las parcelas, determinar si hay una
diferencia significativa en rendimientos a los niveles de significacién del
(a) 0.05, () 0.01.

20 12 15 19
17 14 12 15
23 16 18 14
15 17 20 12

21 14 17 18

SIESIRSY S
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9.24.

9.25.

ANALISIS DE VARIANZA [cap. 9

Una compaiifa desea ensayar 4 tipos de neuméticos A, B, C, D. La duracién de los neumdticos, determinada
de sus fibras, vienen dadas (en miles de millas) en la Tabla 9-35, donde cada tipo se ha tratado en 6 automévi-
les semejantes asignando los neuméticos aleatoriamente. Ensayar a los niveles (a) 0.06, (b) 0.01 si hay dife-
rencia en los neumaticos.

Un profesor desea ensayar tres métodos de ensefianza I, II, III. Para llevarlo a cabo, tres grupos de 5 estudian-
tes se escogen aleatoriamente, y a cada grupo se le ensefia por un método diferente. Luego se da el mismo
examen a todos los estudiantes y se obtienen las calificaciones indicadas en la Tabla 9-36. Determinar al nivel
de (4) 0.05, (b) 0.01 si hay una diferencia significativa en los métodos de ensefianza.

Tabla 9-35 Tabla 9:36
A |33 38 36 40 31 36 Método I 76 62 71 b8 73
B .-32 40 42 38 30 34 ‘ . Mt;.t_t;do _II 81 8 68 92 90
Ccl3 - 37 -35 33 34 30_ Método III | 73 79 60 76 81
A"b"HEQ 34 32 30 33 31

MODIFICACIONES PARA NUMEROS DESIGUALES DE OBSERVACIONES

9.26.

9.27.

9.28.

La Tabla 9-37 da los nimeros de millas al galén obtenido por automdviles semejantes utilizando 5 marcas de
gasolinas. Ensayar al nivel de (a) 0.05, (b) 0.01 si hay alguna diferencia significativa en las marcas.

Durante un semestre un estudiante obtuvo las calificaciones indicadas en la Tabla 9-38. Ensayar a los niveles
de (a) 0.05, (b) 0.01 si hay una diferencia significativa en sus calificaciones entre ésas asignaturas.

Tabla 9-37 Tabla 9-38
MarcaA | 12 15 14 11 15 Matemadticas | 72 80 83 75
Marca B | 14 —12 16 i &(-ﬁe:lcias Si I 74 7 =
MarcaC | 11 12 10 14 h_I_rtglés 88 82 90 87 80
Marca D Ig 18 16 17 14 Economfa I ;4 m 77 70
Marca £ | 10 12 14 12

Demostrar los resultados (24), (25) y (26), pdgina 310, para el caso en que los nimeros de observaciones sean
diferentes.

CLASIFICACION DOBLE O EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES

9.29.

9.30.

9.81.

Demostrar el resultado (30), pagina 311,
Demostrar las férmulas cortas (31)—(34), pdgina 311,

Los articulos fabricados por una compafifa se producen por 3 operarios utilizando 3 méquinas diferentes. El
fabricante desea determinar & hay una diferencia (a) entre operarios, (b) entre miquinas. Se efectiia un expe-
rimento para determinar el nimero de articulos diarios producidos por cada operario utilizando cada una de
las mdquinas; los resultados se dan en la Tabla 9-39, Dar la informacién deseada utilizando un nivel de signifi-
cacion del 0.05.

Tabla 9-39
Operario 1 Operario 2 Operario 3
Miquina A 23 27 24
Miquina B 34 30 28
Msquina C 28 25 27
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9.32. Solucionar el Problema 9-31 utilizando el nivel de significacién del 0.01. Tabla 9-40
TIPOS DE MAIZ
9.33. Semillas de 5 tipos de mafz se siembran en 5 bloques. Cada 1 II nr 1v

bloque se divide en 4 parcelas, que se asignan aleatoriamen-
te a los 4 tipos. Ensayar al nivel 0.05 si los rendimientos en
hl/ha, como se muestra en la Tabla 9-40, varfan significati-
vamente con (a) las diferencias del terreno (es decir,los 5 BLOQUES
bloques), (b) las diferencias en el tipo de maiz.

12 15 10 14
15 19 12 11
14 18 15 12
11 16 12 16,
16 17 11 14

[~ Be T~

9.34. Solucionar el Problema 9.33 utilizando el nivel de significacién del 0.01.

9.35. Suponer que en el Problema 9.24 la primera observacién para cada tipo de neumitico se hace empleando una
clase especifica de automévil, la segunda observacién empleando una segunda clase especifica, y as{ sucesiva-
mente. Ensayar al nivel de 0.05 si hay diferencia en (a) los tipos de neumiticos, (b) las clases de automgdviles,

9.36. Solucionar el Problema 9.35 utilizando el nivel de significacién del 0.01.

9.37. Suponer que en el Problema 9.25 el primer valor para cada método de ensefianza corresponde a un estudiante
de un plantel especifico, el segundo a un estudiante de otro plantel, y asf sucesivamente. Ensaygr la hipotesis
al nivel 0.05 de que hay diferencia en (a) el método de ensefianza, (b) en los planteles.

Tabla 9-4
9.38. Se efectia un experimento para ensayar si el color del . .a 3 1_ _
pelo y las estaturas de estudiantes adultos tienen algu- pelirrojo  rubio castafio
na incidencia en el rendimiento escoldstico. Los resul-
‘tados se dan en la Tabla 9-41, donde los ntimeros in- Alto 75 78 80
dican 10 en el tope de los graduados. Analizar el ex-
perimento al nivel de 0.05. Mediano 81 76 79
Pequeiio 73 75 (i
9.39. Solucionar el Problema 9.38 al nivel 0.01.
Tabla 9-42
EXPERIMENTOS DE DOS FACTORES CON REPETICION bl
A 16 18 20 23
9.40. Suponer que el experimento del Problema 9.23 se lleva a cabo en el suroes-
te de un pais y que las columnas de la Tabla 9-34 indican 4 tipos diferentes Bl1s 17 16 19
de fertilizante, en tanto que en un experimento semejante efectuado en el
oeste da los resultados en la Tabla 9-42, Ensayar al nivel 0.05 si hay una di- clor 19 18 21
ferencia en (a) los fertilizantes, (b) la localizacién.
D|18 22 21 23
9.41. Solucionar el Problema 9,40 utilizando un nivel 0.01, LE 17 18 24 20

9.42. La Tabla 9-43 da el niimero de articulos producidos por 4 operarios diferentes trabajando en dos tipos de
miquinas, / y II, durante dias diferentes. Determinar al nivel de 0.05 si hay diferencias signifi¢ativas en (a) los
operarios, (b) las mdquinas.

Tabla 9-43
Miquina Maquina I7

Lun Mar Mie Jue Vie Lun Mar Mie Jue Vie
Operario A 15 18 17 20 12 14 16 18 17 15
Operario B 12 16 14 18 11 11 15 12 16 12
Operario C 14 17 18 16 13 12 14 16 14 11
Operario D 19 16 21 23 18 17 15 18 20 17
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Tabla 9-44
9.43. Se efectila un experimento para ensayar el efecto sobre el rendi-
miento de 4 tratamientos de fertilizantes A, B, C, D, y de varia- C 8| A10| D12 | B11
ciones del terreno en dos direcciones perpendiculares. Se obtie-
ne el cuadrado latino, Tabla 9.44, donde los nimeros indican A 14 C 12 B 11 D 15
rendimiento de maiz por unidad de 4rea. Ensayar la hipétesis a
un nivel del 0.01 de que no hay diferencia en (a) los fertilizan- D10 | B14 | C16 | 4 10
tes, (b) las variaciones del terreno. |
9.44. Solucionar el Problema 9.43 utilizando un nivel 0.05. Bl i TS K
9.45. Con referencia al Problema 9.38 suponer que introducimos un factor Tabla 9-45
adicional dando la seccién donde nacib el estudiante Este, Centro, Oes:
te, como se muestra en la Tabla 9-45. Determinar a un nivel de 0.05 si E 75 0 18 C 80
hay una diferencia significativa en rendimiento académico de los estu- C8 | E 7| o179
diantes debida a diferencias en (a) estatura, (b) color de pelo, (¢) lugar
de nacimiento. O 78| C | E 1
Tabla 9-46
CUADRADOS GRECO-LATINOS w, W, W, w,
9.46. Para producir un tipo superior de alimento para S, C, 8 B; 6 A, 5 Ds 6
pollos, 4 cantidades diferentes de dos compues-
tos quimicos se agregan a los ingredientes basi- S, A; 4 D, 3 Cs T B, 3
cos. Las cantidades diferentes del primer com-
puesto se indican por A, B, C, D y las del segun-
do por a, f8, v, 6. El alimento se da a los pollitos ) s I B Co 6
ordenados en grupos de acuerdo con 4 pesos ini-
ciales, Wy, W,, W3, W, y 4 especies diferentes S4 B, 6 Cs 10 D, 10 Ag 8

Sy, 82 83, S3. El aumento en peso por unidad

de tiempo se da en el cuadrado greco-latino de la Tabla 9-46, Efectuar un andlisis de la varianza del experi-
mento al nivel de significacién del 0.05, estableciendo cualquier conclusién a que pueda llegarse.

9.47. Cuatro tipos de cable Ty, T,, T3, T4 se fabrican por cada una de cuatro compaiifas, C;, C,, C3, C4. Cuatro
operarios A, B, C, D usando cuatro miquinas diferentes, o, 3, ¥, 8, miden las fortalezas de los cables. Las for-
talezas promedio obtenidas se dan en el cuadrado greco-latino de la Tabla 9-47, Efectuar un an4lisis de varian-
za al nivel §.05, estableciendo cualquier conclusién a que pueda llegarse,

Tabla 9-47
c, C, Cs C4
r,| A; 164 | B, 181 | C, 193 | D, 160
T,| ¢; 111 | D, 162 | A, 183 | B, 145
T,| D, 198 I Cy 212 | B, 207 | A, 188
T,| B, 157 | A, 172 D, 166 | C, 136

PROBLEMAS DIVERSOS

9.48. La Tabla 9-48 contiene los datos sobre el moho acumulado en hierro tratado con quimicos A, B o C, respecti-
vamente. Determinar al nivel (a) 0.05, (b) 0.01 si hay una diferencia significativa en los tratamientos.

Tabla 9-48 Tabla 9-49
A|l3 5 4 4 Alto 110 105 118 112 90
B 4_ 2 3 3 -;aéueﬁo 95__103 115 107 i
_C 6 _4 b 5 Mediano | 108 “112 93 104 96 102_‘
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9.56.
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Un experimento mide el I. Q. de estudiantes adultos de estaturas altas, medias y pequefas. Los resultados se
indican en la Tabla 9-49. Determinar al nivel (a) 0.05, (b) 0.01 si hay alguna diferencia significativa en los
1.Q. relativo a diferencia de estaturas.

Demostrar (a) la ecuacién (37), (b) la ecuacion (38), pdgina 312,
Demostrar (a) la ecuacién (39), (b) la ecuacion (40), pagina 312.
Se realiza un examen para determinar si los veteranos o los no veteranos de diferentes I.Q. rinden mejor. Los

puntajes obtenidos se muestran en la Tabla 9-50. Determinar al nivel de 0.05 si hay una diferencia en los pun-
tajes debido a diferencias en (a) el estado veterano, (b) 1.Q.

Tabla 9-50
Alto 1.Q. Medio 1.Q. Bajo 1.Q.
Veterano 90 81 74
No veterano 85 78 70
Solucionar el Problema 9.52 utilizando un nivel 0.01. Tabla 9-51

Alto Medio Bajo

La Tabla 9-51 muestra los puntajes para una muestra de

estudiantes universitarios de diferentes partes del pais Este 88 80 72
con diferentes 1.Q. Analizar la tabla al nivel de 0.05 y es-
tablecer sus conclusiones. Oedie 84 78 75
|

Solucionar el Problema 9.54 al nivel 0.01. = |

Sur 86 82 | 70
En el Problema 9-42, ;puede determinar si hay una dife- 5 —
rencia significativa en el nimero de articulos producidos Norte 0 75 79
en los diferentes dias de la semana? Explicar. y centro

En los calculos de anlisis de varianza se sabe que puede sumarse o restarse una constante apropiada de cada
valor sin afectar las conclusiones. ;Es ésto cierto si cada valor se multiplica o divide por una constante apro-
piada? Justificar su respuesta.

Derivar los resultados (43) y (44), pagina 312.
Demostrar el Teorema 9-2, pagina 309.

Demostrar el Teorema 9-3, pdgina 309.

Suponer que los resultados en la Tabla 9-48 del Problema 9-48 son vélidos para el noroeste, en tanto que los
resultados correspondientes para el oeste se dan en la Tabla 9-52. Determinar el nivel de 0.05 si hay diferen-
cias debido a (@) los quimicos, (b) la localizacién.

Tabla 9-52 Tabla 9-53

17 14 18 12
20 10 20 15
18 15 16 17
12 11 14 11
E 115 12 19 14

(5]
o
-
)
)
o IR e T - i

Con referencia a los Problemas 9.23 y 9.40 suponer que un experimento adicional realizado en el noroeste
produce los resultados de la Tabla 9-53. Ensayar al nivel 0.05 si hay diferencia en (a) fertilizantes, (b) los tres
lugares.
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9.63.

9.64.

9.65.

9.66.

9.67.

9.68.

9.69.

9.70.

9.71.
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Solucionar el Problema 9.62 utilizando un nivel 0.01.

Efectuar un anidlisis de varianza en el cuadrado latino de la Tabla 9-54 a un nivel 0,05 y establecer conclusio-
nes;

Haga el montaje de un experimento que conduzca al cuadrado latino de la Tabla 9-54.

Tabla 9-54
FACTOR 1

B16 | C21 | A 15

FACTOR2 | A 18 | B23 | C 14

C15 | A 18 | B 12

Efectuar un andlisis de varianza en el cuadrado greco-latino de la Tabla 9-65 a un nivel 0.05 y establecer con-
clusiones.

Tabla 9-65
FACTOR 1

|
A, 6 B, 12 Cs 4 D, 18
B; 3 A, 8 D, 15 Cp 14

FACTOR 2

Dg 16 C, 20 B, 9 As; B
Cy 16 D; 6 Ag 17 B, 1

Haga el montaje de un experimento que conduzca al cuadrado greco-latino de la Tabla 9-55,
Describir cémo emplear las técnicas de anilisis de varianza para experimentos de tres factores con repeticién.
Montar y solucionar un problema que ilustre el procedimiento en el Problema 9.68.

Suponer que en el Problema 9.21 hallamos una diferencia significativa en los dias de la semana, es decir, lasre-
peticiones. ;Deberian modificarse las conclusiones obtenidas en el Problema 9.13? Justificar sus conclusio-
nes.

En la prictica, ;esperaria encontrar un (a) cuadrado latino de 2 X 2? (b) ;jun cuadrado greco-latino de 3 X 3?
Explicar.
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Apéndice A

Temas matematicos

SUMAS ESPECIALES

Las siguientes son algunas sumas de series que se presentan con frecuencia. 0! = 1. Cuando la se-
rie es infinita se indica el intervalo de convergencia.

1. ﬁ:lj = 1+2+8+ - +m :'%fi)

2. éjz = 124224824 .- +m? = m(m+1();(2m+1)

3. 1+x+2, .f: 2%— para todo x
4. senx = x——gai+;—5!—:—7!+ 090 = 2(2;)190;’“ para todo x
5. cosz = 1—§+Z—:\—:—:+ e = ;(—(213;::;” para todo x
6. 1i—x:1+x+x2+x3+---=§;x" . lz| <1

7. In(l—2) = —x—%z—-g—s.—%— s = _jgx?" -1=s2<1
FORMULAS DE EULER

8 e = cosf +isend, e ¥ = cosf —isend

i eio + .e—m _ eio —_ e—(o
9. cosf = — senf = o
LA FUNCION GAMMA

La funcién gamma, denotada por I' (n), se define por
; T(n) = j trletdt n>0 1)
0
341
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La formula de recurrencia viene dada por
r(n+1) = nr(n) 2

donde I' (1) = 1. Una extension de la funcion gamma para n < 0 puede obtenerse por el empleo de .
(2). ’
Si n es un entero positivo, entonces
r(n+1) = n! (%)
Por esta razon I'(n) se cohoce como la funcién factorial. Una propiedad importante de la fun-
cion gamma es que

™

)T ~p) = o (4)
Parap = 1/2, (4) da
x(3) = v )
Para valores grandes de n tenemos la férmula asintética de Stirling:
r(n+1) ~ 2mmure ™ (6)

donde el signo ~ indica que la relacion de los dos lados tiende a 1 cuando n —+ = En el caso de que n
sea un entero positivo grande, una buena aproximacién para n! viene dada por

n! = 2mnte " (?7)

LA FUNCION BETA
La funcion beta, denotada por B(m, n), se define como

1
B(m,n) = j;u"'“(l—u)"“du m>0, n>0 )

Estd relacionada a la funcion gamma por

D(m) P(n)

B(m,n) = T(m +7) 9

INTEGRALES ESPECIALES

Las siguientes son algunas integrales que se presentan en probabilidad y estadistica.

10. fmc““:d;r:l\/g a>0
A 2\ a
m+1
P< 2 >

' _ﬂ.rz —_— —_—
11 fCameetds = 2L a>0, m>-1

12. f e 9 cosbx dx = %Jge—b’/m a>0
0

13. f e % cosbxdx = a>0
0

Y o
@+ b



14.

16.

16

17

18

19.

@ LI x b
fo e “senbxr dx = P
fwx"“e‘“ dz = I(p)

) a®

APENDICE A

g~ (e’ +bz+0) g =, ’%e(b’—«:c)“a

3 —(az?+bz+0) — l T (b3 —dac)/4a _b_
. J;e dx—z\/;e erfc(z\/a> a>0

donde

a>0

a>0,p>0

a>0

erfc(u) = 1 — erf(u) = 1—%£“e“’dx = %J‘:we"'dx

se denomina la funcion complementaria de error.

f“‘ COSeT .. _ T
’ o 22+ a? 2a

/2
f sen®™~1¢ cos™ "4 do =
(1] ,

I(m) (n)
2r(m +n)

a>0 0>0

m>0 n>0

343



Apéndice B

Ordenadas (¥)

de la
curva normal
tipificada
en z
z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 .3989 .3989 .3989 .3988 .3986 .3984 .3982 .3980 3977 .3973
0.1 .3970 .3965 .3961 .3956 .3951 .3945 .3939 .3932 .3925 .3918
0.2 .3910 .3902 .3894 .3885 .3876 .3867 .3857 .3847 .3836 .3825
0.3 .3814 .3802 .3790 3778 .3765 .3752 .3739 .3725 3712 3697
0.4 .36&3 .3668 .3653 .3637 .3621 .3605 .3589 .3572 .3555 .35638
0.5 .3621 .3503 .3485 .3467 .3448 .3429 .3410 .3391 .3372 .3352
0.6 .3332 B2 .3292 3271 .3251 .3230 .3209 .3187 .3166 3144
0.7 Y25 3101 .3079 .3056 3034 3011 .2989 .2966 .2943 .2920
0.8 2897 2874 .2850 2827 .2803 .2780 2756 2732 .2709 2685
0.9 .2661 .2637 .2613 .2539 .2565 I 2541 .2516 2492 .24068 24414
1.0 .2420 .2396 2371 2347 .2323 | .2299 2275 .2251 ST .2203
183 2179 .2155 2131 .2107 .2083 : .2059 .2036 .2012 .1989 1965
1.2 .1942 1919 1895 1872 1849 : 1826 .1804 1781 .1758 1736
1.3 1714 L1691 .1669 1647 1626 I 1604 1582 15661 1539 1518
1! 1497 1476 1456 .1435 1415 | 1394 1374 .1354 1334 1315
|
1.5 1295 1276 1257 .1238 1219 i .1200 .1182 1163 1145 1127
1.6 1109 1092 1074 1057 1040 ‘ .1023 .1006 .0989 .0973 0957
1.7 .0940 .0925 .0909 .0893 L0878 L0863 .0848 .0833 .0818 .0804
1.8 0790 0775 .0761 .0748 .0734 0721 0707 .0694 .0681 .0669
1.9 .0656 0644 0632 .0620 .0608 L0696 L0584 .0573 .0562 .0551
2.0 .0540 0529 .0519 .0508 .0498 .0488 0478 .0468 .0459 .0449
2.1 .0440 .0431 .0422 .0413 .0404 .0396 .0387 .0379 0371 .0363
2.2 .0355 .0347 .0339 .0332 .0325 .0317 .0310 .0303 0297 .0290
23 .0283 0277 .0270 .0264 .0258 0252 .0246 L0241 .0235 .0229
2.4 0224 .0219 .0213 .0208 .0203 .0198 0194 .0189 0184 0180
2.5 0175 0171 .0167 .0163 .0158 .0154 0151 .0147 .0143 0139
2.6 0136 .0132 0129 .0126 .0122 0119 0116 0113 0110 .0107
2.7 0104 0101 .0099 .0096 .0093 .0091 .0088 .0086 .0084 .0081
2.8 0079 0077 .0075 .0073 .0071 .0069 .0067 .0065 .0063 0061
2.9 .0060 0058 .0056 .0055 .0053 .0051 .0050 .0048 .0047 .0046
3.0 .0044 .0043 .0042 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036 .0036 .0034
3.1 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 0027 .0026 .0025 .0025
3.2 0024 0023 .0022 .0022 .0021 .0020 0020 .0019 0018 .0018
383 0017 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014 .0013 .0013
3.4 .0012 .0012 .0012 .0011 0011 0010 .0010 .0010 .0009 .0009
1
3.5 .0009 .0008 .0008 .0008 .0008 .0007 .0007 .0007 0007 .0006
3.6 0006 .0006 .0006 .0005 .0005 .0005 L0005 .0005 0005 .0004
3.7 .0004 .0004 0004 .0004 .0004 .0004 .0003 .0003 .0003 .0003
3.8 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002
3.9 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0001 .0001
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Apéndice C

Areas
bajo la
curva normal
tipificada
de 0az =
z 0 il 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 0359
0.1 .0398 .0438 .0478 0517 0567 .0696 0636 0675 0714 .0754
0.2 .0793 .0832 0871 .0910 .0948 .0987 1026 .1064 .1103 1141
0.3 1179 1217 .1255 .1293 .1331 .1368 .1406 .1443 .1480 1517
0.4 .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1736 1772 .1808 .1844 1R79
.5 1915 .1950 .1985 .2019 .2064 ,2088 2123 2157 2190 2224
0.6 2258 .2291 2324 .2357 .2389 2422 .2454 .2486 .2518 .2549
0.7 .2580 2612 .2642 .2673 2704 2734 2764 2794 2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 2967 .2996 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
0.9 .3159 .3186 3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389
1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .35564 3577 .3599 .3621
1.1 .3643 .3665 .3686 3708 .3729 .3749 3770 3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3926 .3944 .3962 .3980 .3997 4015
1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 4115 4131 4147 .4162 4177
14 4192 4207 4222 .4236 4251 4265 4279 .4292 .4306 4319
1.5 4332 .4345 4357 .4370 .4382 4394 .4406 4418 4429 .4441
1.6 .4452 .4463 4474 .4484 .4495 4505 .4515 4525 .4535 .4545
1.7 .45654 .4564 .4573 .4582 .4591 .4599 .4608 4616 4625 14633
1.8 4641 .4649 .4656 .4664 4671 .4678 .4686 .4693 .4699 4706
-2 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 4767
2.0 ATT2 4778 4783 .4788 4793 4798 .4803 .4808 .4812 .4817
2.1 4821 4826 .4830 .4834 .4838 .4842 4846 .4850 .4854 4857
2 4861 .4864 .4868 .4871 4875 4878 .4881 .4884 L4887 .4890
2o 4893 .4896 4898 4901 .4904 4906 .4909 .4911 .4913 .4916
2.4 .4918 .4920 4922 .4925 .4927 .4929 .4931 .4932 4934 .4936
2 ol3) .4938 .4940 .4941 .4943 .4945 .4946 .4948 4949 .4951 4952
2.6 .4953 .4955 4956 49567 .4959 .4960 4961 .4962 .4963 .4964
2.7 .4965 .4966 .4967 4968 .4969 4970 4971 4972 4973 4974
2.8 .4974 4975 .4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980 4981
2.9 4981 .4982 .4982 4983 .4984 .4984 49856 .4985 .4986 .4986
3.0 .4987 4987 4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 .4990
3.1 .4990 .4991 .4991 4991 .4992 4992 .4992 4992 .4993 .4993
3.2 .4993 .4993 .4994 4994 .4994 .4994 .4994 .4995 .4995 .4995
SES) .4995 .4995 .4995 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 4997
3.4 4997 4997 4997 .4997 .4997 4997 .4997 .4997 4997 .4998
3.5 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 4998 .4998 .4998 .4998 4998
3.6 .4998 4998 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.7 .4999 .4999 .4999 .4999 4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.8 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.9 .5000 .6000 .56000 .5000 .5000 .5000 .5000 .6000 .5000 .5000
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Apéndice D

Percentilas (t,)

de la
distribuci6n t de Student
con v grados de libertad

v Ls5 t 60 ta0 tas t 80 t 90 tos t.o75 t 99 t 995
1 .1568 .325 127 1.000 1.376 3.08 6.31 12.71 31.82 63.66
2 142 .289 617 .816 1.061 1.89 2.92 4.30 6.96 9.92
3 137 24011 .584 765 978 1.64 2.36 3.18 4.54 5.84
4 134 .27 .569 741 941 1.53 2.13 2.78 3.76 4.60
5 132 267 .bb9 727 .920 1.48 2.02 2.67 3.36 4.03
6 131 .265 .563 718 906 1.44 1.94 2.45 3.14 3.71
7 130 .263 .b49 711 .896 1.42 1.90 2.36 3.00 3.50
8 .130 262 .546 .706 .889 1.40 1.86 2.31 2.90 3.36
9 129 .261 .643 .703 .883 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25
10 129 .260 542 .700 .B79 1.37 1.81 2.23 2.76 3.17
11 .129 .260 .540 .697 .876 1.36 1.80 2.20 2.72 3.11
12 128 .259 .539 .696 .873 1.36 1.78 2.18 2.68 3.06
13 128 .259 .538 .694 .870 1.35 1.77 2.16 2.65 3.01
14 128 .258 537 .692 .868 1.34 1.76 2.14 2.62 2.98
15 128 .258 .536 .691 .866 1.34 1.756 2.13 2.60 2.95
16 128 .258 .5356 .690 .865 1.34 1.75 2.12 2.58 2.92
17 128 257 .534 .689 .863 1.33 1.74 2.11 2.57 2.90
18 127 .257 .534 .688 .862 1.33 1.73 2.10 2.55 2.88
19 S .257 533 .688 .861 1.33 1.73 2.09 2.54 2.86
20 127 .257 .533 .687 .860 1.32 e 2.09 2.53 2.84
21 127 .257 .532 .686 859 1.32 1.72 2.08 2.562 2.83
22 127 .256 .532 .686 .858 1.32 1.72 2.07 2.51 2.82
23 127 .256 632 .685 .858 1.32 1.71 2.07 2.50 2.81
24 127 .256 .b31 .685 .857 1.32 1.71 2.06 2.49 2.80
25 127 .256 531 .684 .856 1.32 1.71 2.06 2.48 2.79
26 127 .256 .531 .684 .856 1.32 1.71 2.06 2.48 2.78
27 127 .256 .631 .684 .856 1.31 1.70 2.05 2.47 2.1
28 127 .256 .630 .683 .8556 1.31 1.70 2.06 2.47 2.76
29 127 .256 .630 .683 .854 1.31 1.70 2.04 2.46 2.76
30 127 .256 .630 .683 8564 1.31 1.70 2.04 2.46 2.76
40 126 .255 .529 .681 .861 1.30 1.68 2.02 2.42 2.70
60 126 264 627 679 .848 1.30 1.67 2.00 2.39 2.66
120 126 .254 .626 677 .845 1.29 1.66 1.98 2.36 2.62
® .126 .263 524 674 .842 1.28 1.645 1.96 2.33 2.68

Fuente: R.A. Fisher y F. Yates, Statistical Tables for Biological, Agricultural and Medi-
cal Research, publicado por Longman Group Ltd., (previamente publicado por

Oliver y Boyd, Edinburgh), con permiso de los autores y editores.




Apéndice E

Percentilas (x2)

de la

distribucion chi-cuadrado

con v grados de libertad

| Xes | X | Xoas | Xos | %R Xos | X | X X0 | %os | Xors | X9 | Xoos | Xoe
1| .0000 | .0002 | .0010 | .0039 | .0158 | .102 | .455 | 1.32 | 2.71 | 3.84 | 5.02 | 6.63 | 7.88 | 10.8
2| .0100 | .0201 | .0506 | .103 | .211 | .675 | 1.39 | 2.77 | 461 | 599 | 738 | 9.21 | 10.6 | 13.8
3|.0717 | .115 | .216 | .352 | .684 | 1.21 | 2.37 | 4.11 | 6.25 | 7.81 | 9.356 | 11.3 | 12.8 | 16.3
4| .207 | .297 | 484 | .711 | 1.06 I 192 | 3.36 | 539 | 7.78 | 9.49 | 11.1 | 13.3 | 14.9 | 186
5| 412 | 554 | .831 | 1.15 | 1.61 | 2.67 | 435 | 6.63 | 9.24 | 11.1 | 128 | 156.1 | 16.7 | 20.b
6| .676 | 872 | 1.24 | 1.64 | 220 | 3.45 | 535 | 7.84 | 10.6 | 126 | 144 | 168 | 185 | 22,6
7| .989 | 1.24 | 1.69 | 2.17 | 2.83 | 4.25 | 6.35 | 9.04 | 12,0 | 141 | 16.0 | 185 | 20.3 | 24.3
8| 134 | 1.66 | 2.18 | 2.73 | 3.49 | 5.07 | 7.34 | 102 | 134 | 1565 | 17.56 | 20.1 | 220 | 26.1
91173 | 209 | 2.70 | 3.33 | 4.17 | 5.90 | 8.34 114 | 147 | 169 | 19.0 | 21.7 | 23.6 | 27.9
10| 2.16 | 2.56 | 3.25 | 3.94 | 487 | 6.714 | 9.34 | 12,6 | 16.0 | 18.3 | 20.56 | 23.2 | 25.2 | 29.6
11| 260 | 3.06 | 3.82 | 457 | .58 | 7.58 | 10.3 | 13.7 | 173 | 19.7 | 21.9 | 24.7 | 26.8 | 31.3
12| 3.07 | 3.57 | 4.40 | 5.23 | 6.30 | 8.44 | 11.3 | 148 | 185 | 21.0 | 23.3 | 26.2 | 28.3 | 32.9
13| 357 | 4.11 | 5.01 | 589 | 7.04 | 9.30 | 12.3 | 16.0 | 19.8 | 22.4 | 24.7 | 27.7 | 29.8 | 34.b
14| 4.07 | 466 | 563 | 6.57 | 7.79 | 10.2 | 1833 | 17.1 | 21.1 | 23.7 | 26.1 | 29.1 | 31.3 | 36.1
16| 4.60 | 5.23 | 6.26 | 7.26 | 855 | 11.0 | 14.3 | 18.2 | 22.3 | 25.0 | 27.5 | 30.6 | 32.8 | 37.7
16| 514 | 5.81 | 691 | 7.96 | 9.31 | 11.9 | 153 | 194 | 235 | 26.3 | 28.8 | 32.0 | 34.3 | 39.8
17| 570 | 6.41 | 7.56 | 8.67 | 10.1 | 128 | 16.3 | 205 | 24.8 | 27.6 | 30.2 | 33.4 | 35.7 | 40.8
18| 6.26 | 7.01 | 823 | 9.39 | 109 | 13.7 | 17.3 | 21.6 | 26.0 | 28.9 | 31.56 | 34.8 | 37.2 | 423
19| 684 | 7.63 | 891 | 10.1 | 11.7 | 146 | 18.3 | 227 | 27.2 | 30.1 | 329 | 36.2 | 38.6 | 43.8
20| 743 | 826 | 9.59 | 109 | 124 | 155 | 19.3 | 23.8 | 284 | 31.4 | 34.2 | 37.6 | 40.0 | 453
21| 8.03 | 890 | 10.3 | 11.6 | 13.2 | 16.3 | 20.3 | 24.9 | 29.6 | 32.7 | 35.5 | 38.9 | 41.4 | 46.8
22| 864 | 954 | 110 | 123 | 140 | 172 | 21.3 | 26.0 | 30.8 | 339 | 36.8 | 40.3 | 42.8 | 483
23| 9.26 | 10.2 | 11.7 | 131 | 148 | 181 | 223 | 27.1 | 32.0 | 35.2 | 38.1 | 41.6 | 44.2 I 499
24| 989 | 109 | 124 | 138 | 157 | 19.0 | 23.3 | 28.2 | 33.2 | 364 | 39.4 | 43.0 | 45.6 | b1.2
25| 10.6 | 11.6 | 18.1 | 146 | 16,5 | 19.9 | 24.3 | 29.3 | 34.4 | 37.7 | 40.6 | 44.3 | 46.9 | 52.6
26| 11.2 | 122 | 138 | 154 | 17.3 | 208 | 26.3 | 30.4 | 35.6 | 38.9 | 41.9 | 45.6 | 48.3 | 54.1
27| 11.8 | 12.9 | 146 | 162 | 181 | 21.7 | 26.3 | 31.6 | 36.7 | 40.1 | 43.2 | 47.0 | 49.6 | 565.5
28| 125 | 13.6 | 16.3 | 169 | 18.9 | 22.7 | 27.3 | 32.6 | 379 | 41.3 | 44.5 | 48.3 | 561.0 | 56.9
29| 131 | 143 | 16.0 | 177 | 198 | 23.6 | 28.3 | 33.7 | 39.1 | 42.6 | 45.7 | 49.6 | 62.3 | b8.3
30| 138 | 15.0 | 16.8 | 185 | 20.6 | 24.5 | 29.3 | 348 | 40.3 | 43.8 | 47.0 | 50.9 | 53.7 | 59.7
40| 207 | 222 | 244 | 265 | 29.1 | 33.7 | 39.3 | 45.6 | 651.8 | 558 | 59.3 | 63.7 | 66.8 | 73.4
60| 28.0 | 29.7 | 324 | 348 | 37.7 | 429 | 493 | 56.3 | 63.2 | 67.5 | 71.4 | 76.2 | 79.5 | 86.7
60| 35.5| 37.6 | 40.56 | 43.2 | 46.56 | 52.3 | 59.3 | 67.0 | 74.4 | 79.1 | 83.3 | 88.4 | 92.0 | 99.6
70| 43.3 | 454 | 488 | 61.7 | 663 | 61.7 | 69.3 | 77.6 | 85.5 | 90.5 | 95.0 | 100 104 112
80| 51.2 | 63.6 | 67.2 | 60.4 | 64.3 | 71.1 | 79.3 | 88.1 | 96.6 | 102 107 112 116 125
90| 59.2 | 61.8 | 66.6 | 69.1 | 73.3 | 80.6 | 89.3 | 98.6 | 108 113 118 124 128 137
100| 673 | 70.1 | 742 | 77.9 | 824 | 90.1 | 99.3 109 118 124 130 136 140 149
| ¥

Fuente: E.S. Pearson y H.O. Hartley, Biometrika Tables for Statisticians,
Tabla 8, paginas 137 y 138, con permiso de los autores y editores.
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Apéndice F

Percentila 95 (niveles 0.05), F g5,
para la
distribucion F'

v, grados de libertad en el numerador

v, grados de libertad en el denominador

90 1 2 s a5 6] 7] 8] s[10]12]15 ]2 24]30] 0] 60]120]
1 | 161|200 | 216 | 225 | 230 | 234 | 237 | 239 | 241 | 242 | 244 | 246 | 248 | 249 | 250 | 251 | 252 | 253 | 254
2 [185(19.0/19.2(19.2(19.3|19.3 |19.4 |19.4|19.4 [19.4 |19.4 |19.4|19.419.5 | 19.5 |19.5 | 19.5 | 19.5 [19.5
3 |'10.1/9.55|9.28 |9.12|9.01 | 8.94 | 8.89 | 8.85 [8.81 |8.79 8.74 | 8.70 | 8.66 | 8.64 | 8.62 |8.59 |8.57 | 8.55 |8.53
4 | 7.71 | 6.94 | 6.59 | 6.39| 6.26 | 6.16 | 6.09 |6.04 | 6.00 | 5.96 |5.91 | 5.86 | 5.80 | 5.77 | 5.75 | 5.72 | 5.69 | 5.66 | 5.63
5 | 6:61|5.79 5.41 |5.19| 5.05| 4.95 [4.88 [4.82 |4.77 |4.74 |4.68 | 4.62 | 4.56 | 4.53| 4.50 | 4.46 | 4.43| 4.40 |4.37
6 | 5.99 | 5.14 | 4.76 |4.53(4.39 [4.28 |4.21 [4.15 |4.10 | 4.06 {4.00 [3.94 | 3.87 |3.84 |3.81 [3.77|3.74| 370 |3.67
7 | 5.59 | 4.74|4.35 | 4.12(3.97 | 3.87 |3.79 |3.73 | 3.68 | 3.64 |3.57 |3.51 | 3.44 | 3.41 | 3.38 3.34|3.30 | 3.27 |3.23
8 | 532 4.464.07|3.84|3.69|3.58 3.50 | 3.44 3.39 |3.35 [3.28 |3.22 | 3.15  3.12|3.08 |3.04 |3.01 | 2.97 [2.93
9 |5.12|4.2643.86 |3.63 | 3.48|3.37 [3.293.23 3.18 [3.14 |3.07 [3.01 | 2.94 | 2.0 | 2.86 [2.83 | 2.79 | 2.75 |2.71
10 | 4.964.10 |3.71 |3.48 | 3.33|3.22 | 3.14 | 3.07 | 3.02 [2.98 |2.91 | 2.85 [2.77 |2.74 | 2.70 | 2.66 [2.62 | 2.58 [2.54
11 |4.84/3.98|3.59 3.36|3.20 | 3.09 |3.01 |2.95|2.90 |2.85 |2.79 |2.72 |2.65 | 2.61 | 2.57 |2.53 | 2.49 | 2.45 [2.40
12 | 4.75|3.89 | 3.49 [3.26 | 3.11 | 3.00 | 2.91 | 2.85 | 2.80 |2.75 (2.69 |2.62 | 2.54 |2.51 | 2.47 | 2.43 | 2.38 | 2.34 [2.30
13 | 4.67 3.81|3.413.18|3.03|2.92 | 2.83 |2.77 | 2.71 |2.67 [2.60 |2.53 | 2.46 |2.42| 2.38 | 2.34 [2.30 | 2.25 |2.21
14 | 4.603.743.34|3.11|2.96 | 2.85 [ 2.76 | 2.70 | 2.65 |2.60 [2.53 | 2.46 [2.39 |2.35|2.31 |2.27 | 2.22 | 2.18 |2.13
15 | 4.54|3.683.29 |3.06|2.90 | 2.79 (271 [2.64 | 2.59 | 2.54 |2.48 | 2.40 |2.33 |2.29 | 2.25 | 2.20 | 2.16 | 2.11 |2.07
16 | 4.49|3.63 3.24|3.01|2.85|2.74 |2.66 | 2.59 | 2.54 | 2.49 |2.42 |2.35 [2:28 |2.24 | 2.19 |2.15 | 2.11 | 2.06 |2.01
17 | 445/ 3.59 | 3.20 | 296 | 2.81| 2.70 | 2.61 | 2.55| 2.49 | 245 |2.38 | 2.31 |2.23 | 2.19 | 2.15 2,10 | 2.06 | 2.01 | 1.96
18 | 4.41|3.65 3.16 |2.93|2.77| 2.66 | 2.58 | 2.51 | 2.46 | 2.41 2.34 |2.27 | 2.19 |2.15 | 2.11 | 2.06 | 2.02 | 1.97 [1.92
19 14.38)352 /313 |2.90 | 2.74| 2.63 | 2.54 | 2.48| 242 | 2.38 2.31 |2.23 | 2.16 |2.11 | 2.07 | 2.03 [1.98 | 1.93 [1.88
20 |4.35|3.49)3.10 |2.87 |2.71 | 2.60 | 2.51 | 2.45|2.39 |2.35 2.28 (2.20 |2.12 2,08 |2.04 |1.99 | 1.95 [1.90 |1.84
21 |4.32|3.473.07 2.84|2.68|2.57|2.49 |2.42|2.37|2.32 |2.25 218 2.10 |2.05 | 2.01 | 1.96 | 1.92 | 1.87 [1.81

[\
[\-)

4.30 | 3.44 3.05|2.82 2.66 | 2.55 2.46i2.40 2.34 {2.30 {2.23 |2.15 [ 2.07 [2.03 [ 1.98 (1.94 [ 1.89 | 1.84 [1.78
4.‘28J3.42 3.03 [ 2.80 | 2.64 | 2.53 [2.44 | 2.37 2.32 |2.27 12.20 |2.13 | 2.05 |2.01 [1.96 {1.91 | 1.86|1.81 [1.76

(]
w

24 | 4.26/3.40 3.01 |2.78 | 2.62| 2.51 | 2.42 | 2.36 | 2.30 [2.25 [2.18 |2.11 | 2.03 [1.98 | 1.94 1.8911.84(1.79 [1.73
25 4.24!3.39 2.9912.76 | 2.60 | 2.49 [ 2.40 [ 2.34 | 2.28 | 2.24 |2.16 |2.09 | 2.01 |1.96 |1.92 |1.87]1.82 |1.77 |1.71
26 |4.233.37 |2.98 |2.74 |2.59 2.47 (2,39 |2.32 | 2.27 [2.22 (2.15 |2.07 [1.99 [1.95 |1.90 |1.85 | 1.80 |1.75 |1.69

4.21'3.35 2.962.73 | 2.57 | 2.46 | 2.37 | 2.31 | 2.25 | 2.20 {2.13 (2.06 | 1.97 |1.93 | 1.88 [1.84 [1.79|1.73 [1.67
4.20 13.84 | 2.95(2.71 | 2.56  2.45 [ 2.36 | 2.29 | 2.24 | 2.19 |2.12 |2.04 |1.96 [1.91 |1.87 [1.82|1.77 | 1.71 |1.65
4.18 3,33!2.93 2.7012.556| 2.43 | 2.35| 2.28 | 2.22 | 2.18 | 2.10 [2.08 [1.94 |1.90 | 1.85 |1.81 |1.75|1.70 |1.64
4.17|5.32|2.92|2.69 2.5312.42(2.33|2.27/2.21 (2.16 {2.09 |2.01 |1.93 {1.89 |1.84 [1.79|1.74|1.68 |1.62
4.08|3.23 | 2.84 | 2.61 | 2.45 | 2.34 [ 2.25 [ 2.18 | 2.12 | 2.08 [2.00 |1.92 |1.84 |1.79 |1.74|1.69 | 1.64 | 1.58 |1.51
4.00 {315 2.76|2.53 | 2.37 | 2.25 (2.17(2.10 | 2.04 [1.99 (1.92 |1.84 |1.75 |1.70 | 1.65 | 1.59 | 1.53 | 1.47 |1.39
120 |3.92|3.07|2.68|2.45|2.29|2.18 | 2.09(2.02(1.96 | 1.91 [1.83 (1.75 |1.66 |1.61 | 1.55 [1.50 | 1.43|1.35 [1.25
© 3.84[3.00 2.60|2.37|2.21|2.10(2.01/1.94(1.88(1.83(1.75 |1.67 |1.57 [1.52(1.46|1.39(1.32(1.22 |1.00

[\-]
2

Sy = O N N
oS o o © 0w

Fuente: E. S, Pearson y H. O, Hartley, Biometrika Tables for Statisticians, Vol 2
(1972), Tabla 5, pdgina 178, con permiso de los autores y editores.
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APENDICE F

Percentila 99 (niveles 0.01), F g9,
para lg

distribucion F'

v, grados de libertad en el numerador

v, grados de libertad en el denominador

0.01
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120

4052
98.5
34.1
21.2
16.3
13.7
12.2
11.3
10.6
10.0
9.65
9.33
9.07
8.86
8.68
8.63
8.40
8.29
8.18
8.10
8.02
7.95
7.88
7.82
7.7
7.72
7.68
7.64
7.60

1 7.56

7.31
7.08
6.85
6.63

5000
99.0
30.8
18.0
13.3
10.9
9.55
8.65
8.02
7.56
7.21
6.93
6.70
6.51
6.36
6.23
6.11
6.01
5.93
5.85
5.78
5.72
5.66
5.61
5.67
5.63
5.49
5.45
5.42
5.39
5.18
4.98
4.79
4.61

5403
99.2
29.6
16.7
121
9.78
8.45
7.59
6.99
6.55
6.22
5.95
5.74
5.56
5.42
5.29
5.19
5.09
5.01
4.94
4.87
4.82
4.76
4.72
4.68
4.64
4.60
4.67
4.54
4.61
4.31
4.13
3.96
3.78

5625
99.2
28.7
16.0
11.4
9.15
7.85
7.01
6.42
5.99
5.67
5.41
5.21
5.04
4.89
4.1
4.67
4.58

-4.60

4.43
4.37
4.31
4.26
4.22
4.18
4.14
4.11
4.07
4.04
4.02
3.83
3.65
3.48
3.32

5764
99.3
28.2
15.5
11.0
8.75
7.46
6.63
6.06
5.64
5.32
5.06
4.86
1.70
4.56
4.44
4.34
4.25
4.17
4.10
4,04
3.99
3.94
3.90
3.86
3.82
3.78
3.75
3.73
3.70
3.51
3.34
317
3.02

5859
99.3
27.9
15.2
10.7
8.47
7.19
6.37
5.80

5.39
5.07
4.82
4.62

4.46
4.32
4.20

4.10
4.01

3.94
3.87
3.81

3.76
3.7

3.67
3.63
3.59
3.66
3.563
3.60
3.47
3.20

3.12
2.96
2.80

5928
99.4
27.7
15.0
10.5
8.26
6.99
6.18
5.61
5.20
4.89
4.64
4.44
4.28
4.14
4.03
3.93
3.84
3.77
3.70
3.64
3.59
3.54
3.50
3.46
3.42
3.39
3.36
3.33
3.30
3.12
2.95
2.79
2.64

5981
99.4
27.5
14.8
10.3
8.10
6.84
[ 6.03
5.47
5.06
4.74
4.50
4.30
[4.14
4.00
3.89
3.79
3.71
3.63
3.56
3.51
3.45
3.41
3.36
3.32
3.29
3.26
3.23
3.20
3.17
2.99
2.82
2.66
2.51

6023
99.4
27.3
14.7
10.2
7.98
6.72
5.91
5.35
4.94
4.63
4.39
4.19
4.03
3.89
3.78
3.68
3.60
3.52
3.46
3.40
3.35
3.30
3.26
3.22
3.18
3.15
3.12
3.09
3.07
2.89
2.72
2.66
2.41

6056
99.4
27.2
14.5
10.1
7.87
6.62
5.81
5.26
4.85
4.54
4.30
4.10
3.94
3.80
3.69
3.59
3.51
3.43
3.37
3.31
3.26
3.21
3.17
3.13
3.09
3.06
3.03
3.00
2.98
2.80
2.63
2.47
2.32

6106
99.4
27.1
144
9.89
7.72
6.47
5.67
5.11
4.71
4.40
4.16
3.96
3.80
3.67
3.65
3.46
3.37
3.30
3.23.
3.17
3.12
3.07
3.03
2.99
2.96
2.93
2.90
2.87
2,84
2.66
2.50
2.34
2.18

6157
99.4
26.9
14.2
9.72
7.56
6.31
5.52
4.96
4.56
4.25
4.01
3.82
3.66
3.52
3.41
3.31
3.23
3.16
3.09
3.03
2.98
2.93
2.89
2.85
2.82
2.78
2.76
2.73
2.70
2.52
2.36
2.19
2.04

6209
99.4
26.7
14.0
9.55
7.40
6.16
5.36
4.81
4.41
4.10
3.86
3.66
3.51
| 3.37
3.26
3.16
3.08
3.00
2.94
2.88
2.83
2.78
2.74
2.70
2.66
2.63
2.60
2.57
2.55
2.37
2.20
2.03
1.88

6235
99.5
26.6
13.9
9.47
7.31
6.07
5.28
4.73
4.33
4.02
3.78
3.59
3.43
3.29
3.18
3.08
3.00
2.92
2.86
2.80
2.75
2.70
2.66
2.62
2.58
2.56
2.52
2.49
2.47
2.29
2.12
1.95
1.79

6261
99.5
26.5
13.8
9.38

5.99
5.20
4.65
4.26
3.94
3.70
3.51
3.3
3.21
3.10
3.00
2.92
2.84
2.78
2.72
2.67
2.62

2.64
2.50
2.47
2.44
2.41
2.39
2.20
2.03
1.86
1.70

7.23

2,58

6287
99.5
26.4
13.7
19.29
7.14
5.91
5.12
4,57
4.17
3.86
3.62
3.43
3.27
3.13
3.02
2.92
2.84
2.76
2.69
2.64
2.68
2.54
2.49
2.45
2.42
2.38
2.35
2.33
2.30
2.11
1.94
1.76
1.59

6313
99.5
26.3
13.9
9.20
7.06
5.82
5.03
4.48
4.08

3.78 |

3.54
3.34
3.18
3.06
2.83
2.83
2.75
2.67
2.61
2.55
2.50
2.45
2.40
2.36
2.53
2.29
2.26
2.23
2.21
2.02
1.84
1.66
1.47

6339
99.5
26.2
13.6
9.11
6.97
5.74
4.95
4.40
4.00
3.69
3.45
3.25
3.09
2.96
2.84
2.75
2.66
2.58
2.52
2.46
2.40
2.35

| 2.31

2.27
2.23
2.20
2.17
2.14
2.11
1.92
1,73
1.53
1.32

6366
49.5
26.1

13.6
9.02
6.88
5.66
4.86
4.31

3.91

3.60
3.36
3.17

3.00
2.87

2.75
2.65
2.57
2.49

2.42
2.36
2.31

2.26
2.21

2.17
2.13
2.10
2.06
2.03
2.01

1.80
1.60
1.38
1.00

Fuente: E.S. Pearson y H.O.
Tabla 5, pigina 180,

Hartley, Biometrika Tables for Statisticians, Vol. 2 (1972),
con permiso de los autores y editores.



Apéndice G

Logaritmos decimales con cuatro cifras

Partes Proporcionales
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 23 465 67 8 9
10 | 0000 0043 0086 0128 0170 | 0212 0253 0294 0334 0374 4 8 12 17 21 25 29 33 37
11 | 0414 0453 0492 0531 0569 0607 0645 0682 0719 0755 4 811 15 19 23 26 30 34
12 | 0792 0828 0864 0899 0934 0969 1004 1038 1072 1106 3 710 14 17 21 24 28 31
13 | 1139 1173 1206 1239 1271 1303 1335 1367 1399 1430 3 610 13 16 19 23 26 29
14 | 1461 1492 1523 1553 1584 1614 1644 1673 1703 1732 3 6 9 12 16 18 21 24 27
156 | 1761 1790 1818 1847 1875 1903 1931 1959 1987 2014 3 6 811 14 17 20 22 25
16 | 2041 2068 2095 2122 2148 2175 2201 2227 2253 2279 3 5 811 13 16 18 21 24
17 | 2304 2330 2365 2380 2405 2430 2455 2480 2504 2529 2 5 710 12 15 17 20 22
18 | 2553 2577 2601 2625 2648 2672 2695 2718 2742 2765 2 5 7 912 14 16 19 21
19 | 2788 2810 2833 2856 2878 2900 2923 2945 2967 2989 2 4 7 911 13 16 18 20
20 | 3010 3032 3054 3075 3096 | 3118 3139 3160 3181 3201 2 4 6 811 13 15 17 19
21 | 3222 3243 3263 3284 3304 3324 3345 3365 3385 3404 2 4 6 810 12 14 16 18
22 | 3424 3444 3464 3483 3502 3522 35641 3560 3579 3598 2 4 6 810 12 14 15 17
23 | 3617 3636 3655 3674 3692 3711 3729 3747 3766 3784 2 4 6 7 911 13 15 17
24 | 3802 3820 3838 3856 3874 3892 3909 3927 3945 3962 2 4 5 7 911 12 14 16
25 | 3979 3997 4014 4031 4048 4065 4082 4099 4116 4133 2 3 5 7 91012 14 15
26 | 4150 4166 4183 4200 4216 4232 4249 4265 4281 4298 2 3 5 7 810 11 13 15
27 | 4314 4330 4346 4362 4378 4393 4409 4425 4440 4456 2 3 5 6 8 911 13 14
28 | 4472 4487 4502 4518 4533 4548 4564 4579 4594 4609 2 3 5 6 8 911 12 14
29 | 4624 4639 4654 4669 4683 4698 4713 4728 4742 4757 1 3 4 6 7 910 12 13
30 4771 4786 4800 4814 4829 4843 4857 4871 4886 4900 1 3 4 6 7 910 11 13
31 | 4914 4928 4942 4955 4969 4983 4997 5011 5024 5038 1 3 4 6 7 810 11 12
32 505t 5065 5079 5092 5105 5119 5132 5145 5159 5172 1 3 4 5 7 8 911 12
33 | 5185 5198 5211 5224 5237 5250 5263 5276 5289 5302 1 3 4 56 6 8 9 10 12
84 | 5315 5328 5340 5353 5366 5378 5391 5403 5416. 5428 1 3 4 5 6 8 910 11
35 | 5441 5453 5465 5478 5490 5502 5514 5627 5539 5551 1 2 4 5 6 7 910 11
36 5563 5575 5587 5599 5611 5623 5635 5647 5658 5670 1 2 4 5 6 7 810 11
37 | 5682 5694 5705 5717 5729 5740 5752 5763 5775 5786 e 28831 S5MY6 7N S ENOse()
38 | 5798 5809 5821 5832 5843 58556 5866 5877 5888 5899 1 2 3 5 6 7 8 910
39 | 5911 5922 5933 5944 5955 5966 5977 5988 5999 6010 1 2 3 4 5 7 8 910
40 | 6021 6031 6042 6053 6064 6075 6085 6096 6107 6117 1 2 3 4 5 6 8 910
41 | 6128 6138 6149 6160 6170 6180 6191 6201 6212 6222 1 2 3 4 5 6 7 8 9
42 | 6232 6243 6253 6263 6274 6284 6294 6304 6314 6325 1 2 3 4 5 6 7 8 9
43 | 6335 6345 6355 6365 6375 6385 6395 6405 6415 6425 1 2 3 4 5 6 7 8 9
44 | 6435 6444 6454 6464 6474 6484 6493 6503 6513 6522 1 2 3 4 5 6 7 8 9
45 | 6532 6542 6551 6561 6571 6580 6590 6599 6609 6618 ERN2SN31 SV S5 S 6 R TEMR IO
46 | 6628 6637 6646 6656 6665 6675 6684 6693 6702 6712 12 AT 5 G T R
47 | 6721 6730 6739 6749 6758 6767 6776 6785 6794 6803 10 S8 SEURGE S 26 T 8
48 | 6812 6821 6830 6839 6848 6857 6866 6875 6884 6893 1 2 3 4 4 5 6 7 8
49 | 6902 6911 6920 6928 6937 6946 6955 6964 6972 6981 1 2 3 4 4 5 6 7 8
50 | 6990 6998 7007 7016 7024 7033 7042 7050 7059 7067 1 2 3 3 4 5 6 7 8
51 | 7076 7084 7093 7101 7110 7118 7126 7135 7143 7152 1 2 3 3 4 65 6 7 8
62 | 7160 7168 7177 7185 7193 7202 7210 7218 7226 7235 1 2 2 3 4 6 6 7T 7
B3 | 7243 17251 7269 7267 7275 7284 7292 7300 7308 7316 1 2 2 3 4 56 6 6 7
54 | 7324 7332 7340 7348 7356 7364 7372 7380 17388 7396 1 2 2 3 4 5 6 6 7
N 0 1 2 3 4 53 6 7 8 9 [ 2 3h AT S A= O L L RS RO,
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Logaritmos decimales con cuatro cifras

APENDICE G

Partes Proporcionales

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 8 45 6 178 9
55 | 7404 7412 7419 7427 7435 | 7443 7451 7459 7466 7474 | 1 2 2 3 4 5 5 6 7
56 | 7482 7490 7497 7505 7513 | 7520 7528 7536 7543 7651 |1 2 2 38 4 b6 b 6 7
57 | 7559 7566 7574 7582 7589 | 7597 7604 7612 7619 7627 [ 1 2 2 3 4 b 5 6 7
58 | 7634 7642 7649 7657 7664 | 7672 7679 7686 7694 7701 [ 1 1 2 38 4 4 5 6 7
59 | 7709 7716 7728 7731 7738 | 7745 7752 7760 7767 7774 |1 1 2 3 4 4 6 6 7
60 | 7782 7789 7796 7803 7810 | 7818 7825 7832 7839 7846 [ 1 1 2 3 4 4 5 6 6
61 | 7853 7860 7868 7875 7882 | 7889 7806 7903 7910 7917 (1 1 2 3 4 4 5 6 6
62 | 7924 7931 17938 7945 7952 | 7959 7966 7973 7980 17987 |1 1 2 3 3 4 5 6 6
63 | 7993 8000 8007 8014 8021 | 8028 8035 8041 8048 8055 |1 1 2 3 3 4 b b6 6
64 | 8062 8069 8075 8082 8089 | 8096 8102 8109 8116 8122 (1 1 2 3 3 4 5 5 6
65 | 8129 8136 8142 8149 8156 | 8162 8169 8176 8182 8189 [ 1 1 2 38 3 4 5 5 6
66 | 8195 8202 8209 8215 8222 | 8228 8235 8241 8248 8254 |1 1 2 3 3 4 5 5 6
67 | 8261 8267 8274 8280 8287 | 8293 8299 8306 8312 8319 (1 1 2 3 8 4 5 b6 6
68 | 8325 8331 8338 8344 8351 | 8357 8363 8370 8376 8382 (1 1 2 3 3 4 4 5 6
69 | 8388 8395 8401 8407 8414 | 8420 8426 8432 8439 8445 |1 1 2 2 38 4 4 b 6
70 | 8451 8457 8463 8470 8476 | 8482 8488 8494 8500 8506 |1 1 2 2 3 4 4 5 6
71 | 8513 8519 8525 8531 8537 | 8543 8549 8555 8561 8567 |1 1 2 2 3 4 4 5 6
72 | 8573 8579 8585 8591 8597 | 8603 8609 8615 8621 8627 |1 1 2 2 3 4 4 b b
78 | 8633 8639 8645 8651 8657 | 8663 8669 8675 8681 8686 |1 1 2 2 3 4 4 5 5
74 | 8692 8698 8704 8710 8716 | 8722 8727 8733 8739 8745 (1 1 2 2 38 4 4 B 5
75 | 8751 8756 8762 8768 8774 | 8779 8785 8791 8797 8802 |1 1 2 2 3 3 4 5 5
76 | 8808 8814 8820 8825 8831 | 8837 8842 8848 8854 8859 |1 1 2 2 3 3 4 5 6
77 | 8865 8871 8876 8882 8887 | 8893 8899 8904 8910 8915 |1 1 2 2 3 3 4 4 6
78 | 8921 8927 8932 8938 8943 | 8949 8954 8960 8965 8971 |1 1 2 2 3 B3 4 4 5
79 | 8976 8982 8987 8993 8998 | 9004 9009 9015 9020 9025 |1 1 2 2 3 3 4 4 5
80 | 9031 9036 9042 9047 9053 | 9058 9603 9069 9074 9079 [ 1 1 2 2 3 8 4 4 b
81 | 9085 9090 9096 9101 9106 | 9112 9117 9122 9128 9133 [ 1 1 2 2 3 3 4 4 5
82 | 9188 9143 9149 9154 9159 | 9165 9170 9175 9180 9186 | 1 1 2 2 3 3 4 4 6
83 | 9191 9196 9201 9206 9212 | 9217 9222 9227 9232 9238 ({1 1 2 2 8 38 4 4 b
84 | 9243 9248 9253 9258 9263 | 9269 9274 9279 9284 9289 |1 1 2 2 38 3 4 4 b
85 | 9294 9299 9304 9309 9315 | 9320 9325 9330 9335 9340 [ 1 1 2 2 3 3 4 4 5
86 | 9345 9350 9355 9360 9365 | 9370 9375 9380 9385 9390 [ 1 1 2 2 3 3 4 4 5
87 | 9395 9400 9405 9410 9415 | 9420 9425 9430 9435 9440 |0 1 1 2 2 3 3 4 4
88 | 9445 9450 9455 9460 9465 | 9469 9474 9479 9484 9489 | 0 1 1 2 2 3 3 4 4
89 | 9494 9499 9504 9509 9513 | 9518 9523 9528 9533 9538 [0 1 1 2 2 3 3 4 4
90 | 9542 9547 9552 9557 9562 | 9566 9571 9576 9581 9586 | 0 1 1 2 2 3 3 4 4
91 | 9590 9595 9600 9605 9609 | 9614 9619 9624 9628 9633 | 0 1 1 2 2 3 3 4 4
92 | 9638 9643 9647 9652 9657 | 9661 9666 9671 9675 9680 [ 0 1 1 2 2 3 3 4 4
93 | 9685 9689 9694 9699 9703 | 9708 9713 9717 9722 9727 |0 1 1 2 2 3 3 4 4
94 | 9731 9736 9741 9745 9750 | 9754 9759 9763 9768 9773 [ 0 1 1 2 2 3 3 4 4
95 | 9777 9782 9786 9791 9795 | 9800 9805 9809 9814 9818 | 0 1 1 2 2 3 3 4 4
96 | 9823 9827 9832 9836 9841 | 9845 9850 9854 9859 9863 [ 0 1 1 2 2 3 3 4 4
97 | 9868 9872 9877 9881 9886 | 9890 9894 9899 9903 9908 [ 0 1 1 2 2 3 3 4 4
98 | 9912 9917 9921 9926 9930 | 9934 9939 9943 9948 9952 [ 0 1 1 2 2 3 3 4 4
99 | 9956 9961 9965 9969 9974 | 9978 9983 9987 9991 9996 [ 0 1 1 2 2 3 3 3 4
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Apéndice H

Valores de ¢

(0<A<])

A 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 1.0000 .9900 .9802 .9704 .9608 .9512 9418 .9324 .9231 .9139
0.1 .9048 .8958 .8869 .8781 .8694 .8607 .8521 .8437 .8353 .8270
0.2 .8187 .8106 .8025 .7945 .7866 7788 7711 7634 .7658 .7483
0.3 .7408 7334 7261 7189 7118 7047 6977 .6907 .6839 6771
04 .6703 .6636 .6570 .6505 .6440 | .6376 .6313 .6250 .6188 .6126
0.5 .6065 .6005 .5945 .5886 .5827 5770 5712 .5655 .5599 .5543
0.6 .5488 .5434 .5379 .5326 5273 | .5220 .5169 6117 .5066 .5016
0.7 .4966 4916 .4868 .4819 4771 4724 4677 .4630 .4584 .4538
0.8 .4493 4449 .4404 .4360 4317 4274 .4232 .4190 4148 .4107
0.9 .4066 .4025 .3985 .3946 .3906 .3867 .3829 .3791 .3753 .3716

(A=1,238,...,10)

A 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

=M .36788  .13534 .04979  .01832 .006738 .002479 .000912 .000335 .000123 .000045

NOTA: Para obtener los valores de ¢ —* para otros valores de A, emplear las leyes de los exponentes.
Ejemplo: e—348 — (e—3:00)(e—=0-48) = (,04979)(.6188) = .03081.
'd .
Apéndice |
Nameros aleatorios

51772 74640 42331 29044 46621 62898 93582 04186 19640 87056
24033 23491 83587 06568 21960 21387 76105 10863 97453 90581
45929 60173 52078 25424 11645 55870 56974 37428 93507 94271
30586 02133 75797 45406 31041 86707 12973 17169 88116 42187
03585 79353 81938 82322 96799 85659 36081 50884 14070 74950
64937 03355 95863 20790 65304 55189 00745 65253 11822 15804
15630 64759 51135 98527 62586 41889 25439 88036 24034 67283
09448 56301 57683 30277 94623 85418 68829 06652 41982 49159
21631 91157 77331 60710 52290 16835 48653 71590 16159 14676
91097 17480 29414 06829 87843 281956 27279 47152 35683 47280

352




Respuestas a problemas suplementarios

CAPITULO 1
1.57. (a) A = {6,8,10,12,14} (b) A = {x|x espar, 5 <z <15}

1.63. (@) {1,2,3,4,5} (c) {5} (&) @ (9) {2,5,8)
(0) {1,2,3,4,5} (d) 15} (f 8 (R) {5}

1.64. (a) {2,3,4} (b) {2} (o) {x|2=0,x+2,3,4} (d) {4} () {8} (/) 384
1.81. (a) 5/26 (b) 5/36 (c) 0.98, (d) 2/9 (e) /8

1.82. (a) Probabilidad de rey en la primera extraccién y no rey en la segunda.
(b) Probabilidad de rey en la primera extraccion o rey en la segunda o ambas.
(¢) No rey en la primera extraccién o no rey en la segunda o ambas (no rey en la primera y segunda extrac-
ciones).
(d) No rey en la primera, segunda y tercera extracciones.

(¢) Probabilidad de rey en la primera extraccion y rey en la segunda o no rey en la segunda y rey en la ter-
cera,

1.83. (a) 1/3 (b) 3/5 (c) 11/15 (d) 2/5 (e) 4/5

1.84. (a) 4/25 (e) 16/25 (e) 11/15 (g) 104/225 (7)) 6/25
(b) 4/75 (d) 64/225 (f) 1/5 (h) 221/225 (4) 52/225

1.85. (a) 29/185 (c) 118/185 (e) 11/15 (9) 86/185 (i) 9/37
(b) 2/37 (d) 52/185 (f) 1/6 (h) 182/185 (j) 26/111

1.86. (a) 3/10 (b) 1/10 (c) 3/5

1.87. (a) 1/2197 (b) 1/17,576 1.106. (a) 32,805 (b) 11,664
1.88. 1/3 1.107. 1260

1.94 21/56 1.108. (a) 120 (b) 72 (c) 12
1.95. 21/31 1.109. (@) 10 (b)) 70 (c) 45
19. 1/3 1.110. n =6

1.97. 14/57 1.111. 210

1.100. 8 1.112. 840

1.101. (a) 12  (b) 2520 (c) 720 1.113. (a) 42,000 (b) 7000
1.102. n =5 1.114. () 120 (b) 2520
1.103. 60 1.115. (a) 150 (b) 46  (c) 100
1.104. (a) 5040 (b) 720 (c) 240 1.116. (a) 17  (b) 163

1.105. (a) 8400  (b) 2520 1.117. (a) 20 (b) 830 (c) 14/99
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1.118.

RESPUESTAS A PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

(@) «® + 625y + 15xty2 + 2023y3 + 1522y8 + 6xy5 + yb
(b) a* — 428y + 622y2 — dxyd + yt

(¢) «5— 523+ 10x — 10x—1 + 528 — x—5

(d) «8 + 828 + 24x¢ + 3242 + 16

1.119. 2016
1.122. {a) 5/18 (b) 11/36 (c) 1/36
1.123. (a) 47/52 (b) 16/221 (c) 15/34 (d) 13/17 (e) 210/221 (f) 10/13 (g) 40/51
1.124. 5/18
1.125. (a) 81:44 (b) 21:4
1.126. (a) (13C7)(13C2)(13Ca)(1aC1)/52C3  (b) 4/50C5
1.127. (¢C3)(sC5)/14Cs5
1.128. (a) 91/216 (b) al menos 17
1.129. (a) 4°13C3/50C3 () (4C5° 45C1 + 4C3)/55C3
1.130. 4(;3C9)(39C4)/55C53 1.138. (a) 120 (b) 60 (c) 72
1.131. 2.95 X 1025 1.139. (a) 3/1250 (b) 237/5000
1.133. 0.8% aproximadamente 1.140. 3125/46,656
1.135. V11 — 3 1141, (a)4 (b) 14
1.146. (a) 4/5,Cs () 4°(33C5)/5:C5
(b) (13)(2)(4)(6)/5,C5 (d) (5)(4)(3)(2)/(52)(51)(50)(49)

1.147. 2/243 ,
1.148. (a) 126 (b) ,4,—1Cp_,
1.149. (a:) 462 (b) ,_C._,
1.150. (a) 3/32 (b) 1/16 (c) 1/32 (d) 1/8
1.151. prob A gane = 61/216. prob. B gane = 5/36, prob.empate = 125/216
1.153. (@) 12/(5,C13M39C13) (b)) 24/(54C;3)(39C13)(26C13)
CAPITULO 2
2.38. (a) x o] 1| 2 | 3 239.  (a) x 0 | 1 2

f(x) | 1/8 | 3/8 | 3/8 I: 1/8 f(x) | 3/28 ll5/28 ll 5/14
2.40. (a) 7z 0 1 2

f(x) | 9/64 | 15/32 | 25/64

(h) T7/442



2.42.

2.43.

2.46.

2.47.

2.48.

2.49.

2.50.

2.51.

2.58.

2.54.

2.55.

2.57.

2.58.

2.60.

2.61.

()

(a)

(a)

(@) 3

F(x)

RESPUESTAS A PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

xo'.1'|234

194,580 | 69,184 ‘ 6768 192 1
f@) | 970,725 | 270,725 | 270,725 | 270,125 | 270725

F(x) | 1/8]| 1/2 | 7/8 | 1

x 1 2 3 4
(b)3/4 (c)7/8 (d)3/8 (e)7/8

f(e) | 1/8 | 1/4 | 3/8 | 1/4

) e3—e 8 (c)e? (d1—e3

_ [1—e3 x=z=0
o =0

(e) 6/29 (b) 15/29 (c) 19/116

0 =
(223 — 2)/29 =x=2
<

1
F@ = ) sezt2y20 2=a=3
1 z=3
1 b ) el e 26/27 (d) 1/9
ey SR PARD) = ARV ()} de otra forma (el ek (@)
3 0 z=0
(@) 1/2 (b) 15/16 (c) 3/4 (d) F(x) = {%¥4 0=z=2
1 x =2

(@) 1/36 (b) 1/6 (c) 1/4 (d) 5/6 (e) 1/6 (f) 1/6 (9) 1/2

(a)

0 otra z= 0 otra ¥

z/6 =1,2,3 y/6 y=1238
fi(=) = { (b) faly) = {

(a) 3/2 (b) 1/4 (c) 29/64 (d) 5/16

(a)

(a)
(b)

(a)

(b

0 z=0 Jo y=0
Fiz) = {30@®+2) 0=x=1 () Foly) = {3w+y) 0=ys=
1 z =1 1 =

f(z|y) = f,(x) para y = 1,2,3 (véase Problema 2.55)
fy| %) = fy(y) para x = 1,2,3 (véase Problema 2.55)

i) [Etn/w+d 9=x=1, 0=y=1
x|y = LO

otrax, 0=y=1

(z+p/(xz+}) 0=x=1 0=y=1
fly =) {0.

0=2=1, otray
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2.62.

2.63.

2.64.

2.68.

2.70.

2.72.

2.74.

2.717.

2.78.

2.79.

2.86.

2.87.

2.88.

2.89.

2.91.

2.93.

2.95.

2.96.

2.98.

2.99.

RESPUESTAS A PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

. - (2 +y2)/2+} O0=x=1 0=y=1
(a) f(x“/) = {0 otraz, 0Sy=1
a (x> +y?)/(x2+}) 0=x=1, 0=y=1
by flylz) = {0 0=x=1, otra y
Jl ez 220, y=0 ey =0
V4 ﬂxm_{o z<0, yzo O f(ylx)_{o Q=4

e~ W/2\/;/_para y > 0; 0 de otra forma
(27)~V2y—1/2¢~vparay > 0; 0 de otra forma

1/ para —7/2 < y < #/2; 0 de otra forma

3 -b<y<1
0 de otra forma

(@) gly) = {

-y~ 0<y<i1
®) gy) = {Fw—1)"23 1<y<2

0 de otra forma

ve~ V(1 +u)2parau = 0, v = 0; 0 de otra forma

—lnz 0<z<1 ' 2%e—3/6 x=0
9(e) = 0 de otra forma ZB2S Ry NS 0 <0
n 0=u=s1
glu) = 2—u 1=u=2 2.83. 1/4
0 de otra forma ‘
SRy 2.84. 35/288
ollr 0 u<o0 L7}

5 g : 0 z <1
(a) {8 el = 1—-37v y=z<y+1, y=1,2,3,...

fl —e 2222 +1) x=0
(a) 4 (b) F(x) = ‘LO <o

(@) 8/7 (b) 5/7

(@) e=1 (b) 8¢=2 — 2¢—1 — ¢4

@ ¢, =2 =9 (b) 9e~2—14¢=3 (c) d4e-5 — 4e—7 (d) e~% — e—4

1/4 A z + \} 0I<z<1
(a) (b) 7 () filx) = 0 o T d foly) =
e~ 2Ny y>0 18¢~2¢ 4 > 0

(a) 0 de otra forma ®) 10 de otra forma

1 2100 1
(b) 5(1 —1n2) (¢) z+=-In2 (d) -In2 2.100. (b) 16/2566

6 2 2
de"¥2 220

g(z) = { 0 o g 2.106. (a) 46/256

(b) 7/18 ; T 2.108. V2/2

(d) 26/81

(d) 3e—2 (e) Be—%4 — Te—8

(e) de—3

0

(c) 9/16

(b) 1/14

(e). 1/9

{mu) 0<y<?2

de otra forma

(d) 0



CAPITULO 3
343. (@1 (b7 ()6 3.52. (a)2/3 (b)2/3 (c)4/3 (d)4/9
3.44. (@) 3/4 (b)1/4 (c) 3/5 3.54. (a)'7/12 (b) /6
() 7/4 (d)2/3 (e)7/4 (f) 2/3

345. @1 (B2 (o)1 3.56. (a)3/2 (b) —29/6 (c)1/4 (d) 1/4
3.46. 10.5 356. (a)n (b) 13n/6
3.47. 3 3.57. (a) 35/12 (b) V35/12
3.48. (@)1 (b)1 (c) 1/4 3.58. (a)4/3 (b) V473
3.50. (a)7/0 (b)6/5 () 19/10 (d) 5/6 359. (@)1 (b)1
3.60. (a) Var(X) =5, ox =V5  (b) Var(X) = 3/80, ox = V/15/20
3.61. (@4 (b2
3.62. (a)3/2 (b)39/4 (c) V39/2
3.64. (a) (et/2+e"t/2) =cosht (b)) p=0, pp=1, ug=0, p{=1
3.65. (a) (1+2te2t—e20)/2t2  (b) u=4/3, uj =2, uj = 16/5, uj = 16/3
366. (@) #;,=0, u3=>5, uy3 = —5, uy = 35

() u; =0, up = 3/80, uy = —121/160, u, = 2307/8960
367. (a) M/(1—1t), t|]<1 (b) p=1, ps=2, uj =6, u{ =24
368. 4 =0, =1, py =2, ps=33
3.69. (a) (bk*!=—ak+1)/(k+1)}b—a)  (b) [1+ (—1)k|(b— a)k/2k+1(k+ 1)
3.72. peive + geiv
3.73. (senaw)/aw
3.74. (eio — 2ie%iv —1)/u2
3.77. (a) 11/144 (b)) 11/144 (¢) V1I1/12 (d) VI1/12 (e) —1/144 (f) —1/11
378. (@1 (1 (91 @1 (90 (o
3.79. (a) 73/960 (b) 73/960 (c) V73/960 (d) V73/960 (e) —1/64 (f) —15/73
3.80. (a) 233/324 (b) 233/324 (c) V233/18 (d) V233/18 (e) —91/324 (f) —91/233
3.81. (a)4 (b)4/V35
3.82. —V15/4
3.83. (a) (Br+2)/(6x+3Ypara0 =z =1 (b) (3y+2)/(6y+3)parad =y =1
3.84. (a) 1/2 para‘x =0 (b) lparayZ0

RESPUESTAS A PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS
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3.85.

3.89.

3.90.

3.91.

3.92.

3.94.

3.100.

3.101.

3.105.

3.108.

3.109.

3.113.

3.114.

3.116.

3.118.

3.119.

3.120.

3.121.

3.122.

3.123.

3.124.

3.125.

3.126.

3.127.

RESPUESTAS A PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

(a) X 0 1 2 (b) Y o b 5
EY|X) [4/3 | 1 | 5/7 EX|Y) | 43 | 76 | 1/2
Wy ey 2 U= ®) gEptiy PHe0=vY =1

(@) 1/9 (b)) 1

(a) X 0 1 2 (®) Y 0 1| 2
Var (Y |X) | 5/9 | 4/5 | 24/49 Var(X|Y) |5/9 | 29/36 | 7/12

(@ 1 (b) 1/4 3.102. (@) no existe () -1 () 0

(@ e=2 (b) 0.5 3.103. (@) 3 ()3 (o) 3

(@ 0 (b)) n2 (o) 1 3.104. (a) 1 — §V3 (b) 1/2

(@ 1/V3 (b)) A/1—(1/V/2) () 8/15

(@ \1-GBVI0) () \1-(/32) (o) VIZ (d) \1-a/10)

(@1 (b)) (V3-1)/4 (c) 16/81

(@1 (b) 0.17 () 0.051

(@) 1—2e~1  (b) no existe

(@) 2(V3—1)/3  (b) 15/7

(@2 (9

(@) 0 (b) 24/5a

(@2 (b)9

(@) /3  (b) 5/9  (c) (e*+ 22 +3¢3)/6  (d) (' + 220 + 3e3i0)/6  (e) —T/27

(@) 1/3  (b) 1/18  (c) 2(et—1—t)/t2  (d) —2(ei® — 1 —dw)/w® (€) 1/13b

(a) 21/2  (b) 36/4
(@) 4/3 (€) (1 + 2tet — e2t)/2e2 (e) —2V18/15
(b) 2/9 (d) —(1 + 2iwediv — g2iv)/2,2 (f) 12/5

1

(@ 1 (b) 8(2V2—1)/1b
(@2 (b) V2r/2

(@0 () 1/3 (c) 0



RESPUESTAS A PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

CAPITULO 4

4.61. (a) 1/64 (b) 3/32 (c)15/64 (d) 5/16 (e) 15/64 (f) 3/32 (g) 1/64

4.62. (a)57/64 (b) 21/32 4.66. (a) 17/162 (b) 1/324
4.63. (a)1/4 (b)5/16 (c) 11/16 (d) 5/8 4.66. 64/243
4.64. (a)250 (b)25 (c) 500 4.67. 193/512

4.68. (a) 32/243 (b) 192/243 (c) 40/243 (d) 242/243

4.69. (a)42 (b) 3550 () —0.1127 (d) 2.927

4.71. (o) npg(g—p) (b) npq(l — 6pg) + 3n2p2e?

473. (a) 1.5,—1.6 (b) 72, 90

4.74. (a) 754 (b) 9

4.75. (a) 0.8767 (b) 0.0786 (c) 0.2991

4.76. (a) 0.0375 (b) 0.7123 (c) 0.9265 (d) 0.0154 (e) 0.7251  (f) 0.0395
4.17. (a) 0.9495 (b) 0.9500 (¢) 0.6826

4.78. (a) 0.75 (b) —1.86 (c) 2.08 (d) 1.626 6 0.849 () *1.645
4.79. —0.995

4.80. 0.0668

4.81. (a)20 (b)36 (c) 227 (d) 40

4.82. (a)93% (b)81% (c) 0.47% (d) 15%

4.83. 84

4.84. (a)61.7% (b) 54.7%

4.85. (a)95.4% (b) 23.0% (c) 93.3%

4.86. () 115 (b) 0.77

4.87. (a)0.9962 (b) 0.0687 (c) 0.0286 (d) 0.0558

4.88. (a) 0.2511 (b) 0.1342

4.89. (a) 0.0567 (b) 0.9198 (c) 0.6404 (d) 0.0079

4.90. 0.0089

491. (a) 0.04979 (b) 0.1494 (c) 0.2241 (d) 0.2241 (e) 0.1680 (f) 0.1008
4.92. (a)0.0838 (b) 0.5976 (c) 0.4232

4.93. (a) 0.05610 (b) 0.06131

359
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4.94. (a) 0.00248 (b) 0.04462 (c) 0.1607 (d) 0.1033 () 0.6964 (f) 0.0620
4.101. (e) 5/3888 (b) 5/324

4.102. (a) 0.000348 (b) 0.000295

4.103. 3/8

4.104. (a) 70/429 (b) 1/143  (c) 142/143
s o (D)%) » (%))
4.106. (a) <‘;g><f3>/

<gg> (8) [(40C0o)20C20) + (40C1)(20C19) + (40C2)(20C18)]/60C20

4.109. (a) 3/4  (b) 3/4 4.120. (a) 1 - % (b) %e—w —ge—l
4.111. (@) 0 (5) 2(b— a)¥/5 4.126. (a) 21.0  (b) 262 () 23.3

4.112. (@) 0 (b) 9/5 4.127. (@) 165  (b) 301 (c) 413  (d) 55.8
4.113. 1/4 4.128. (a) 201  (b) 362 (c) 483  (d) 6.7
4.114. (@) 3/4 (b)) 1/3 4.129. (a) 9.59 y 342

4.130. (a) 16.0 (b) 6.35 (c) suponiendo dreas iguales en las dos colas, x21 =217 y xz =14.1
4.131. (a) 1225 (b) 179.2

4.132. (a) 207.7 (b) 295.2

4.135. (a) 2.60 (b) 1.75 (c) 1.34 (d) 295 (e) 2.13

4.136. (¢) 3.75 (b) 268 (c) 248 (d) 2.39 (e) 2.33

4.137. (a) 1.71 (b)) 2.09 (c) 4.03 (d) —0.128

4.138. (a) 1.81  (b) 2.76 (c) —0.879 (d) —1.37

4.141. (a) 2.62 (b) 1.73 (c) 1.84 (d) 0.352 (e) 0.361 (f) 0.166

CAPITULO 5
5.49. (a) 9.0 (b) 4.47 (c) 9.0 (d) 3.16

5.50. (a) 9.0 (b) 4.47 (¢) 9.0 (d) 2.58

5.51. (a) pux = 22.40 oz, oz = 0.008 oz (b) ux = 22.40 oz, o3 ligeramente menor que 0.008 oz
5.52. (a) ugx = 22.40 oz, oz = 0.008 oz (b) ugx = 22.40 oz, oz = 0.0057 oz

5.53. (a) 237 (b) 2 (¢) ninguna (d) 24

5.54. (a) 0.4972 (b) 0.1587 (c¢) 0.0918 (d) 0.9544

5.55. (a) 0.8164 (b) 0.0228 (c) 0.0038  (d) 1.0000



5.56.

5.57.

5.58.

5.59.

5.60.

5.62.

5.63.

5.64.

5.65.

5.80.

5.81.

5.82.

5.86.

5.87.

5.92.

5.93.

5.94.

5.95.

5.96.

5.97.

5.98.

5.507.

5.108.

5.109.

5.111.

5.112.

5.113.
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0.0026 5.66. 0.0482

(a) 0.0019  (b) 0.9596  (c) 0.1161 5.67. 0.0136

(@ 2 (b) 996 (c) 218 5.68. 0.0316

(a) 0.0179  (b) 0.8664  (c) 0.1841 5.70. (a) 118.791b  (b) 0.74 1b
(@6 ()9 ()2 @12 5.71. 0.0228

(@) 6 (b) 125 5.72. (a) 10.00 (b) 11.49

(@) 0.0077 () 0.8869 5.73. (a) 40/3 (b) 28.10

(a) 0.0028 (b) 0.9172 5.74. (a) 060 (b) 0.17 () 0.28
(@) 0.2160  (b) 0.0064  (c) 0.4504 5.75. (a) 0.36  (b) 0.49

(a) menor que 0.01 (b) entre 0.01 y 0.05 pero més cerca a 0.01

(a) menor que 0.01 (b) menor que 0.01.

(a) 799 (c) 949.5 (e) 100 (horas) (g) 62/400 = 0.166 6 15.6% (1) 19.0%
(b) 1000 (d) 10995, 1199.5 (f) 76 (h) 29.6% (j) 178.0%
(@) 24% (b) 11% (c) 46%

(a) 0.003 pulg.

(b) 0.3195, 0.3225, 0.3255, . .., 0.3375 pulg.

(¢) 0.320-0.322, 0.323-0.325, 0.326-0.328, ..., 0.3356-0.337

86 5.99. 5010

0.50 s 5.100. 0.72642 pulgadas

8.2 5.101. 26.2

(a) 82 (b) 79 5.102. (a) 2.16 (b) 0.90 (c) 0.484

78 5.104. 45

80%, 20% 5.105. (a) 0.733 ton. (b) 88.60

11.09 tons. 5.106. (a) £ =247 (b) 8 =1.11

(a) 0.000576 pulgadas (b) 72.1%, 93.3%, 99.76%
(a) 146.8 1b, 129 1b

(a) 0.7349 pulg., 0.00495 pulg.

(@) 6 (b) 40 (c) 288 (d) 2188
@0 (b4 ()0 (d) 25.86 .
(@ -1 ()6 () —91 (d) 53
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5.115. 0, 26.25, 0, 1193.1
5.116. 7
5.117. (a) 0, 6, 19, 42 (b) —4, 22, —117, 560 (¢) 1, 7,38, 74
5.118. 0, 0.2344, —0.0586, 0.0696
5.121. m; =0, my = 5.97, mg = —3.97, m, — 89.22
5.122. m; =0, m, = 0.53743, m, = 0.36206, m, = 0.84914
5.123. (a) 0 (¢) 92.35 (e) 26.2 (9) 739.38 (i) 706,428
(b) 52.95 (d) 7158.20 (f) 7.28 (h) 22,247 (J) 24,545
5.124. (a) —0.2464 (b) 2.62 5.128. (a) 7.2 (b) 84
5.125. (a) 0.4939 (b) 2.94 5.129. (a) 106 (b) 4
5.126. La primera distribucién 5.130. 159
5.127. (a) lasegunda (b)la primera 5.131. (a) 78.7 (b) 0.0090
CAPITULO 6
€.29. (a) 951b (b) 074162 (c) 0.78 y 0.86 Ib respectivamente
6.30. (a) 1200 hr (b) 105.4 hr
6.31. (a) Las estimas de las desviaciones tipicas de la poblacién para los tamaiios de muestra 30, 50 y 100 tubos
son respectivamente, 101.7, 101.0 y 100.5 horas. Las estimas de las medias de la poblacién son 1200 ho-
ras en todos los casos.
6.832. (a) 11.09 = 0.18 tons. (b) 11.09 = 0.24 tons.
6.33. (a) 0.72642 = 0.000095 pulg, (¢) 0.72642 = 0.000072 pulg.
(b) 0.72642 = 0.000085 pulg. (d) 0.72642 = 0.000060 pulg.
6.34. (a) 0.72642 = 0.000025 pulg. (b) 0.000025 pulg.
6.35. (a) al menos 96 (b) al menos 68 (c) al menos 167 (d) al menos 225
6.36. (a) al menos 384 (b) al menos 271 (c) al menos 666 (d) al menos 900
6.37. (a) 7.38 = 0.82 onzas (b) 7.38 = 1.16 onzas
6.38. (a) 7.38 = 0.73 onzas (b) 7.38 * 0.96 onzas
6.39. (a) 0.298 = 0.030 segundos (b) 0.298 = 0.049 segundos
6.40. (a) 0.70 = 0.12, 0.69 = 0.11 (b) 0.70 = 0.(15, 0.68 = 0.15 (¢) 0.70 = 0.18, 0.67 = 0.17
6.41. (a) al menos 323 (b) al menos 560 (c) al menos 766
6.43. (a) 1.07 = 0.09 hr (b) 1.07 = 0.12 hr
6.44. (a) 0.045 = 0.073  (b) 0.045 = 0.097 (c) 0.045 = 0.112



6.45. (a) 63.8 = 0.24 onzas (b) 63.8 = 0.31 onzas

6.46. (a) 1800 = 2491b  (b) 1800 = 328 1b  (¢) 1800 = 382 Ib

6.47. 86 1b

6.48. (a) al menos 4802 (b) al menos 8321 (c) al menos 11,250

6.49. (a) 87.0 a 230.9 horas  (b) 78.1 a 288.5 horas

6.50. (a) 95.6 a 170.4 horas  (b) 88.9 a 190.8 horas

6.51. (a) 106.1 a 140.5 horas (b) 102.1 a 148.1 horas

6.52. (a) 0.269 a 7.70  (b) 0.453 a 4.58

6.63. (a) 0.519 a 2.78 (b) 0.673 a 2.14

6.54. (a) 0.138 a 10.8  (b) 0.259 a 5.02

6.56. (a) 0.941 a 2.20, 1.067 a 1.944 (b) 0.654 a 1.53, 0.741 a 1.35

6.67. N = (Sx)/n

6.58. 1 = E(Hi—?%xg}

6.69. k = —1— m"—x)

6.60. (a) *4.60 (b) =3.06 (c) =2.79 (d)y =2.75 (e) £2.70

6.61. (a) 2400 * 45 libras, 2400 = 59 libras (b) 87.6%

6.62. 1055 a 139.6 horas

CAPITULO 7

7.63. («) 0.2606

7.64. (a) Aceptar la hipotesis si las bolas rojas extraidas estin entre 22 y 42; rechazarla en caso contrario. (b) 0.99.
(c) Aceptar la hip6tesis si las bolas rojas extra{das estin entre 24 y 40; rechazarla en caso contrario.

7.65. (a) (Hy, p=0.5), (H;: p>0.5). (b) Ensayo unilateral. (c) Rechazar Hy si se extraen mds de 39 bolas rojas y
aceptarla en caso contrario (o no tomar decisién alguna). (d) Rechazar H, si se extraen mis de 41 bolas ro-
jas, y se acepta en caso contrario (o no se toma ninguna decisién).

7.66. (a) No se puede rechazar la hip6tesis al nivel de 0.05.

(b) Se puede rechazar la hipé6tesis al nivel de 0.05.

7.67. No se puede rechazar la hipotesis al nivel de 0.01 en (a) ni en (b).

7.68. Se puede rechazar la afirmacién a ambos niveles mediante un ensayo unilateral.

7.69. Si, en ambos niveles, mediante un ensayo unilateral en ambos casos.

7.70. El resultado es significativo al nivel de 0.05 en ambos ensayos.

RESPUESTAS A PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS
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1.71.
7.72.
7.73.
7.74.
7.75.

7.76.

7.71.

7.78.
7.79.

7.80.

7.81.

7.82.

7.83.

7.84.
7.85.
7.86.
7.87.
7.88.
7.89.
7.90.

7.94.
7.95.
7.96.
7.98.
7.99.

7.100.

7.101,
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El resultado es significativo a este nivel con un ensayo unilateral, pero no lo es con un ensayo bilateral.
(a) si (b) no

Un ensayo unilateral a ambos niveles de significacién muestra que la marca B es superior a la marca A.
Un ensayo unilateral muestra que la diferencia es significativa al nivel 0.05 pero no al nivel 0.01.

Un ensayo unilateral muestra que el nuevo fertilizante es superior a ambos niveles de significacién.

(a) Un ensayo bilateral indica que no hay diferencia en la calidad de fabricacién al nivel de 0.05.
(b) Un ensayo unilateral muestra que B no es mejor que A al nivel de 0.05.

Un ensayo bilateral muestra que no hay evidencia a ninguno de los dos niveles de que la duracién media haya
cambiado.

Un ensayo unilateral indica que no disminuye la media a ninguno de los dos niveles.
Un ensayo bilateral a ambos niveles muestra que el producto no cumple con las especificaciones.

Un ensayo unilateral muestra que a ambos niveles el contenido medio en cobre es mis alto que el sefialado en
las especificaciones.

Un ensayo unilateral muestra que el proceso no debe introducirse si el nivel de significacién adoptado es 0.01,
pero debe introducirse si el nivel de significacién adoptado es 0.05.

Mediante un ensayo bilateral al nivel de significacién de 0.05, no se deduce que haya diferencia de acidez.

Mediante un ensayo unilateral al nivel de significacién de 0.05, concluimos que el primer grupo no es superior
al segundo.

El aparente incremento en la variabilidad no es significativo a ninguno de los dos niveles.

El aparente decrecimiento es significativo al nivel 0.05, pero no al nivel 0.01.
Concluirfamos que el resultado no es comiin al nivel 0.05 pero lo es al nivel 0,01,

No podemos concluir que la primera varianza sea mayor que la segunda a ningiin nivel.
Podemos concluir que la primera varianza es mayor que la segunda a ambos niveles.

no

(a) 0.3112  (b) 0.0118 (c) 0 (d) 0 (e) 0.0118

(a) 8.64% 0.96 onzas (b)8.64 * 0.83 onzas (c)8.64 * 0.63 onzas

(@) 6 (b) 4

f(x) = 4C,(0.32)%(0.68)*~*; las frecuencias esperadas son 32, 60, 43, 13 y 2 respectivamente.
Las frecuencias esperadas son 1.7, 5.5, 12.0, 15.9, 13.7, 7.6, 2.7 y 0.6 respectivamente,

Las frecuencias esperadas son 1.1, 4.0, 11.1, 23.9, 39.5, 50.2, 49.0, 36.6, 21.1, 9.4, 8.1 y 1.0 respectivamente.
Las frecuencias esperadas son 41.7, 53.4, 34.2, 14.6, y 4.7 respectivamente.

_ (0.61)ze—051 ! .
flx) = e s e las frecuencias esperadas son 108.7, 66.3, 20.2, 4.1 y 0.7 respectivamente.



7.102.

7.103.

7.104.

7.105.

7.106.

7.107.

7.108.

7.109.

7.110.

7.111.

7.112.

7.113.

7.114.

7.115.

7.116.

7.117.

7.118.

7.123.

T7.124.

7.125.

7.128.

7.129.

7.132.

7.137.

7.138.

7.139.
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La hipétesis no puede rechazarse a ningn nivel.

La conclusién es la misma.

El profesor nuevo no sigue las mismas normas que los otros. (El hecho de que las puntuaciones sean mejores
que el promedio puede ser debido a un mejor aciertod en las ensefianzas o normas de puntuacién menos exi-
gentes o a ambas cosas).

No hay razén para rechazar la hipétesis de que las monedas sean honradas.
No hay razén para rechazar la hipétesis a ningGn nivel.

(a) 10, 60, 50 respectivamente (b) La hipétesis de que los resultados sean iguales a los esperados no se pueden
rechazar al nivel de significaciéon de 0.05.

La diferencia es significante al nivel 0.05.
(e) El ajuste es bueno (b)no
(a) El ajuste es ‘‘muy bueno”. (b) El ajuste es pobre al nivel 0.05.

(a) El ajuste es muy pobre al nivel 0,05. Puesto que la distribucién binomial da un buen ajuste de los datos,
esto es consistente con el Problema 7.109. (b) El ajuste es bueno pero no “muy bueno”.

La hipétesis puede rechazarse al nivel 0.05 pero no al nivel 0.01.
Igual conclusién.

La hipétesis no puede rechazarse a ninguno de los niveles.

La hipotesis no puede rechazarse al nivel 0.05.

La hipotesis puede rechazarse a ambos niveles,

La hipotesis puede rechazarse a ambos niveles.

La hipétesis no puede rechazarse a ninguno de los niveles.

(a) 0.3863, 0.3779 (con correccion de Yates)

(a) 0.2205, 0.1985 (corregida) (b) 0.0872, 0.0738 (corregida)
0.4651

(a) Un ensayo bilateral al nivel 0.05 no rechaza la hipbtesis de proporciones iguales.
(b) Un ensayo unilateral al nivel 0.05 indica que A tiene una mayor proporcién de bolas rojas que B.

(@) (b)10 ()10 (d)8 7.133. (a)si (b)si (c)no
(a)no (b)si (c¢)no 7.134. (a)no (b)no (c)no
Mediante un ensayo unilateral, el resultado es significativo al nivel 0.06 pero no al nivel 0.01.
No puede concluirse que la marca A sea mejor que la B al nivel 0.05.

No al nivel 0.05.
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CAPITULO 8

864. (a0 y = —+

=l

* 6 y = —0333+0714zr (b) z = 1+$y 6 = = 1.00+ 129y

o=t

8.65. (a) 3.24,8.24  (b) 10.00

8.67. (b) y = 29.13 4 0.661 x () = —14.39 + 1.15y d) 79 (e) 95

8.68. (b) y = 4.000 + 0.500 x (c) =

I

2.408 + 0.612 y

8.69. y = b5.51 + 3.20(x — 3) 4 0.733(x — 3)2 6 y = 251 —1.20z + 0.733 x2
8.70. (b) d = 41.77 — 1.096 v + 0.08786 v2 (c) 170 ft, 616 ft

8.71. (b) y =32.14(1.427)= 6 y = 32.14(10)0-1344x § y = 32.140.3556z (d) 387
8.74. (a) z = 61.40 — 3.65x + 254y (b) 40

8.79. (a) 1.304 (b) 1.443

8.80. (a) 24.50 (b) 17.00 (¢) 17.50

8.81. 0.5533

8.83. 1.5

8.84. (a) 0.8961 (b) y = 80.78 + 1.138 (c) 132

8.85. (a) 0.958 (b) 0.872

8.86. (a) y = 0.8x + 12 (b)) 2 = 046y + 1

8.87. (a) 1.60 (b) 1.20

8.88. *0.80 8.93. (a) 0.9927
8.89. 75% 8.95. ryng=4

8.90. (a) —0.9203 8.96. (a) 0.5606  (b) 0.9318
8.92. 312 8.97. (a) —1.0000

8.107. (a) 2.00 = 0.21 (b) 2.00 + 0.28

8.108. (a) Mediante un ensayo unilateral puede rechazarse la hipétesis.

(b) Mediante un ensayo unilateral no puede rechazarse la hipétesis.
8.109. (a) 37.0 = 3.6 (b) 37.0 =49
8.110. (a) 37.0 = 1.5 (b) 37.0 = 2.1
8.111. (a) 1.138 = 0.398  (b) 132.0 = 19.2 (¢) 132.0 = 5.4

8.112. (a) si (b) no 8.114. (a) 0.2923 y 0.7951 ¥
(b) 0.1763 'y 0.8361 g

8.113. (a) no (b) si 8.115. () 0.3912 y 0.7500 ¥
(b) 0.3146 y 0.7861 ¥
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8.116. 0.7096 y 0.9653 8.126. (a) y = 3.33x — 66.4
(b) 146.7 y 173.4 libras

8.117. (a) si (b) no 8.127. (a) 20.36 1b
(b) 3.30 pulg.

8.120. 415 8.128. 0.4547 y 0.6158
8.125. 0.5402 8.129. 0.9254

8.130. (b) y = 122.42 + 2.19x si la unidad x es 1/2 afio y el origen es el 1o. de enero de 1954;0 y = 107.9 + 4.38x
si la unidad x es un afio y el origen es el 10. de julio de 1950 (d) 142.1 (e) 1971

8.131. (b) y =18.16 — 0.1083x + 0.4653x2 , donde y es la natalidad por 1000 habitantes, x es 5 afios con origen en
julio de 1935.

CAPITULO 9

9.23. ‘Hay una diferencia significativa en rendimiento a ambos niveles.

9.24. No hay diferencia significativa en neumdticos a ningiin nivel.

9.25. Hay una diferencia significativa en los métodos de ensenanza al nivel 0.05 pero no al nivel 0.01.
9.26. Hay una diferencia significativa en marcas al nivel 0.05 pero no al nivel 0.01.

9.27. Hay una diferencia significativa en sus calificaciones a ambos niveles.

9.31. No hay diferencia significativa en operarios o mdquinas.

9.32. No hay diferencia significativa en operarios o miquinas.

9.33. Hay una diferencia significativa en el tipo de maiz pero no en los suelos al nivel 0.05.
9.34. No hay diferencia significativa en el tipo de maiz o suelos al nivel 0.01.

9.35. Hay una diferencia significativa en neumaticos y automaoviles al nivel 0.05.

9.36. No hay diferencia significativa en neumadticos o automéviles al nivel 0.01.

9.37. No hay diferencia significativa en los métodos de ensefianza o planteles al nivel 0.05.
9.38. No hay diferencia significativa en el color del pelo o estatura.

9.39. Igual al Problema 9.38.

9.40. Hay una diferencia significativa en los sitios pero no en los fertilizantes al nivel 0.05.
9.41. No hay diferencia significativa en los sitios o fertilizantes al nivel 0.01.

9.42. Hay una diferencia significativa en operarios pero no en maquinas.

9.43. No hay diferencia significativa en fertilizantes o suelos.

9.44. Igual al Problema 9.43.
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9.45.

9.46.

9.47.

9.48.

9.49.

9.52.

9.53.

9.54.

9.55.

9.61.

9.62.

9.63.

9.64.

9.66.
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No hay una diferencia significativa en rendimiento escoldstico debido a diferencias en estatura, color del pelo
o lugar de nacimiento.

Hay diferencias significativas en especies y cantidades del primer compuesto quimico, pero no otras dife-
rencias significativas.

Hay diferencias significativas en tipos de &bles pero no en operarios, maquinas o fortaleza de cables.

No hay diferencia significativa en tratamientos a cualquier nivel.

No hay diferencia significativa en los puntajes de 1.Q.

Hay diferencias significativas en los puntajes de los exdmenes debido al estado veterano y al I.Q. al nivel 0.05.

Al nivel 0.01 las diferencias en los puntajes del examen debidas al estado veterano no son significativas, pero
las debidas al 1.Q. silo son.

No hay diferencias significativas en los puntajes de los estudiantes de diferentes partes del pais; pero hay di-
ferencias debidas al 1.Q.

Igual al Problema 9.54.

No hay diferencias significativas debido a los quimicos o sitios.

Hay diferencias significativas debido a los sitios pero no a los fertilizantes.

No hay diferencias significativas debido a sitios o fertilizantes.

Hay diferencias significativas debidas al factor 1 pero no al factor 2 o tratamientos A, B, C.

No ha§ diferencias significativas debidas a los factores o tratamientos.



Ajuste de datos por distribuciones tec¢-
ricas, 217, 237-239
aleatoriedad, completa, 315
algebra de sucesos, 5
altamente significativos, 224, 225
andlisis combinatorio, 9, 11
utilizando probabilidad, 25-27
andlisis de varianza, 306-338
férmulas cortas en el, 307, 311, 317,
319, 320, 324
numero desigual de observaciones en
el, 310, 321, 322
para experimentos de dos factores,
312-315
para experimentos de tres factores,
332, 333
para experimentos de un factor, 306-
310, 316-321
aproximatiéon de Stirling a n!, 11, 27,
342
axiomas de probabilidad, 6

Bernoulli, James, 108

bloques, 310, 311
aleatorios, 315, 316

bloques aleatorios, 315, 316

bondad del ajuste, 217, 238, 243, 269
ensayo chi-cuadrado para la, 218,

219, 243 1
Bridge, 35, 37

Cambio de variables, 46, 47, 56-60
para el caso continuo, 46, 47
para el caso discreto, 46
casillas, 219, 297
categorias, 163
centroide o centro de gravedad de los
datos, 260
clase, 1 (véase también conjuntos)
clases y frecuencias de clase, 163, 164,
177, 297
clasificacion simple o experimentos de
un factor, 306, 316-321
clasificacion triple o factor tres expe-
rimentos, 332, 333
cociente de inteligencia, 230
coeficientes binomiales, 11, 25
coeficiente de correlacion, 82, 83, 92-
94, 100, 118, 263, 264, 281-284
ensayo de hipotesis y significacion
para el, 267, 268
generalizando, 264, 284, 285
muestral, 261
multiple, 264, 285
para datos agrupados, 297
poblacional, 265-267
coeficiente de correlacion lineal, 263,
264, 281-284
féormula producto-momento para el,
263, 282, 293, 294
generalizacion del, 264
coeficientes de confianza, 195
coeficientes de correlacion maultiple,
264, 285
coleccion, 1 (véase también conjuntos)
columna de conteo, 177
combinaciones, 10, 11, 23, 24
complemento de un conjunto, 3
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completa aleatoriedad, 315
conjuntos, 1, 11-13
teoremas sobre, 12, 13
conjuntos bien definidos, 1
conjuntos disjuntos 3, 5
conjuntos iguales, 1
conjuntos medibles, &
conjunto nulo, 2
conjunto universal, 2, 4
conjunto vacio o nulo, 2
constante de Boltzmann, 151
contador Geiger, 144
contingencia, coeficiente de, 220, 246,
T 247
continua a la derecha, 40
control de calidad, 217
convoluciones, 47, 60, 61
correccién de Yates para la continui-
dad, 220, 240, 242, 244
correlacion, 258-305
gradual, 264, 285-287, 295, 296
independencia y, 268
interpretacion probabilistica de la,
266, 287-289
tabla, 297
teoria muestral de, 267, 268, 290-
292
correlacion gradual, 264, 285-287,
295, 296
correlacién y regresion lineal perfecta,
261, 263
covarianza, 81, 82, 92-94
teoremas sobre la, 82
cuadrados greco-latinos, 316, 328, 330
cuadrados latinos, 316, 327, 328
cuadrados ortogonales, 316
cuenta, principio fundamental de, 9,
21
cuenteo, 177, 184
cumpleanios, problema, 30, 31
curtosis, 85, 97-99, 143, 183
de la distribucion binomial, 109
de la distribucion de Poisson, 112
de la distribucién normal, 111
curva cuadritica, 258
curva de ajuste, 258, 265 (véase tam-
bién correlacion y regresion)
curva de potencia, 234, 248
curva normal, 99 (véase también distri-
bucién normal)
dreas bajo la, 124, 125, 345
tipificada, 110, 344, 345
curva normal tipificada, 110
areas bajo la, 345
ordenadas de la, 344
curva parabélica, 258
curvas caracteristicas de operacion,
217, 232-236, 248
curvas de aproximacién, 258, 259
curvas de regresién no lineal, 264
curvas OC, 217, 232-236, 248

Datos agrupados, 163

decilas, 85

decisién, reglas de, 211, 213, 221-225,
248

decisiones estadisticas, 211

desigualdad de Chebyshev, 83, 84, 94,

desviacion, 259
tipica (véase desviacion tipica)
desviacién media, 85, 97
desviacién tipica, 78, 88, 89 (véase
también varianza)
determinacién, coeficientes de, 263,
282
diagramas arbol, 9, 10, 21
diagramas de Venn, 2
diferencia de conjuntos, 3
dimensiones o unidades, 78
disefio de experimentos, 315, 316
disefio experimental, 315, 316
dispersién, 78, 85, 97
distribucién beta, 115, 134, 135
distribucion bimodal, 84
distribucién binomial, 108, 109, 119-
123
ajuste de datos por la, 237
aproximacién de la distribucién de
Poisson a la, 129
aproximacién normal a la, 127, 128,
168, 169
negativa, 118
propiedades de la, 108, 109
relacion de la a la distribucién nor-
mal, 112, 127, 128
relaciébn de la a la distribucién de
Poisson, 112
distribucién binomial negativa, 118
distribucién chi-cuadrado, 115, 116,
117, 135-137, 197, 216
drea bajo la, 136, 347
como caso especial de la distribuciéon
gamma, 116
relacién de la a la distribucién nor-
mal, 135
teoremas sobre la, 116
distribuciéon de Bernoulli (véase distri-
bucién binomial)
distribucion de Cauchy, 114, 115, 133,
134
distribucion de Pascal, 118
distribucién de Poisson, 11, 112, 129,
130,145
ajuste de datos por, 239
propiedades de 1a, 11,112
relaciéon de la a la distribucién bino-
mial, 112
relaciéon de la a la distribucién nox-
mal, 112, 129
distribucién exponencial, 119
distribucién F, 117, 118, 138, 139,
161, 197, 198, 216, 309
media y varianza de la, 117
moda de la, 117
relacién con la chi-cuadrado y t, 118,
139-141
teoremas sobre la, 117, 118
valores de las percentilas de la, 348,
349 -
distribuciones gamma, 115, 116, 134
distribucién gaussiana, 109 (véase tam-
bién distribucion normal)
distribucion geométrica, 118, 142
relacién de la con la binomial negati-
va, 118
distribucion hipergeométrica, 113, 132,
133
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media y varianza de la, 113, 114
relacion de la a la distribucién bino-
mial, 113
distribucion Maxwell, 119
distribucién muestral, 157
de desviaciones tipicas, 162
de diferencias y sumas, 159, 160, 171-
173
de medias, 158, 162, 165-168, 184
de medianas, 162
de proporciones, 158, 159, 162, 168-
171
de relaciones de varianzas, 161, 162,
176, 177
de varianzas, 160-162, 173-176
de varios estadisticos, 162
distribucién multimodal, 84
distribucion multinomijal, 113, 132,
220, 249
distribucién normal, 109-111, 124-127
ajuste de datos por la, 237, 238
bidimensional, 118, 141
chi-cuadrado y, 135
funcion de densidad para la, 109
propiedades de la, 111
distribucion normal bidimensional, 118,
141
distribucién porcentual de frecuencias,
163
acumulada, 178
distribucion t (véase distribucién de
Student)
distribucién ¢t de Student, 116, 117,
137, 138, 161, 195, 196, 215, 266,
267
areas bajo la, 138, 346
media y varianza de la, 117
relacién de la a la chi-cuadrado y F,
118,139-141
relacion de la ala distribucién normal,
117
teoremas sobre la, 117
distribucién trimodal, 84
distribucién uniforme, 114, 133
distribuciéon Weibull, 119, 142
distribuciones condicionales, 48, 61-63
distribuciones conjuntas, 43-45, 52-56
continuas, 44
discretas, 43, 44
varianza para, 81, 82
distribuciones de frecuencias, 163, 177-
179
acumulada, 164, 178, 179
relativa, 163, 164
distribuciones de frecuencia acumulada,
164,178,179
distribuciones de frecuencia relativa,
163, 164
acumulada, 164
distribuciones de probabilidad, 38, 49,
50
continuas, 40, 41
de funciones de variables aleatorias,
46, 47
discretas, 38, 39, 51, 52
distribuciones de probabilidad condicio-
nal, 40, 41
distribuciones de probabilidad discreta,
38, 39, 51, 52
dualidad, principio de, 3

Ecuaciones normales para la recta de
minimos cuadrados, 260, 269, 270,
293, 294

para la paribola de m{nimos cuadra-
dos, 261, 276, 277
para el plano de regresi6n de mifni-
mos cuadrados, 262, 278, 279
efectos de bloques, 312
efectos de interaceién, 314, 326
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efectos de tratamiento, 312
Einstein-Bose, estadistica (véase estadis-
tica Bose-Einstein)
eje x, 2
interaccién en el, 260
ejes, traslaciéon de, 260
elementos o miembros de los conjuntos,
1
enfoque a posteriori de probabilidad, 6
enfoque a priori de probabilidad, 5
enfoque axiomaitico de probabilidad, 6
enfoque clisico de probabilidad, 5, 6
enfoque de la frecuencia relativa de
probabilidad, 6
ensayo chi-cuadrado para bondad del
ajuste, 218, 219, 243
ensayo de hipdtesis y significacién, 211-
257
mediante diferencias de medias, 214,
215, 226-228
mediante diferencias de proporciones,
215, 226-228
mediante la distribucién chicuadrado,
216, 218, 219, 231
mediante la distribucién F, 216, 231,
236
mediante la distribucién normal, 212,
213
mediante la distribucién t de Student,
215, 216, 229-231
mediante medias, 213-215, 221-225
mediante proporciones, 214, 221-
225
mediante relaciones de varianzas, 216
para coeficientes de regresién, 266,
289, 290
para el coeficiente de correlacién,
267, 268
para grandes muestras, 213, 214
para pequerfias muestras, 215, 216
para valores medios predichos, 267
para valores predichos, 266
para varianzas, 216
relaciéon con la teoria de estimacién,
217
ensayos de dos colas, 213
ensayos de una cola, 213
error o residuo, 259, 308
error tipico, 157, 165, 194
error tipico de la estima, 262, 263, 279-
281, 284, 285
en términos de varianzas y del coefi-
ciente de correlacién, 262, 266,
293, 299
errores del tipo I y del tipo 11, 212, 221.
222
escalera flor, 36
E.S.P. (percepcién extrasensorial), 223,
224
espacio muestral, 4, 14, 15
espacio muestral finito, 4
espacios muestrales continuos, 4
espacios muestrales discretos, 4
espacios muestrales infinitos contables,
4
espacios muestrales infinito no conta-
ble, 4
espacios muestrales no discretos, 4
esperanza, 76, 77, 86-88
condicional, 83, 94, 265
de funciones de variables aleatorias,
71
definicién de la, 77
teoremas sobre, 77
esperanza condicional, 83, 94, 265
esperanza maternditica, 76, 77 (véase
también esperanza)
estadistica Bose-Einstein, 36
estadfstico no paramétrico, 186
estadfsticos muestrales, 156, 157
estatura de padres e hijos, 273, 274,

286, 287, 289, 290
estima, error tipico de la (véase error
tipico de la estima)
estimacién, 194-210, 259
estimador insesgado, 160, 194
estimas, 156, 157, 194-210
eficiente, 194, 198, 199
insesgada (véase estima insesgada)
estimas de mdxima verosimilitud, 198,
206, 207
estimas insesgadas, 160, 198, 199, 263,
308, 312, 318
estimas no eficientes, 194
estimas por intervalos, 194
estimas por puntos, 194
estimas sesgadas, 194 (véase también
estimas insesgadas)
éxito, probabilidad de, 108
expansion binomial, 25, 108
expansién multinomial, 113
experimentos aleatorios, 4, 5, 14, 15
experimentos de clasificacién doble
(véase experimentos de dos facto-
res)
experimentos de dos factores, 310, 311
notacidén para, 311
con repeticiones, 313-315, 324-327
variaciones para, 311
experimentos de Mendel, 241
experimentos de un factor, 306-310,
316-321

Fermi-Dirac, estadistica, 37
Fisher, R.A., 117, 198, 267, 306
Fisher, transformacién Z de, 267
formas igualmente factibles, 5, 6
féormula de inversion, 81
férmula de Sperman para la correlacién
gradual, 264, 285-287, 295, 296
derivacién de la, 285, 286
féormula producto-momento para el
coeficiente de correlacion lineal,
263, 282, 293, 294
féormulas de Euler, 92, 341
fracaso, probabilidad de, 108
.recuencia marginal, 219, 297
totales, 297
frecuencia observada, 218
frecuencia porcentual, 163
frecuencia relativa, 163, 164
acumulada, 164
frecuencias elementales, 219, 297, 298
Full, 36
funcién aleatoria (véase variable aleato-
ria)
funcion beta, 115, 342
funcién caracteristica, 80, 81, 91, 92,
98, 99
de la distribucién binomial, 109
de la distribucién de Poisson, 112
de la distribuci6én normal, 111
teorema de la unicidad para la, 81
teoremas sobre la, 81
funci6én complementaria de error, 343
funcién de densidad, 41
conjunta, 44, 53, 54
de sumas de variables aleatorias, 47
interpretacién grifica de la, 42, 43
marginal, 45
funcién de densidad conjunta, 44, 53,
54
funciéon de densidad normal tipificada,
110
funcién de distribucién acumulada, 39
(véase también funciones de distribu-
cién)
funcién de distribucién conjunta, 44,
45, 55
para variables aleatorias continuas, 45
para variables aleatorias discretas, 44



funcién de probabilidad, 6, 38
marginal, 44, 53
funciéon de probabilidad conjunta, 43,
44
funciéon error, 110
complementaria, 343
funci6én escalera, 40
funcion factorial, 342
funcién gamma, 115, 341, 342
formula asintotica de Stirling para la,
342
formula de recurrencia para la, 342
funcién generatriz de momentos, 80,
89-91, 98
de la distribucién binomial, 109, 122,
123
de la distribucidon chi-cuadrado, 135
de la distribucion de Poisson, 112
de la distribucién normal, 111, 126,
127
teorema de la unicidad para la, 80
teoremas sobre la, 80
funcion monotdnicamente creciente,
40, 41, 43
funcion paso, 40
funciones de densidad marginal, 45
funciones de distribuciéon, 39
condicional, 48, 61-63
conjunta, 44, 45, 55
marginal, 45, 54, 55, 268
para variables aleatorias continuas, 41,
42
para variables aleatorias discretas, 39,
40, 50, 51
funciones de distribucién marginal, 45,
54, 55, 268
funciones de probabilidad marginal, 44,
53 T3

Gas ideal, 151
grados de libertad, 116,117, 219, 220,
309, 312
suma de los para la distribucién chi-
cuadrado, 116, 135
graficos de control, 217
graficos de control de calidad, 217,
236, 237,
gran media, 306, 311, 312
gran total, 44
grandes muestras, 195, 199-201
grupo, 1 (véase también conjuntos)
grupo control, 227, 230

Herencia, 241

hipo6tesis estadisticas, 211

hipotesis, ensayos de, 211 (véase tam-
bién ensayos de hipdtesis y signifi-
cacién)

hipdtesis nulas, 211, 214

histograma, 39, 49, 163, 177, 178

1.Q. (cociente de inteligencia), 230
inferencia estadistica, 155
integrales de Fourier, 81, 98
integrales especiales, 342, 243
intercepto, 260
interseccion de conjuntos, 3
intervalo de clase, 163, 177, 297
intervalo semi-intercuartilico, 85, 97,
198
intervalos abierto y cerrado, 2
intervalos de confianza, 194-206
para diferencias y sumas, 196, 197,
199, 203, 204
para medias, 195, 196-202
para proporciones, 196, 202, 203
para relaciones de varianzas, 197, 198,
205, 206
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para varianzas, 197, 204, 205
intervalos serni-abiertos o semi-cerra-
dos, 2
invarianza bajo transformacién, 26{0.
264, 272

Jacobiano, 46, 47, 56, 58, 59

Ley asociativa, para la convolucion, 47
para conjuntos, 3
ley conmutativa, para la convolucién,
47, 61
para conjuntos, 3
ley de los grandes numeros, 84, 95
para las pruebas de Bernoulli, 109,
123, 124
ley de los grandes numeros en forma
débil (véase ley de los grandes name-
ros)
ley de los grandes numeros en forma
fuerte (véase también ley de los
grandes naumeros)
leyes de Morgan, 3, 13
ley distributiva, para la convolucién, 47
para conjuntos, 3, 13
limites de confianza, 195
limites fiduciales, 195 (véase también
limites de confianza)
limites reales de clase, 163, 177
linea real, 2
logaritmos comunes, tabla de, 350, 361
loterya, 86

Marca de clase, 163, 164, 177
media, 76, 96, 97 (véase también espe-
ranza)
computacién de la, para datos agru-
pados, 164, 165, 179-183
de la distribucion binomial, 109, 123
de la distribucion de Poisson, 112
de la distribucion F, 117
de la distribucién normal, 111
de la distribucién t o de Student, 117
de un conjunto de nameros, 76
de una muestra, 157
media aritmética, 76, 84 (véase tam-
bién media)
media muestral, 157
media total, 306, 311
mediana, 84, 156, 194, 198
distribucién de muestreo de la, 162
no unicidad de la, 84, 96, 97
medias de fila, 306
medias de grupo, 306
medias de tratamiento, 306
medidas de centralizacion, 76, 84, 86,
96, 97
medidas de dispersion, 85, 96, 97
mejor curva o recta de ajuste, 259
método de comprension, 1
método de expansion, 1, 11
método de minimos cuadrados, 259
para curvas, 259, 265
para parabolas, 259
para rectas, (véase rectas de minimos
cuadrados)
método y féormula clave, 164,165, 180-
184, 297
miembros o elementos de un conjunto,
1
moda, 84, 96
de la distribucién beta, 115
de la distribucion F, 117
modelo matemadtico lineal para el anali-
sis de varianza, 307, 308, 312, 313
modelos matemaiticos, 7
para el andlisis de la varianza, 307,
308, 312, 313
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molécula de gas ideal, 151
momentos, 79, 80, 89-91, 156
alrededor de la media, 79
alrededor del origen, 79
central, 79
condicional, 83, 94
para datos agrupados, 164, 165, 179-
183
momentos centrales, 79
momentos condicionales, 83, 94
moneda cargada, 5
moneda bonrada, 5
muestras, 1556
aleatorias, 156
independientes, 159, 171, 196
muestras aleatorias, 166
muestras independientes, 159, 171,
196
muestreo, 155
con o sin remplazamiento, 113, 114,
155, 156, 165-167, 186, 196, 200
numero, 183, 184
teoria de correlaciéon y regresion, 266-
268, 289-292

n factorial, 10

aproximacion de Stirling a, 11, 27,
342

niveles de confianza, 195

nivel de significaciéon, 212, 213, 221
experimental o descriptivo, 224

niveles de significaciéon, 212, 221
experimental o descriptiva, 224
tabla de, 213

nameros aleatorios, 156, 183, 184, 241
tabla de, 352

numeros complejos, 2

numeros reales, 2, 12

Ojivas, 164, 179

ojivas porcentuales, 164

operaciones de conjuntos, 2, 3, 12, 13
en los sucesos, 5

ordenadas, 49, 84

Papel griafico de curva normal, 217
paridbola, 259
minimos cuadrados, 259, 261, 265,
276, 277, 292, 293
paradoja de Russell, 32
parametros poblacionales, 156
particulas radioactivas, 144
percentilas o valores percentila, 84, 85,
99
percepcidon extransesorial (véase
E.S.P.)
permutaciones, 10. 21-23
poblaciéon, 155, 158, 159
normal, 156
parimetros de la, 156
tamano de la, 155
poblacién binomial, 156, 158, 196
poblacién finita, 155, 158, 159
poblacién infinita, 155, 158 a
poblacién normal, 156
poblacién multinomial, 218
poker, 26, 27, 36, 37
Poisson, S8.D., 111
poligono de frecuencia, 163, 177, 178
acumulado, 179
poligono de frecuencias acumuladas,
179,
potencia de un ensayo, 217, 234
probabilidad, 5 ]
probabilidad condicional, 8, 17-20
funcion de la, 48
teoremas de la, 8
probabilidad de causas (viase teorema
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o regla de Bayes)
concepto de la, 5
condicional, 8, 17-20, 48
funcién de densidad de, 41
funcién (véase funciéon de probabili-
dad)
geométrica, 48, 63, 64
grafica, 37, 39
papel griafico, 217, 237, 238
como una funcién de valor real, 6
algunos teoremas importantes sobre
la, 6, 7,15
utilizando el anilisis combinatorio,
25-27
probabilidad empirica, 6, 164
distribuciones de la, 164
probabilidad geométrica, 48, 63, 64
probabilidades, asignacion de las, 7, 8
calculo de las, 15-17
probablemente significativos, 223, 226,
231, 239
problema de la aguja de Buffon, 67, 68
proporciones, distribucién muestral de,
158, 1569, 161-171
prueba de Bernoulli, 108
pruebas de Bernoulli, 108, 118
ley de los grandes numeros para las,
109, 123, 124
punto muestral, 4 ,

Recorrido, 85, 97
semi-intercuartilico, 85, 97, 198
rectas de minimos cuadrados, 259, 260,
268-274, 289, 292-294
en términos de varianza muestral y
covarianza, 261
interseccion de, 260, 271
referencias tipificadas, 79, 110
regioén critica, 212, 213
region de rechace, 212
regla de Leibniz para la derivacion de
una integral, 42, 58, 60
regresion, 259
coeficiente, 266, 289, 290
curva, 259, 264, 265, 287, 289
ecuacién, 259, 262
interpretacién probabilistica de, 265,
266, 287-289
multiple, 262, 278, 279
plano, 262
recta, 271
superficies, 262
teoria muestral de, 266, 267, 289,
290
regresion multiple, 262, 278, 279
relacién lineal, 258, 262, 284
relaciones no lineales, 258, 284
representacion grafica, 39, 49
réplicas, 306, 313-315, 324-327
residuo, 259

Secretaria, problema de la, 29, 30, 37
serie,. 341

Taylor, 80
serie de Fourier, 81, 98
serie de Taylor, 80
sesgada a la-derecha o a la izquierda, 85
sesgo, 85, 97-99, 143, 158, 183

de la distribucién binomial, 109

de la distribucién de Poisson, 112

de la distribucion normal, 111
seguridad, 194
simbolos de inclusién, 3
significacion, regién de, 212

ensayos de. 211 (véase también ensa-

yos de hipotesis y significacion)
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sobres, problema de los, 29, 30, 37
subconjuntos, 1

subconjuntos propios, 1

suceso imposible, 5, 6

suceso seguro, 5

sucesos, 4, 5, 14, 15

sucesos elementales, 4, 7

sucesos independientes, 9, 17-20, 45
sucesos mutuamente excluyentes, 5-7
sumas especiales, 341

Tabla de probabilidad conjunta, 43
tablas de clasificacién doble, 219
en analisis de varianzas, 310, 311,
322-327
tabla de clasificacién simple, 219, 220
tablas de contingencia, 219, 220, 243-
246
tablas de frecuencia (véase también dis-
tribuciones de frecuencia)
tablas y distribuciones de frecuencias
de doble variacion, 297
tamano de la muestra, 155
temperatura Kelvin, 151
teorema de unicidad, para la funcién ca-
racteristica, 81, 82
para la funcion generatriz de momen-
tos, 80
teorema del limite central, 112, 113,
130, 131, 158, 250
para variables aleatorias distribuidas
binomialmente, 130, 131
prueba del, 131
teorema o regla de Bayes, 9, 20, 21
teoria de muestreo exacto, 161, 195,
196
tiempo de reaccion, 191, 201
transformacion de Fourier, 81
transformacién, invarianza bajo, 260,
264, 272
transformada inversa de Fourier, 81
transformacion Z de Fisher, 267
traslacion de ejes, 260
tratamientos, 306
triangulo de Pascal, 25

Unidades o dimensiones, 78
unidades tipificadas, 79
union de conjuntos, 2
universo del discurso, 2

Valores criticos, 195
valores de tendencia, 293, 294
variable estocdstica (véase variables
aleatorias)
valores exponenciales, tabla de, 352
variable independiente, 259, 262, 269,
270
variables aleatorias, 38, 49, 50
con distribucién de Poisson, 111, 249
continuas, 38

discretas, 38, 49, 50
distribuidas binomialmente, 108
distribuidas normalmente, 110
distribuidas uniformemente, 114
independientes, 45, 46, 52-56, 63
no correlacionadas, 82
sin dimensiones, 79
tipificadas de, 79, 89, 110
variables aleatorias adimensionales, 79
variables aleatorias con distribucion Be-
ta, 115
variables aleatorias con distribuciéon
Cauchy, 114, 115
variables aleatorias con distribucién chi-

cuadrado, 116
relacion con las distribuciones t y F
variables aleatorias con distribucién
Gamma, 115
variables aleatorias continuas, 38
variables aleatorias de la distribucién
de Bernoulli, 108
variables aleatorias dependientes (véase
variables aleatorias independientes)
variables aleatorias discretas, 38, 49, 50
variables aleatorias distribuidas bino-
mialmente, 108
variables aleatorias distribuidas de a-
cuerdo con la distribucién de
Poisson, 111, 249
variables aleatorias distribuidas normal-
mente, 110
variables aleatorias distribuidas unifor-
memente, 114
variables aleatorias independientes, 45,
46, 52-56, 63
variables aleatorias no relacionadas, 82
variables aleatorias normales asintotica-
mente, 111, 1568, 161
variables aleatorias normalizadas, 79,
89, 110
variables dependientes, 259, 262, 268,
269
variables_transformadas, 258
variacion, 78, 85, 262
diagrama, 258, 265, 273
variacion explicada, 263, 266, 281,
282, 284, 285
variacion no explicada, 263, 266, 281,
282, 284, 285
variacién residual o aleatoria, 311, 326
variacién total, 263, 265, 281, 282,
284, 285
en analisis de varianza, 307, 311,317,
318
grados de libertad para, 309, 312
variaciones, entre columnas o bloques,
311
distribucion de las, 309
entre filas o tratamientos, 311
entre y dentro de tratamientos, 307,
317, 318
explicadas y no explicadas, 263, 266,
281, 282, 284, 285
grados de libertad para las, 309
métodos cortos para obtener las, 307
para ,experimentos de dos factores,
311
valores esperados de las, 308, 309
varianza, 78, 88, 89
combinada, 216
como segundo momento, 79
computacion de la, para datos agru-
pados, 164, 165, 179-183
condicional, 83, 94
de la distribucion binomial, 109, 123
de la distribucion de Poisson, 112
de la distribucién F, 117
de la distribucién muestral de medias,
158
de la distribucién normal, 111
de la distribucion ¢, 117
muestral, (véase varianza muestral)
para distribuciones conjuntas, 81, 82
para un conjunto de numeros, 78
varianza combinada, 216
varianza muestral, 160
esperanza de la, 194, 195
varianza poblacional, caso donde se
desconoce la, 161, 176
velocidad efectiva (rms), 151
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